CWICZENIE 13

Wykorzystanie metod numerycznych w srodowisku MATLAB do
analizy problemow inzynierskich.

Zadanie 1

Dwuwymiarowa analiza rozktadu pola elektrycznego.

Cel éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest rozwigzywanie w Srodowisku MATLAB uktadéw réwnah n réwnan
liniowych z n niewiadomymi metoda bezposrednia oraz iteracyjna.

Wprowadzenie

Rozwazmy powierzchnig¢ w ksztalcie kwadratu o dtugosci boku a=1m. Zatézmy, ze na kazde;j
krawedzi rozpatrywanej powierzchni istnieje pewien potencjal, ktérego warto$¢ pokazana jest
na rys. 2. Zakladamy, ze na powierzchni ptyty nie ma rozmieszczonego elektrycznego

tadunku powierzchniowego.
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Rys.2. Podziat badanej powierzchni na elementy
oraz warunki poczqtkowe przyjete do
obliczen.
Nalezy obliczy¢ rozktad potencjatu na powierzchni ptyty i przedstawi¢ go w formie
graficznej. Zaktadamy, nastgpujace wlasciwosci materialowe rozpatrywanej powierzchni:
. materiat jest jednorodny i izotropowy,
. wspotczynnik przenikalnosci elektrycznej € jest staly,



Opisany wyzej problem jest przypadkiem, w ktérym wystgpuje statyczne pole elektryczne.
Roéwnanie opisujace takie pole sa nastgpujace:

rotE =0,
divD = p, (1)
D=¢E

gdzie:

- wektor natgzenia pole elektrycznego,

wektor indukcji elektrycznej,
- tadunek elektryczny,
- przenikalnosc¢ elektryczna srodowiska.
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Ze wzoru rotE =0 wynika, ze pole elektrostatyczne jest polem bezwirowym, ktére mozna
jednoznacznie okresli¢ funkcja skalarna zwana potencjatem V.

Zaktadajac, ze rozpatrujemy pole elektrostatyczne w srodowisku jednorodnym (€=const) oraz,
ze w badanym obszarze nie ma tadunku (p=0), to w kazdym punkcie tego obszaru potencjat
spetnia réwnanie Laplace’a [1]:

V¥V =0 (2)
ktére w postaci rozwinigte] przybierze postac:
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W analizowanym problemie mamy do czynienia z polem dwuwymiarowym, w ktérym
potencjat V nie zmienia si¢ wzdtuz osi z. Zatem rownanie (3) upraszcza si¢ do postaci:
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W przedstawionym przypadku réwnanie (4) moze by¢ rozwiazane analitycznie poprzez
znalezienie calki szczegdlnej lub tez w spos6b numeryczny.

Zaktadajac, ze celem ¢wiczenia jest numeryczne rozwiazanie rownania (4) z wykorzystaniem
do obliczeh Metody Réznic Skonczonych (MRS) dzielimy badany obszar na szereg
elementéw, tworzac w ten sposéb siatkg obliczeniowa.

W og6lnym przypadku liczba elementéw na jakie musimy podzieli¢ obszar zalezy od rodzaju
pola fizycznego i problemu, jaki chcemy rozwiazac.

Przyktad utworzonej siatki jest przedstawiony na rys.2.



Badany obszar

Rys.2. Przyktad utworzonej siatki z weztami wewnetrznymi
Stosunek bokéw elementéw Ax do Ay w szczegdlnym przypadku moze rownac si¢ jednosci,
co oznacza, ze elementy te sag kwadratami.
Przecigcia linii tworza wezly obliczeniowe, w ktérych wyznaczane sa wartosci szukane;j
funkcji.

W obliczeniach polowych wyrdznia si¢ trzy rodzaje weziow:

° srodkowe, czyli takie, ktére leza w srodku badanego obszaru,
. powierzchniowe, czyli takie, ktére leza na powierzchni badanego obszaru,
. narozne, czyli takie, ktére leza na rogach badanego obszaru.

Po tak przeprowadzonej dyskretyzacji rOwnanie rézniczkowe (4) zostanie zamieniowe na
rOwnanie roznicowe. Wartosci szukanej funkcji V pomig¢dzy weztami mozna wyznaczy¢ z
przyblizonych wzoréw:

a_v— _ ‘/;11+1,n _Vm,n &_V— _ Vm,n _Vm—l,n
dx | 1 Ax dx | 1 Ax
_m+5,n ’ _m—g’n (5)
a_V_ _ Vm,n+l _Vm,n &_V— _ Vm,n _Vm,n—l
ay_m n+l A y 0-))7 mon—t Ay
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Pochodne drugiego rz¢gdu w punkcie (m, n) bgda zatem réwne:
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Ze wzoréw (6) wynika, ze wartoscia pochodnej funkcji w punkcie (m, n) jest réznica

2
X
potencjatéw pomigdzy punktami (m+1,n) i (m,n). Analogicznie wyznacza si¢ wartosci
pochodnej w pozostatych punktach pomigdzy weztami.

Podstawiajac powyzsze rownania do wzoru (4) otrzymujemy:

Vm+l,n + mel,n B 2Vm,n Vm,nH + Vm,nfl B 2Vm,n =0
2 2 -
(Ax) (Ay) (7)

Zakladajac rownomierny podziat siatki wewnatrz badanego obszaru, czyli Ax=Ay
otrzymujemy:

Vv

m+l,n

+V

m—1,n

+V

m,n+1

+ Vm,nfl - 4Vm,n = O (8)

Podstawiajac rownanie (8) do kazdego wezta wewngtrznego otzrymujemy n réwnah z n
niewiadomymi, ktéry mozna przedstawi¢ w postaci:

gdzie: A - macierz wspéiczynnikéw,
V - wektor szukanych wartosci potencjatow,
C - wektor wyrazéw wolnych.

Przeksztatcajac réwnanie (13) otrzymujemy:
V=A"l.C (10).

Przktadowo, dla weztow nr 1, 2, 3, 4 obszaru przedstwionego na rys.1 rGwnanie potencjatow
bedzie wygladato nastgpujaco:

wezel nr 1. V,+300+V3+500-4V =0
wezel nr 2. 150+V1+V4+500-4V,=0
wezel nr 3. V4+300+0+V-4V3=0
wezel nr 4. 150+V3+0+V,-4V,4=0

Porzadkujac powyzsze rownania otrzymujemy uktad réwnan (10), w ktérym wektor wyrazéw
wolnych jest postaci: C=[-800 -650 -300 -150]".



Przedstawiona metoda nazywa si¢ metoda bezposrednia rozwiazywania rownan. Nadaje si¢
ona do rozwigzywania problemoéw ze stosunkowo niewielka liczba we¢ziow obliczeniowych,
poniewaz odwracanie macierzy o duzych rozmiarach zajmuje duze ilo$ci pamigci komputera.

Do rozwiazania uktadéw z duza liczba w¢ziéw mozna uzy¢ np. metody iteracyjnej Gaussa-
Seidla. Dla rozpatrywanego przypadku wzdr iteracyjny przyjmie postac:

n+ 1 n+ n+ n n
Vl(] 1) :Z(Vifj—ll) +Vi(—l,jl) +Vi£—l?j +‘/i,(j4)—l) (11),

gdzie: 1,j - kolejne numery we¢ztow,

n - krok iteracji.

W pierwszym kroku zaktada si¢ w obliczanych weztach pewien potencjat ,ktéry w kolejnych
iteracjach zbliza si¢ do warto$ci poszukiwane;.

Ponizej dla uktadu przedstawionego na rys. 1 przedstawiono przyktadowe obliczenia dla
pierwszych trzech krokow:

Krok1. Nadajemy wartosci poczatkowe szukanym potencjalom V1,V,,V3,V,.

100 100
V=
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Krok 2. Liczymy potencjaly:
V1#=(500+300+V, "+ V;")/4=(500+300+100+100)/4=250
V,P=(V 245004150+ V,")/4=(250+500+150+100)/4=250
V3P=(V,2+4300+V,"+0)/4=(250+300+100+0)/4=162,5
V4 @=(V,P+V3P+15040)/4=(250+162,5+150+0)/4=140,63

Krok 3.
V19=(500+300+V,@+V5?)/4=(500+300+250+162,5)/4=303
Vo=V, 945004150+ V4 ?)/4=(303+500+150+140,63)/4=273,41
V;3P=(Vv,®4300+V4?+0)/4=(303+300+140,63+0)/4=185,91
V9=V, 94+V59415040)/4=(273,41+185,91+150+0)/4=152,33

i tak dalej az do spetnienia warunku: Dla kazdego wezta | Vi™*V-V,™ | <= eps,

gdzie eps jest doktadnoscia obliczen, np. eps=0,01.

Program ¢wiczenia.

1. Napisa¢ program obliczajacy metoda iteracji Gaussa-Seidla rozktad potencjaléw na
powierzchni obszaru przedstawionego na rys.l.Podzieli¢ badany obszar na jednakowe
elementy, ktére utworza w $rodku: 4, 9, 16 i 25 weztéw. Dla kazdego z przypadkow
przedstawi¢ w postaci wykresu rozktad potencjatu na badanej powierzchni.

2. Dla uktadu z 9 weztami utozy¢ uktad réwnan i rozwiaza¢ go metoda bezposrednia.

3. Poréwnac¢ otrzymane wyniki.



Zadanie 2

Analiza obwodu elektrycznego pradu statego.

Cel éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest zapoznanie sig¢ ze sposobem rozwiazywania obwodow elektrycznych za
pomoca $rodowiska MATLAB. Cwiczenie obejmuje:

1. Uktadania réwnan macierzowych opisujacych rozwiazywany obwad,

2. Znajdowania rozwigzania tych réwnan metoda bezposrednia.

3. Szybkiej analizy r6znych przypadkéw pracy obwodu.
Podsumowaniem ¢wiczenia jest obliczenie pradéw gateziowych w analizowanym obwodzie
oraz wykonanie wykresu zaleznosci UR4=f(R1, R2).

Wprowadzenie
Nalezy napisa¢ M-plik obliczajacy wartosci wszystkich pradéw i napie¢ w obwodzie

przedstawionym na rys. 1. oraz analizujacy warto$¢ napigcia na oporniku R4 w funkcji
wartosci opornikéw R i R,.
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Rys. 1. Schemat obwodu elektrycznego prqdu statego.
Gdzie:

El E2 E3 E4 E5 E6 R1 R2 R3 R4 RS R6 R7

\Y% \4 \4 \4 \4 \4 Q Q Q Q Q Q Q
45 10 26 34 5 20 5 6 8 6 5 15 5

Przedstawiony na rys. 1 obwdd pradu stalego mozna rozwiaza¢ metoda macierzowa,
polegajaca na skonstruowaniu ,,n” réwnan z ,n” niewiadomymi, dzigki czemu powstaje
rOwnanie macierzowe:

R*I=U, (12)

Gdzie: R jest macierza oporéw o wymiarze n x n,




I — macierza pradéw gateziowych o wymiarze n x 1,
U — macierza zrodet wymuszajacych o wymiarze n x 1.
Mnozac réwnanie (1) lewostronnie przez macierz odwrotna R otrzymujemy wartosci
pradéw gateziowych:
I=R'*U (13)

Dla analizowanego obwodu pradu stalego mozemy napisa¢ nastgpujace rownania:

E-I,R1+E>-IbLR»-15R5-Es=0
E2—12R2+E4—I4R4—I3R3+E3:0 (14)
E4-1uR4-I¢R6+E¢-IgR7+Es+IsR5=0

Po przeksztatceniach otrzymujemy uktad szesciu réwnan z szeScioma niewiadomymi:

I4R2+I5(R1+R2+R5)+I6R 1=E1+E>-E5
I4(R2+R3+R4)+I5R2—I(,R3:E2+E3+E4
I4R4—15R5+16(R6+R7)=E4+E5+E6 > ( 15)
Ii=I5+I¢

L=I4+15
L=Ls-I

~

Program ¢wiczenia

Nalezy obliczy¢ prady I;-I¢ ptynace w galeziach i spadek napigcia na opornikach R; i Ry.
Wykorzystujac obliczenia iteracyjne przeanalizowac jak bedzie si¢ zmienialo napigcie na
oporniku R4, gdy wartosci opornikéw R; i R, beda przyjmowaty wartosci od 5 do 50 Q co
5Q. Sporzadzi¢ wykres obrazujacy tg zaleznos$¢.

Utworzony M-plik obliczajacy powyzsze problemy powinien:

1. Umozliwia¢ zapis i odczyt z dysku wartosci elementéw wystepujacych w obwodzie.

2. Prezentowa¢ wykres Urs=f(R;, R»).



