
 
�WICZENIE 13 

 
Wykorzystanie metod numerycznych w �rodowisku MATLAB do 

analizy problemów in�ynierskich. 
 
 
 
 

 
Zadanie 1 

Dwuwymiarowa analiza rozkładu pola elektrycznego. 

Cel �wiczenia 

Celem �wiczenia jest rozwi�zywanie w �rodowisku MATLAB układów równa� n równa� 
liniowych z n niewiadomymi metod� bezpo�redni� oraz iteracyjn�. 

Wprowadzenie 

Rozwa�my powierzchni� w kształcie kwadratu o długo�ci boku a=1m. Załó�my, �e na ka�dej 
kraw�dzi rozpatrywanej powierzchni istnieje pewien potencjał, którego warto�� pokazana jest 
na rys. 2. Zakładamy, �e na powierzchni płyty nie ma rozmieszczonego elektrycznego 
ładunku powierzchniowego. 
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Rys.2. Podział badanej powierzchni na elementy 

oraz warunki pocz�tkowe przyj�te do 
oblicze�. 

Nale�y obliczy� rozkład potencjału na powierzchni płyty i przedstawi� go w formie 
graficznej. Zakładamy, nast�puj�ce wła�ciwo�ci materiałowe rozpatrywanej powierzchni: 
• materiał jest jednorodny i izotropowy, 
• współczynnik przenikalno�ci elektrycznej ε jest stały, 



Opisany wy�ej problem jest przypadkiem, w którym wyst�puje statyczne pole elektryczne. 
Równanie opisuj�ce takie pole s� nast�puj�ce: 
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gdzie: 
→
E  - wektor nat��enia pole elektrycznego, 
→
D  - wektor indukcji elektrycznej, 
ρ - ładunek elektryczny, 
ε - przenikalno�� elektryczna �rodowiska. 

 

Ze wzoru 0=
→
Erot  wynika, �e pole elektrostatyczne jest polem bezwirowym, które mo�na 

jednoznacznie okre�li� funkcj� skalarn� zwan� potencjałem V.  
Zakładaj�c, �e rozpatrujemy pole elektrostatyczne w �rodowisku jednorodnym (ε=const) oraz, 
�e w badanym obszarze nie ma ładunku (ρ=0), to w ka�dym punkcie tego obszaru potencjał 
spełnia równanie Laplace’a [1]: 
 

02 =∇ V  (2) 
 

które w postaci rozwini�tej przybierze posta�: 
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W analizowanym problemie mamy do czynienia z polem dwuwymiarowym, w którym 
potencjał V nie zmienia si� wzdłu� osi z. Zatem równanie (3) upraszcza si� do postaci: 
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W przedstawionym przypadku równanie (4) mo�e by� rozwi�zane analitycznie poprzez 
znalezienie całki szczególnej lub te� w sposób numeryczny.  
Zakładaj�c, �e celem �wiczenia jest numeryczne rozwi�zanie równania (4) z wykorzystaniem 
do oblicze� Metody Ró�nic Sko�czonych (MRS) dzielimy badany obszar na szereg 
elementów, tworz�c w ten sposób siatk� obliczeniow�. 
W ogólnym przypadku liczba elementów na jakie musimy podzieli� obszar zale�y od rodzaju 
pola fizycznego i problemu, jaki chcemy rozwi�za�.  

Przykład utworzonej siatki jest przedstawiony na rys.2. 
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Rys.2. Przykład utworzonej siatki z w�złami wewn�trznymi 

Stosunek boków elementów ∆x do ∆y w szczególnym przypadku mo�e równa� si� jedno�ci, 
co oznacza, �e elementy te s� kwadratami.  
Przeci�cia linii tworz� w�zły obliczeniowe, w których wyznaczane sa warto�ci szukanej 
funkcji.  

W obliczeniach polowych wyró�nia si� trzy rodzaje w�złów:  
• �rodkowe, czyli takie, które le�� w �rodku badanego obszaru, 
• powierzchniowe, czyli takie, które le�� na powierzchni badanego obszaru, 
• naro�ne, czyli takie, które le�� na rogach badanego obszaru. 
 
Po tak przeprowadzonej dyskretyzacji równanie ró�niczkowe (4) zostanie zamieniowe na 
równanie ró�nicowe. Warto�ci szukanej funkcji V pomi�dzy w�złami mo�na wyznaczy� z 
przybli�onych wzorów:  
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Pochodne drugiego rz�du w punkcie (m, n) b�d� zatem równe: 
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Ze wzorów (6) wynika, �e warto�ci� pochodnej funkcji 
∂
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x

 w punkcie (m, n) jest róznica 

potencjałów pomi�dzy punktami (m+1,n) i (m,n). Analogicznie wyznacza si� warto�ci 
pochodnej w pozostałych punktach pomi�dzy w�złami. 
Podstawiaj�c powy�sze równania do wzoru (4) otrzymujemy: 
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Zakładaj�c równomierny podział siatki wewn�trz badanego obszaru, czyli ∆x=∆y 
otrzymujemy: 
 

V V V V Vm n m n m n m n m n+ − + −+ + + − =1 1 1 1 4 0, , , , ,  (8) 
 

Podstawiaj�c równanie (8) do ka�dego w�zła wewn�trznego otzrymujemy n równa� z n 
niewiadomymi, który mo�na przedstawi� w postaci: 

A⋅V=C (9), 
 

gdzie:  A - macierz współczynników, 
 V - wektor szukanych warto�ci potencjałów, 
 C - wektor wyrazów wolnych. 
 
Przekształcaj�c równanie (13) otrzymujemy: 

V=A-1⋅C (10). 
 
Przkładowo, dla w�złów nr 1, 2, 3, 4 obszaru przedstwionego na rys.1 równanie potencjałów 
b�dzie wygl�dało nast�pujaco: 
w�zeł nr 1. V2+300+V3+500-4V1=0 
w�zeł nr 2. 150+V1+V4+500-4V2=0 
w�zeł nr 3. V4+300+0+V1-4V3=0 
w�zeł nr 4. 150+V3+0+V2-4V4=0 
  
Porz�dkuj�c powy�sze równania otrzymujemy układ równa� (10), w którym wektor wyrazów 
wolnych jest postaci: C=[-800 -650 -300 -150]T. 
 



Przedstawiona metoda nazywa si� metod� bezpo�redni� rozwi�zywania równa�. Nadaje si� 
ona do rozwi�zywania problemów ze stosunkowo niewielk� liczb� w�złów obliczeniowych, 
poniewa� odwracanie macierzy o du�ych rozmiarach zajmuje du�e ilo�ci pami�ci komputera. 
 
Do rozwi�zania układów z du�� liczb� w�złów mo�na u�y� np. metody iteracyjnej Gaussa-
Seidla. Dla rozpatrywanego przypadku wzór iteracyjny przyjmie posta�: 
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gdzie:  i,j - kolejne numery w�złów, 
 n - krok iteracji. 
W pierwszym kroku zakłada si� w obliczanych w�złach pewien potencjał ,który w kolejnych 
iteracjach zbli�a si� do warto�ci poszukiwanej. 
 
Poni�ej dla układu przedstawionego na rys. 1 przedstawiono przykładowe obliczenia dla 
pierwszych trzech kroków: 
 
Krok1. Nadajemy warto�ci pocz�tkowe szukanym potencjałom V1,V2,V3,V4. 
 

V =
100 100
100 100

 

 
Krok 2. Liczymy potencjały: 
V1

(2)=(500+300+V2
(1)+V3

(1))/4=(500+300+100+100)/4=250 
V2

(2)=(V1
(2)+500+150+V4

(1))/4=(250+500+150+100)/4=250 
V3

(2)=(V1
(2)+300+V4

(1)+0)/4=(250+300+100+0)/4=162,5 
V4

(2)=(V2
(2)+V3

(2)+150+0)/4=(250+162,5+150+0)/4=140,63 
 
Krok 3. 
V1

(3)=(500+300+V2
(2)+V3

(2))/4=(500+300+250+162,5)/4=303 
V2

(3)=(V1
(3)+500+150+V4

(2))/4=(303+500+150+140,63)/4=273,41 
V3

(3)=(V1
(3)+300+V4

(2)+0)/4=(303+300+140,63+0)/4=185,91 
V4

(3)=(V2
(3)+V3

(3)+150+0)/4=(273,41+185,91+150+0)/4=152,33 
 
i tak dalej a� do spełnienia warunku:  Dla ka�dego w�zła | Vi

(n+1)-Vi
(n) | <= eps, 

gdzie eps jest dokładno�cia oblicze�, np. eps=0,01. 

Program �wiczenia. 
 
1. Napisa� program obliczaj�cy metod� iteracji Gaussa-Seidla rozkład potencjałów na 

powierzchni obszaru przedstawionego na rys.1.Podzieli� badany obszar na jednakowe 
elementy, które utworz� w �rodku: 4, 9, 16 i 25 w�złów. Dla ka�dego z przypadków 
przedstawi� w postaci wykresu rozkład potencjału na badanej powierzchni. 

2. Dla układu z 9 w�złami uło�y� układ równa� i rozwi�za� go metod� bezpo�redni�. 
3. Porówna� otrzymane wyniki. 



 
Zadanie 2 

Analiza obwodu elektrycznego pr�du stałego. 

Cel �wiczenia 

Celem �wiczenia jest zapoznanie si� ze sposobem rozwi�zywania obwodów elektrycznych za 
pomoc� �rodowiska MATLAB. �wiczenie obejmuje: 

1. Układania równa� macierzowych opisuj�cych rozwi�zywany obwód,  
2. Znajdowania rozwi�zania tych równa� metod� bezpo�redni�. 
3. Szybkiej analizy ró�nych przypadków pracy obwodu. 

Podsumowaniem �wiczenia jest obliczenie pr�dów gał�ziowych w analizowanym obwodzie 
oraz wykonanie wykresu zale�no�ci UR4=f(R1, R2). 

Wprowadzenie 

Nale�y napisa� M-plik obliczaj�cy warto�ci wszystkich pr�dów i napi�� w obwodzie 
przedstawionym na rys. 1. oraz analizuj�cy warto�� napi�cia na oporniku R4 w funkcji 
warto�ci oporników R1 i R2. 
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Rys. 1. Schemat obwodu elektrycznego pr�du stałego. 

Gdzie: 
E1 E2 E3 E4 E5 E6 R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 
V V V V V V Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω 
45 10 26 34 5 20 5 6 8 6 5 15 5 

Przedstawiony na rys. 1 obwód pr�du stałego mo�na rozwi�za� metod� macierzow�, 
polegaj�c� na skonstruowaniu „n” równa� z „n” niewiadomymi, dzi�ki czemu powstaje 
równanie macierzowe: 

R*I=U, (12) 

Gdzie: R jest macierz� oporów o wymiarze n x n,  



I – macierz� pr�dów gał�ziowych o wymiarze n x 1, 
U – macierz� �ródeł wymuszaj�cych o wymiarze n x 1. 

Mno��c równanie (1) lewostronnie przez macierz odwrotn� R-1 otrzymujemy warto�ci 
pr�dów gał�ziowych: 

I=R-1*U (13) 
 
Dla analizowanego obwodu pr�du stałego mo�emy napisa� nast�puj�ce równania: 

E1-I1R1+E2-I2R2-I5R5-E5=0 
E2-I2R2+E4-I4R4-I3R3+E3=0 
E4-I4R4-I6R6+E6-I6R7+E5+I5R5=0 
 
Po przekształceniach otrzymujemy układ sze�ciu równa� z sze�cioma niewiadomymi: 
 
I4R2+I5(R1+R2+R5)+I6R1=E1+E2-E5 
I4(R2+R3+R4)+I5R2-I6R3=E2+E3+E4 
I4R4-I5R5+I6(R6+R7)=E4+E5+E6 
I1=I5+I6 
I2=I4+I5 
I3=I4-I6 

Program �wiczenia 

Nale�y obliczy� pr�dy I1-I6 płyn�ce w gał�ziach i spadek napi�cia na opornikach R1 i R4. 
Wykorzystuj�c obliczenia iteracyjne przeanalizowa� jak b�dzie si� zmieniało napi�cie na 
oporniku R4, gdy warto�ci oporników R1 i R2 b�d� przyjmowały warto�ci od 5 do 50 Ω co 
5Ω. Sporz�dzi� wykres obrazuj�cy t� zale�no��. 
Utworzony M-plik obliczaj�cy powy�sze problemy powinien: 
1. Umo�liwia� zapis i odczyt z dysku warto�ci elementów wyst�puj�cych w obwodzie. 
2. Prezentowa� wykres UR4=f(R1, R2). 
 

(14) 

(15) 


