1. Maszyna Turinga, gramatyki formalne i ONP

1.1.Maszyna Turinga

Automat skonczony sktada si¢ ze skonczonego zbioru stanow i zbioru przej$¢ ze stanu do stanu, zachodzacych przy
réznych symbolach wejsciowych wybranych z pewnego alfabetu X. Dla kazdego symbolu wejsciowego istnieje dokladnie
jedno przejscie z kazdego stanu (ktére moze w szczegdlnym przypadku prowadzi¢ do tego samego stanu) odpowiadajace temu
symbolowi. Jeden ze stanow, oznaczany zazwyczaj symbolem g, jest stanem poczatkowym, od ktérego automat rozpoczyna
dziatanie. Niektore ze standw pelnia role koncowych.

Automat skonczony przedstawiamy formalnie jako piatke uporzadkowana (Q, Z, 9, qo, F), gdzie Q jest zbiorem standéw, X
jest skonczonym alfabetem wejsciowym, o nalezace do Q jest stanem poczatkowym, FCQ jest zbiorem stanow koncowych,
ad jest funkcja odwzorowujaca QxX w Q. Tak wiec & przyporzadkowuje kazdemu stanowi q i kazdemu symbolowi
wejsciowemu a nowy stan 5(q,a).

Maszyna Turinga jest automatem abstrakcyjnym, sluzacym do analizy algorytmow. Sktada si¢ ona z podzielonej na kratki
nieskonczenie dhugiej taSmy oraz glowicy przesuwajacej si¢ nad tasma. Glowica ma mozliwo$¢ czytania i zapisywania
symboli na ta§me¢. Zdefiniujemy teraz podstawowe pojgcia uzywane do opisu maszyny Turinga.

Zbior symboli S = { s; } - zbidr symboli, ktore beda przetwarzane przez maszyng Turinga, przyjety jako alfabet.

Napis - ciag symboli alfabetu S.

Glowica - rozroznia, czyta i zapisuje symbole alfabetu S. Moze przesuwac si¢ wzdhuz tasmy. Przyjmuje zawsze jeden
z m standw qy, ..., Q-

Stan maszyny - okre$la jednoznacznie stan glowicy g i odczytany przez nig symbol s;:

Sij = (si, q)-

Ruch maszyny - opisuje akcje, jaka ma wykona¢ maszyna Turinga. Ruch maszyny jest reakcja maszyny na stan S;.
Opisywany jest za pomoca trzech parametrow Rj = (si, K, qp). s¢ jest symbolem, ktory ma by¢ zapisany przez glowice,
K okresla sposob przesunigcia ta§my, a q; charakteryzuje stan, do ktérego ma przej$¢ glowica.

Po zapoznaniu si¢ a powyzszymi okresleniami przejdzmy do opisu dziatania oraz programowania maszyny Turinga. Po
pierwsze nalezy odnotowac fakt, iz kazdy ruch Rij jest zwiazany jednoznacznie ze stanem maszyny Sij.

Mozemy zatem zapisa¢ nastgpujaca zaleznosc:

Rij=T(S;)

Funkcje¢ T nazywamy tablica charakterystyczna maszyny Turinga. Nazwa ta zwiazana jest z reprezentacja tej funkcji.
Przedstawimy teraz przykladowa tablicg charakterystyczna.
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Rjj= (s, K, q1)

Interpretacja tej tablicy jest nastgpujaca: Jezeli bedac w stanie q; gtowica odczytata symbol s;, to nalezy zapisa¢ na tasmie
symbol sy, przesuna¢ tasme¢ w kierunku okreslonym przez K, a glowica ma przej$¢ do stanu q;. Sytuacje tg zilustrujemy

rysunkiem.
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1.1.1.Twierdzenie:

Kazdy algorytm moze by¢ zrealizowany przez odpowiednio zaprogramowana (za pomoca tablicy charakterystycznej)
maszyng Turinga.

1.1.1.1.Przyktad

W zbiorze napiséw trojliterowych utworzonych z liter a, b, ¢ tylko napis abc jest poprawny. Podaé algorytm
rozpoznawania tego napisu.

1.1.1.1.1.Rozwigzanie

Algorytm realizujacy powyzsze zadanie przedstawimy w postaci opisu stownego.
Pobierz symbol. Jezeli jest nim a, to pobierz nastepny symbol i idz do 2, w przeciwnym przypadku idz do 4.
Jezeli pobranym symbolem jest b, to pobierz nastepny symbol i przejdz do 3, jezeli nie, to idz do 4.
Jezeli pobranym symbolem jest ¢, idZ do 5, w przeciwnym przypadku idz do 4.
Sygnalizuj nieprawidtowy napis.
Sygnalizuj napis poprawny.
Schemat blokowy algorytmu.
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Rysunek 1.1-2

Przedstawimy teraz zapis tego algorytmu w postaci tablicy charakterystycznej maszyny Turinga. W tym celu okreslimy
5 stanéw maszyny odpowiadajacych kolejnym krokom algorytmu. Zgodnie z przyjetym sposobem opisu tabeli stany te
zaznaczymy w najwyzszym wierszu tabeli. W pierwszej kolumnie umieszczone zostana wszystkie mozliwe symbole, czyli
litery a, b, c. Poniewaz algorytm nie wymaga zapisywania zadnych symboli na tasme¢ i jednocze$nie nie wystepuje
konieczno$¢ zmiany kierunku przesuwania ta§my, do opisu ruchu maszyny uzyjemy nastgpujacych symboli:

P - pobierz nast¢pny symbol,

N - nie pobieraj niczego,

dn - przejdz do stanu n,

sam ruch charakteryzujac tylko dwoma parametrami:

Ri=(XK, q)

Oto tabela charakterystyczna.

" qi 9 93 94 9s
a Pq, Nqq4 Nqq4 Nqq4 Ngs
b N4 Pqs (e Nqq Ngs
c Nq4 Na4 Ngs Naq4 Ngs

Zauwazmy, ze stany q4 1 qs sa stanami, w ktorych zatrzyma si¢ maszyna po wykonaniu algorytmu. Warto zwroci¢ tutaj

uwage na semantyke tych stanow: zatrzymanie si¢ maszyny w stanie q, oznacza, ze wprowadzony ciag znakoéw nie byt
poprawny, a zatrzymanie w stanie (s oznacza ze byt.

1.1.1.2.Przyktad

Zaprojektowaé maszyn¢ Turinga obliczajaca sumg dowolnej liczby zapisanej w systemie dziesigtnym i liczby 1.

1.1.1.2.1.Rozwigzanie



Aby do dowolnej liczby doda¢ 1, nalezy przeanalizowac jej ostatnia cyfre. Jezeli jest nia ktoras z cyfr 0-8, to dodanie
jedynki sprowadzi si¢ do zapisania w tym miejscu danej cyfry zwigkszonej o jeden, tzn. Jednej z cyfr 1-9. Jesli ostatnia cyfra
jest cyfra 9, to nalezy w jej miejscu zapisa¢ cyfr¢ 0, a nastgpnie doda¢ 1 do cyfry przedostatniej lub napisa¢ jedynke, jezeli
cyfra ta nie wystgpuje. A oto zapis tego algorytmu w jezyku naturalnym (zaczynamy analizg¢ liczby od jej ostatniej cyfry -
maszyna Turinga powinna by¢ wstepnie ustawiona wlasnie na tej cyfrze):

1. Jezeli cyfra z zakresu 0-8 pisz odpowiednio 1-9 i idz do 3, w przeciwnym przypadku pisz 0, przesun gtowicg w lewo i idz
do 2.
2. Jezeli miejsce puste pisz 1 i idz do 3, jesli nie idz do 1.
3. Sygnalizuj koniec.
Przesledzmy dla przyktadu dodanie jedynki do liczby 89:

Stan maszyny qi Q2 qi g3
Stan tasmy 89 80 80 90
7 T T T

Kazda kolumna tabeli ilustruje jeden krok algorytmu. Strzalki pionowe oznaczaja pozycje gtowicy maszyny dla danego
stanu (np. dla pierwszej kolumny - maszyna znajduje si¢ w stanie q;, glowica ustawiona jest na symbolu ‘9”). A oto schemat
blokowy oraz tablica charakterystyczna:
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Podobnie jak w poprzednim przyktadzie w opisie ruchéw maszyny pominigto nie wystgpujace w danej sytuacji czynnosci.
Ponizej przedstawimy przyktad dziatania maszyny dla liczby 199.

stan maszyny qi q2 qQ1 92 qQi d3
stan tasmy 199 190 190 100 100 200
1 1 1 T T T

1.2.Jezyki i gramatyki formalne

Zapoznamy si¢ z podstawami lingwistyki formalnej oraz przykladami jej zastosowania. Podamy systemy opisu jezykow
formalnych oraz oméwimy Odwrotng Notacje Polska a takze zaprezentujemy algorytm konwersji wyrazen arytmetycznych na
ONP.

Aby uswiadomi¢ sobie, czym sa jezyki formalne, postuzymy si¢ porownaniem z jezykiem naturalnym ktory powstal jako
srodek porozumiewania si¢ ludzi ze soba. Na §wiecie znanych jest bardzo wiele jezykow. Do cech charakterystycznych jezyka
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naturalnego mozna zaliczy¢ duza swobodg konstruowania zdan (brak $cistych regut gramatycznych), duza ilos¢ wyjatkow, etc.
Nic wigc dziwnego, ze rozwoj nauk Scistych wymusit opracowywanie systemoéw formalnych umozliwiajacych S$cisty
i jednoznaczny opis tworzonych konstrukcji. Systemy te nosza nazweg jezykoéw formalnych. Za tworcg lingwistyki formalnej
uwaza si¢ Chomsky’ego.

Uscislijmy pojecie jezyka formalnego. Sktadaja sig na niego nastgpujace elementy: alfabet, stowo, jezyk, gramatyka

alfabet - dowolny zbiér symboli, z ktdrych beda zestawiane stowa jezyka,

stowo - uporzadkowany ciag symboli alfabetu,

jezyk - zbidr wszystkich mozliwych stow,

gramatyka - zbidr regul umozliwiajacych generowanie stow danego jezyka jak tez rozrdéznienie stow poprawnie
zbudowanych od zbudowanych niepoprawnie.

1.2.1.1.Przyktad
Alfabet - {a, b}
Stowo - np. aaaab, bbbb, a, b
Gramatyka -
Reguta 1: a jest poprawne (tzn. stowo ztozone z pojedynczego symbolu a jest poprawne).
Reguta 2: Jezeli a jest poprawne, to aob tez jest poprawne.
Przyktady poprawnych stow:
a - na podstawie Reguly 1.
aab - na podstawie Reguly 1 1 Reguly 2.
aaabbb - na podstawie Reguly 1 i dwukrotne zastosowanie Reguty 2.

1.2.2.Gramatyki Chomsky’ego

Gramatyke¢ Chomsky’ego okresla zwiazek 4 elementow:

G=<V,%,P,c>

Znaczenie poszczegdlnych symboli jest nastgpujace:

V - alfabet terminalny: okresla zbior symboli, z ktorych beda budowane stowa generowane przez gramatyke G.

¥ - alfabet metajgzyka: zbior symboli pomocniczych uzywanych przy okreslaniu regut opisujacych konstruowanie stow
poprawnych w sensie gramatyki G.

P - lista produkcji: zestaw regut.

o - glowa (aksjomat) jezyka: podaje z jakiej konstrukcji mozna wyprowadzi¢ wszystkie generowane przez gramatyke
G napisy.

Jezyk generowany przez gramatyke G jest to zbior wszystkich mozliwych stow powstatych na bazie listy produkcji
i wyprowadzonych z gtowy jezyka.

LG ={x:xeZAro=>x},

gdzie Z jest zbiorem wszystkich mozliwych stéw, za$ zapis = oznacza proces wywodu stowa x z glowy o na podstawie
listy produkcji P.

1.2.2.1.Przyktad

Rozwazmy gramatyke generujaca proste wyrazenia arytmetyczne. Ponizej przedstawiono poszczegdlne elementy sktadowe
gramatyki.

Alfabet terminalny V: V= {a, b, d,+, *,(,) }

Alfabet metajezyka X: 2= { W, S, C }

Semantyka powyzszych symboli jest nast¢pujaca:

W - wyrazenie,

S - skladnik,

C - czynnik.

Glowa jezyka 6: 6 =W

lista produkc;ji P:

P={

WS

W-o>W+S

W—->S+W

S—»>C

S—>C*S

S—>S*C

C—a

C—-b

C—>d

Co (W)}



Zastanbwmy si¢ teraz nad nastgpujacym problemem: W jaki sposéb mozna wykaza¢, ze wyrazenie (a+b) *d jest
prostym wyrazeniem arytmetycznym. Sprobujemy tego dokonaé wyprowadzajac napis (a+b)*d z glowy jezyka na
podstawie listy produkcji. Wyprowadzenie to moze mie¢ nastgpujaca postac:

Y

S

C*S

(W)*s

(W+S)*C

(S+S)*C

(C+C)*C

(at+b)*d

Jak widaé, udato si¢ wyprowadzi¢ zadany napis. Jest on wigc prostym wyrazeniem arytmetycznym. Przedstawimy jeszcze
jeden sposob dowodzenia poprawnosci napisu - drzewo wywodu.
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1.2.3.Notacja Backusa

Notacja Backusa jest jednym ze sposobow prezentowania listy produkcji. Sktada si¢ ona z szeregu symboli o okreslonej
semantyce, utatwiajacych zdefiniowanie gramatyki. Symbole metajgzyka w notacji Backusa zapisujemy przy uzyciu pary
nawiaséw < >. Notacja postuguje si¢ ponadto symbolem ::= rozumianym jako “jest zdefiniowane jako” oraz symbolem
| oznaczajacym alternatywe. W celu zaprezentowania sposobu postugiwania si¢ notacja Backusa zdefiniujemy za jej pomoca
poprzednio opisang gramatyke generujaca proste wyrazenia. Oto lista produkcji tej gramatyki zapisana przy uzyciu notacji
Backusa:

<W> 1= <S> | <W> + <S> | <S> + <W>

<S> ::=<C> | <C>* <S> | <S> * <C>

<C>:=(<W>)|a|b|d

Nalezy zwroci¢ uwagg na fakt, ze symbole zapisane bez nawiaséw ostrych <> i nie bgdace symbolami uzywanymi przez
notacje¢ Backusa sa symbolami terminalnymi.

1.2.4.Beznawiasowe algebry tukasiewicza

Notacja Backusa postuzymy si¢ teraz do zdefiniowania beznawiasowej algebry Lukasiewicza, zwanej Odwrotng Notacje
Polska. Jest to przyklad notacji umozliwiajacej zapisanie dowolnego wyrazenia arytmetycznego bez uzycia nawiasow
zmieniajacych kolejno$¢ wykonywania dziatan. Ze wzgledu na tatwos¢ obliczania wyrazen zapisanych w ONP przy uzyciu
stosu znalazla ona szerokie zastosowanie w arytmetyce komputeréw. Przedstawimy teraz gramatyk¢ pozwalajaca na
generowanie napisow w ONP oraz zaprezentujemy algorytm dokonujacy zamiany wyrazen zapisanych w arytmetyce
nawiasowej na ONP.



Gramatyka prostych wyrazen arytmetycznych w ONP

V={ab,d + *}

P:

<W> 1= <Z> <Z> <O> | <Z>

<Z> = <X><X> <0 > | <X>

<X>:=a|b|d

<O> =+ *

A oto przyklad prostego  wyrazenia  arytmetycznego 1  odpowiadajacy mu zapis w  ONP:
(a+tb)*d=ab+d*

Nalezy zaznaczy¢, ze w podanych tutaj definicjach gramatyk zbiér symboli terminalnych zostal ograniczony jedynie
w celu zwigkszenia czytelno$ci. Nic nie stoi na przeszkodzie, aby zdefiniowaé gramatyke ONP na podstawie pelnego zestawu
symboli stosowanego w matematyce.

Sprébujemy teraz opracowac algorytm obliczajacy warto$¢ wyrazenia zapisanego w ONP. Jak juz zaznaczono, bardzo
wygodne bedzie si¢ postuzenie si¢ stosem jako struktura przechowujaca wyniki posrednie. Dodatkowa zaleta tej struktury jest
latwos¢, z jaka daje si¢ ona zaimplementowaé w systemie komputerowym. Nasz algorytm bedzie wygladal nastgpujaco:
bedziemy pobierali po kolei symbole wyrazenia od lewej strony do prawej; jezeli symbol bedzie liczba (zmienna), to
odlozymy go na stos; jezeli bgdzie opisem operacji - pobieramy elementy ze stosu, wykonujemy tg¢ operacj¢, a wynik
przesylamy z powrotem na stos. Czynnosci te wykonujemy az do wyczerpania si¢ danych wejsciowych. Na stosie znajdziemy
wtedy obliczana warto$¢ wyrazenia. Na rysunku przedstawimy teraz schemat blokowy realizujacy te ideg, a pdzniej przyktad

jego zastosowania.
START

Pobierz symbol
z lewej ku prawe;j

Pobierz argumenty ze
stosu, wykonaj dziatanie, |——
wynik na stos

operator

Rysunek 1.2-2

1.2.4.1.Przyktad
Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia: 23 4 5+ * +
W celu zilustrowania sposobu obliczania wyrazenia postuzymy si¢ tabelka. Przedstawimy w niej symbole pojawiajace si¢
kolejno na wejsciu oraz zawarto$¢ stosu po kazdym obiegu petli gldwnej algorytmu obliczajacego wyrazenie.

wejscie  stos

2 2

3 23
4 234
5 2345
+ 239
* 227
+ 29



1.2.5.Translacja

W praktyce informatycznej czgsto zachodzi konieczno$¢ thumaczenia tekstu zapisanego w jednym jezyku formalnym na
inny jezyk. Jako przyklad mozna przytoczy¢ przetworzenie tekstu zapisanego w jezyku wysokiego poziomu na kod
maszynowy. Proces thumaczenia nosi nazwe translacji. Podamy teraz definicj¢ terminu translacja.

1.2.6.Definicja:

Translacja to przektad tekstow zredagowanych w jednym jezyku zwanym zrédlowym na rownowazny semantycznie tekst
w innym j¢zyku zwanym wynikowym.

1.2.6.1.Przyktad

Opracowa¢ algorytm dokonujacy translacji prostych wyrazen arytmetycznych zapisanych w konwencji nawiasowej na
proste wyrazenia zapisane w ONP.

1.2.6.1.1.Rozwigzanie

Zagadnieniami kluczowymi w trakcie dokonywania konwersji (translacji) wyrazen z notacji nawiasowej na ONP sa:
priorytety operacji arytmetycznych i konwersja wyrazen w nawiasach. W tym celu nalezy stworzy¢ tabelg priorytetow
uzywanych dziatan arytmetycznych oraz zrgcznie postuzy¢ si¢ stosem. Oto przykladowa tabela priorytetoéw dla naszego
zagadnienia. Przyjmujemy tu zatozenie, ze im cyfra okres$lajaca priorytet jest nizsza, tym priorytet jest wyzszy.

operacja priorytet
* 1
+ 2

W konwencji nawiasowej priorytet dziatania oraz nawiasy wptywaja na kolejno$¢, w jakiej wyrazenie jest obliczane.
Przyktadowo, aby wyznaczy¢ warto$¢ wyrazenia a+b*d obliczamy najpierw iloczyn b*d, a potem dodajemy a. W ONP
kolejno$¢ wykonywania dzialan okres$lona jest jedynie poprzez miejsce, w ktorym operator znajduje si¢ w napisie. Aby
dokona¢ konwersji uwzgledniajac te zatozenia, bgdziemy pobieraé kolejne znaki wyrazenia, ktore ma zosta¢ przeksztatcone
znak po znaku, poczawszy od lewej strony. Dalsze postgpowanie zaleze¢ bedzie od symbolu. I tak jezeli pobrany znak jest:

- argumentem, to nalezy przesta¢ go na wyjscie,

- nawiasem otwierajacym “(“, to nalezy potozy¢ go na stos,

- nawiasem zamykajacym “)”, to zawarto$¢ stosu, az do napotkanego znaku “(“ nalezy przesta¢ na wyjscie i usunaé nawias
“(%,

- operatorem, to przegladamy zawarto$¢ stosu w poszukiwaniu operatora o wyzszym priorytecie: jesli taki znajdziemy, to
przesytamy zawarto$¢ stosu na wyjscie, jesli nie, operator odkltadamy na stos. Nalezy dodaé, ze stos przeszukujemy do
napotkania nawiasu “(* lub do konca stosu, jezeli nawias nie wystepuje,

- znacznikiem konca wprowadzanego napisu, to kopiujemy zawarto$¢ stosu na wyjscie, w przeciwnym wypadku
sygnalizujemy bfad.

Przetwarzanie konczymy w momencie napotkania znacznika konca napisu wejsciowego. Nawiasow “(““ 1 )” oczywiscie
nie kopiujemy na wyjscie. Narysujemy teraz schemat blokowy algorytmu realizujacego przedstawione idee.
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Sprobujemy na podstawie tego algorytmu dokona¢ konwersji wyrazenia zapisanego w arytmetyce nawiasowej na ONP.

zawarto$¢ stosu
do (lub do dna
na wyjscie

1.2.6.2.Przyktad
Dokona¢ konwersji wyrazenia (((a))+b+d)*(d+e) na ONP.

1.2.6.2.1.Rozwigzanie
Catla konwersj¢ zilustrujemy tabelka. Podamy w niej znaki, ktore kolejno beda pojawia¢ na wejsciu, zawarto$¢ stosu oraz
to, co bedzie wygenerowane na wyjsciu.
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