TEORIA GIER

HISTORIA TEORII GIER

Rok 1944: powszechnie uznana data narodzin teorii gier

Monografia:

John von Neumann, Oskar Morgenstern
Theory of Games and Economic Behavior
(Teoria gier i postepowanie ekonomiczne)

Rok 1994: Nagroda Nobla z dziedziny ekonomii

John Nash
John Harsanyi > 3 specjalisci od teorii gier
Reinhard Selten

Ostatnie 30 lat: prawdziwa eksplozja zainteresowania roznych
nauk teorig gier

Teori¢ gier wykorzystuje si¢ w wielu dziedzinach nauki, a
zwlaszcza w:

> ekonomii,

» naukach politycznych,

> socjologii,

> psychologii,

> biologii,

» informatyce.
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CZYM ZAJMUJE SIE TEORIA GIER?

Teoria gier jest dziedzing zajmujaca si¢ opisem roznych sytuacji,
w ktorych uczestnicza podmioty Swiadomie podejmujace pewne
decyzje, w wyniku ktorych nast¢puja rozstrzygnigcia mogace
zmieni¢ ich polozenie. Teoria gier zajmuje si¢ przede wszystkim
sytuacjami konfliktowymi, ale rowniez sytuacjami, w ktorych
interesy graczy sa zgodne, ale ze wzgledu na klopoty w
porozumiewaniu si¢ trudno im ustali¢ jednolity sposob
post¢gpowania.

Matematyka jest wszechobecna w teorii gier jako narzedzie, ale
rowniez teoria gier inspiruje badania matematyczne.
Optymalizacja wielokryterialna, analiza nieliniowa, a nawet
podstawy matematyki, teoria zbiorow, wygladalyby inaczej,
gdyby nie byly inspirowane odkryciami z zakresu teorii gier.
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ELEMENTY GRY

@ Gracze

Graczy musi by¢ co najmniej dwoch.

Graczami moga by¢ osoby, przedsi¢biorstwa, kraje itp.

@ Strategie (mozliwe sposoby postepowania graczy)

Strategia to kompletny opis post¢gpowania gracza w kazdej
sytuacji, w jakiej moze si¢ znalez¢.

@ Wyplaty

Wszystkim strategiom sa przypisane odpowiednie wyplaty dla
poszczegolnych graczy.

Wyplaty moga mie€ r6zng postac:
¢ pieni¢zng
(np. osiggnig¢te zyski, poniesione koszty)

¢ niepieni¢zng

(np. zdobycze terytorialne, liczba zabitych zolnierzy wroga)

WAZNE ZAYL.OZENIE:
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Kazdy gracz chce jak najlepiej dla siebie, czyli maksymalizuje
swoje zyski lub minimalizuje straty. (Zyski i straty nie muszg
oczywiscie przybiera¢ postaci pieni¢znej — sa to pewne wartosci
funkcji uzytecznosci obu graczy).

Przyklad:

Ponizsze tabelki pokazuja wyplaty (zyski) gracza 1 oraz jego
przeciwnika (gracza 2). Gracz 1 ma do wyboru dwie strategie: A i
B. Gracz 2 zawsze postepuje tak samo.

Strategia A Strategia B

5 3 ‘ 6 301 \

Ktorg strategi¢ wybierze gracz 1?

Gracz 1 — wybierajac strategie A — osiggnie zysk rowny 5, zas
wybierajac strategi¢ B osiagnie zysk rowny 6. Zatem gracz 1
wybierze strategi¢ B.

Fakt, ze przy wyborze strategii B przeciwnik zwig¢kszy
jednoczesnie swoje zyski ponad 100-krotnie (do 301) nie ma
znaczenia. Gracz 1 Kkieruje si¢ przy wyborze tylko i wylacznie
wlasnym interesem.
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RODZAJE GIER

Gry mozemy podzieli¢ wedlug wielu roznych kryteriow.

GRY

GRY

GRY

GRY

GRY

GRY
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GRY JEDNOETAPOWE

W grach jednoetapowych gracze podejmuja decyzje jednoczesSnie
(w tym samym momencie) — tak jak np. w grze w marynarza. Gry
jednoetapowe to jednoczesnie gry z niepelng informacja — kazdy
gracz podejmuje decyzje¢ nie znajac decyzji podjetych przez
pozostalych graczy.

PRZYKEAD (DYLEMAT WIEZNIA)

Opis gry:

Wacek i Pacek zostali aresztowani za wspolnie dokonane
przestgpstwo. Obaj chlopcy sa przesluchiwani oddzielnie i maja
do dyspozycji nastepujace mozliwosci:

4+ przyznadé si¢ do winy,

+ nie przyznaé sie do winy.

(a) Jesli obaj przyznaja si¢ do winy, to obaj zostana skazani na 5
miesi¢cy wigzienia.

(b) Jesli zaden z nich nie przyzna si¢ do winy, to obaj dostang 2
miesigce wigzienia.

(c) Jesli jeden z nich przyzna si¢ do winy, a drugi nie, to ten co

si¢ przyzna zostanie skazany na 1 miesigc wi¢zienia, a ten
ktory si¢ nie przyzna dostanie kar¢ 12 miesi¢cy wig¢zienia.
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Gracze:
Wacek i Pacek

Strategie Wacka:
[X> Przyznac si¢ do winy
[X> Nie przyzna¢ si¢ do winy

Strategie Packa:
> Przyznac si¢ do winy
[X> Nie przyzna¢ si¢ do winy

Wyplaty:
Wyplata Wyplata
Wacka Packa
Obaj przyznaja si¢ do winy =5 =5
Zaden z nich nie przyzna sie do winy -2 -2
Tylko Wacek przyzna si¢ do winy -1 —12
Tylko Pacek przyzna si¢ do winy —12 -1

Wyplaty maja posta¢ miesiecy spedzonych w wigzieniu (ze

znakiem ujemnym).

Cel kazdego gracza:

Maksymalizacja wyplaty, czyli jak najkrotszy pobyt w wig¢zieniu.

Sytuacja konfliktowa:

Decyzja jednego gracza wplywa na wyplate drugiego gracza.
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ILUSTRACJA GRY:
Gry graficznie mozna przedstawia¢ w dwoch
postaciach:

v’ w postaci rozwinietej (ekstensywnej),

v w postaci normalnej (strategicznej).

B POSTAC ROZWINI

ETA |
> (EKSTENSYWNA) <

Postacia rozwini¢ta (ekstensywng) gry jest drzewo.

Wacek (gracz 1) a

(-5-5) (-1;-12) (-12;-1) (-2;-2)

, (strzalka) — posunigcie jednego z graczy
a,b,b’,c,d, e, f — wierzcholki gry
(-5:-5) ... (25-2) — wyplaty poszczegolnych graczy
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Wierzcholek a (wierzcholek poczatkowy) pokazuje mozliwosci
wyboru Wacka (przyzna¢ si¢ lub nie przyznac si¢). Wierzcholki b
i b’ pokazuja mozliwosci wyboru Packa (przyzna¢ si¢ lub nie
przyznaé¢ si¢). Wierzcholki ¢, d, e i f (wierzcholki koncowe)
pokazuja wyplaty w grze (wynik gry) w zaleznosci od podjetych
przez obu graczy decyzji. W nawiasach na pierwszym miejscu
podana jest wyplata gracza 1 — w tym przypadku Wacka, za$ na
drugim miejscu znajduje si¢ wyplata gracza 2 — w tym przypadku
jest nim Pacek:

d @
(-1;-12)
Wyplata gracza 1 (Wacka) Wyplata gracza 2 (Packa)
wMrowki”<___ "~ """~ wokol wierzcholkéw b i b’ oznaczaja, ze

decyzje Packa s3 podejmowane w tym samym czasie, co decyzje
Wacka (gra przebiega jednoetapowo — obaj gracze wykonuja
ruchy jednoczesnie). Gdyby ,,mrowek” nie bylo, oznaczaloby to,
ze Pacek podejmuje decyzje po tym, jak decyzj¢ podjal Wacek
(gra dwuetapowa).

Przy grach jednoetapowych nie ma znaczenia, ktory gracz bedzie
graczem 1, a ktory — graczem 2. GdybySmy skonstruowali
drzewo, na ktorym graczem 1 bylby Pacek, a graczem 2 — Wacek,
wyniki uzyskalibySmy takie same.
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B POSTAC NORMA

LNA |

> Qmme.czuu <

Postacig normalng (strategiczng) gry jest tabelka.

Gracz 2
Przyznac sie Nie przyznac¢ sie
Gracz 1
Przyznac¢ sie (-5; -5) (-1; -12)
Nie przyzna¢ sie (-12; 1) (-2; -2)

W wierszach s3 podane strategie gracza 1 (w naszym przypadku

Wacka).

W kolumnach sg podane strategie gracza 2 (w naszym przypadku

Packa).

W srodku tabelki podane sg wyplaty obu graczy odpowiadajace
poszczegolnym strategiom. Na pierwszym miejscu znajduja sig
wyplaty gracza 1, a na drugim miejscu znajdujg si¢ wyplaty

gracza 2.
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GRY WIELOETAPOWE

W grach wieloetapowych gracze podejmuja decyzje sekwencyjnie
(jedna po drugiej). Tak jest np. w grze w szachy, kiedy gracz 2
podejmuje decyzj¢ (wykonuje ruch) po graczu 1 i odwrotnie,
gracz 1 podejmuje kolejna decyzj¢ (wykonuje kolejny ruch) po
graczu 2.

Jezeli w grze wieloetapowej nie ma sytuacji, ze gracz podejmuje
decyzje¢ nie znajgc decyzji innych graczy (chyba ze inni gracze
podejmuja decyzje pozniej), gra taka jest gra z pelna informacjg.

PRZYKIL.AD GRY DWUETAPOWEJ Z PEX.NA INFORMACJA

Opis gry:

Wacek planuje (i musi) zrealizowac¢ jedno z dwoch przedsigwzigé
(przedsi¢wzigcie A lub przedsi¢wzigcie B) i proponuje Packowi
uczestnictwo w tym przedsi¢gwzigciu. Pacek ma do wyboru dwie
mozliwosci:
+ zgodzi¢ si¢ na zaproponowany przez Wacka udzial we
wspolnym przedsi¢gwzigciu;
+ nie zgodzi¢ si¢ na zaproponowany przez Wacka udzial we
wspolnym przedsi¢wzigciu.

(a) Jesli Wacek wybierze przedsiewzigcie A i bedzie je
realizowal razem z Packiem, Wacek osiagnie zysk 4, zas
Pacek — zysk 2.

(b) Jesli Wacek wybierze przedsigwzigcie A i bedzie je
realizowal samodzielnie, osiagnie wowczas zysk zerowy, zas
Pacek osiagnie zysk 3 (moze to na przyklad wynika¢ z tego,
ze Wacek — realizujac samodzielnie przedsigwzigcie A — musi
ujawnic¢ coS interesujgcego dla Packa).

(c) Jesli Wacek wybierze przedsigwzigcie B i bedzie je
realizowal razem z Packiem, Wacek osiggnie zysk 3, zas
Pacek — zysk 4.

(d) Jesli Wacek wybierze przedsigwzigcie B i bedzie je
realizowal samodzielnie, osiggnie wowczas zysk 1, zas Pacek
—zysk 2.
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Gracze:
Wacek i Pacek

Strategie Wacka:
[X> Zaproponowac przedsiewziecie A
[X> Zaproponowac przedsigwzigcie B

Strategie Packa:

X> Zgodzi¢ si¢ na udzial w obu przedsiewzieciach (TT)

X> Zgodzic si¢ na udzial tylko w przedsiewzieciu A (TN)

X> Zgodzi¢ si¢ na udzial tylko w przedsiewzigciu B (NT)

[X> Nie zgodzi¢ si¢ na udzial w zadnym przedsiewzieciu (NN)

Prosz¢ zauwazy(, iz teraz Pacek ma cztery strategie, a nie dwie
jak by si¢ moglo poczatkowo wydawaé (powiedzie¢ ,,tak” lub
»hie”’).

Wyplaty:
Wyplata Wyplata
Wacka Packa
Wacek realizuje przed. A z Packiem 4 2
Wacek realizuje przed. A samodzielnie 0 3
Wacek realizuje przed. B z Packiem 3 4
Wacek realizuje przed. B samodzielnie 1 2

Wyplaty moga np. pokazywaé¢ wielkoS¢ zysku osiagnigtego
odpowiednio przez poszczegolnych graczy.

Cel kazdego gracza:
Maksymalizacja wyplaty, czyli maksymalizacja zysku.
Sytuacja konfliktowa:

Wyplata Wacka zalezy od decyzji Packa i na odwrodt, wyplata
Packa zalezy od propozycji ztozonej przez Wacka.
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ILUSTRACJA GRY:

Gry wieloetapowe mozna przedstawiac
graficznie rowniez w dwoch postaciach:
v’ w postaci rozwinietej (ekstensywnej),
v w postaci normalnej (strategicznej).

[ posTAC ROZWINIETA h

> usKsTENsYWNQ_J <

Postacig rozwinigtg (ekstensywna) gry jest oczywiscie drzewo.

Wacek (gracz 1) a

(4; 2) (0; 3) (3; 4) (1; 2)

Konstrukcja drzewa jest analogiczna jak dla gry jednoetapowe;j:

» (strzalka) — posunigcie jednego z graczy
a,b,c,d,e, f, g — wierzcholki gry
4;2)...(152) — wyplaty poszczegolnych graczy
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Wierzcholek a (wierzcholek poczatkowy) pokazuje mozliwosci
wyboru Wacka (wybra¢ przedsi¢wzigcie A lub B). Wierzcholki b i
¢ pokazuja mozliwosci wyboru Packa (zgodzi¢ si¢ na udzial lub
odmowi¢ udzialu w danym przedsi¢wzigciu). Wierzcholki d, e, fig
(wierzcholki koncowe) pokazuja wyplaty w grze (wynik gry) w
zaleznos$ci od podjetych przez obu graczy decyzji. W nawiasach
na pierwszym miejscu podana jest wyplata gracza 1 (Wacka), zas
na drugim miejscu znajduje si¢ wyplata gracza 2 (Packa):

e @
(0; 3)

/N

Wyplata Wacka  Wyplata Packa

Jedyna roznica pomigedzy drzewem ilustrujagcym  gre
wieloetapowa z pelna informacja a drzewem ilustrujacym gre
jednoetapowa jest brak ,mrowek” otaczajacych wybor
dokonywany przez gracza 2. Wlasnie ten brak ,mrowek”
oznacza, ze decyzje sa podejmowane sekwencyjnie i gracze znaja
decyzje podjete na wczesSniejszych etapach gry (gra z pelng
informacja).

W grach wieloetapowych kolejnos¢ umieszczania poszczegolnych
graczy na drzewie musi odpowiada¢ Kkolejnosci, w jakiej
faktycznie podejmuja oni swoje decyzje. Poniewaz Wacek
podejmuje decyzj¢ pierwszy, jest on graczem numer 1.
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[ POSTAG NORMALNA |

> Qmme.czuw <

Postacig normalng (strategiczng) gry jest oczywiscie tabelka.

Gracz 2
TT TN NT NN
Gracz 1

Przedsiewziecie A (4; 2) (4; 2) (0; 3) (0; 3)

Przedsiewziecie B (3; 4) (1; 2) (3; 4) (1; 2)

W wierszach podane sg strategie gracza 1 (Wacka).
W kolumnach podane s strategie gracza 2 (Packa).

W srodku tabelki podane sg wyplaty obu graczy odpowiadajace
poszczegolnym strategiom. Na pierwszym miejscu znajduja sig
wyplaty gracza 1, a na drugim miejscu znajdujg si¢ wyplaty
gracza 2.

Prosz¢ uwaznie przeanalizowaé¢ wielkos¢ wyplat
obu graczy w zaleznosci od wybranych przez nich
strategii.
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STRATEGIE DOMINUJACE
| STRATEGIE ZDOMINOWANE

Strategia dominujaca to najlepsza ze wszystkich mozliwych
strategii, niezaleznie od decyzji, jakg podejmie drugi gracz.

Strategia zdominowana to taka strategia, wzgledem ktorej
istnieje(a) strategia(e), ktora(e) jest(sa) zawsze lepsza(e),
niezaleznie od decyzji, jaka podejmie drugi gracz.
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A TERAZ KILKA PRZYKEADOW

¥ (a) (Dylemat wi¢znia) ¥

Przyznac¢ sie Nie przyzna¢ sie

Wacek

Przyznac sie

Nie przyzna¢€ sie

Jezeli Pacek przyzna si¢ do winy, Wacek przyznajgc si¢ zostanie
skazany na 5 miesi¢cy wigzienia, za$ nie przyznajac si¢ zostanie
skazany na 12 miesi¢cy wigzienia. Lepszym wyborem dla Wacka
jest zatem ,,przyznac si¢”.

Jezeli Pacek nie przyzna si¢ do winy, Wacek przyznajac si¢
zostanie skazany na 1 miesigc wigzienia, za§ nie przyznajac si¢
zostanie skazany na 2 miesigce wigzienia. RoOwniez teraz lepszym
wyborem dla Wacka jest ,,przyznac si¢”.

A zatem niezaleznie od decyzji Packa, zawsze dla Wacka
korzystniej jest przyznac si¢ do winy. Decyzja o nieprzyznaniu si¢
do winy zawsze bedzie decyzja gorsza.

Dla Wacka strategia dominujaca bedzie ,.przyznaé si¢ do winy”,
natomiast ,nie przyzna¢ si¢ do winy” bedzie strategia
zdominowana.

Podobnie dla Packa strategia dominujacg bedzie ,,przyznac sie do
winy”, natomiast ,nie przyznac¢ si¢ do winy” bedzie strategia
zdominowang (jesli kto§ nie wierzy, prosz¢ przeprowadzic
analogiczne rozumowanie).
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4 (b) 4

Gracz 2

Strategia A Strategia B

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Dla gracza 1 strategia dominujgca jest strategia A:
¢ jezeli gracz 2 zagra A, to gracz 1 wybierajac A otrzyma 5, a
gdyby wybral B otrzymalby tylko 3;
¢ jezeli gracz 2 zagra B, to gracz 1 wybierajac A otrzyma 6, a
gdyby wybral B otrzymalby tylko 4.

Dla gracza 2 strategia dominujaca jest strategia B:
¢ jezeli gracz 1 zagra A, to gracz 2 wybierajac A otrzyma 7,
zas$ wybierajgc B otrzyma 9;
¢ jezeli gracz 1 zagra B, to gracz 2 wybierajac A otrzyma 4,
za$ wybierajac B otrzyma 5.

Dla gracza 1 strategia zdominowana jest strategia B (3 <5i4 <6).

Dla gracza 2 strategia zdominowang jest strategia A (7<91i
4 <5).
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7 (c) 7

Gracz 2
Strategia A Strategia B
Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Tutaj jedynie gracz 2 ma strategiec dominujgcg, ktorg jest
strategia B(9>7i5>4).

Dla gracza 2 strategia A jest strategia zdominowana (7<9i
4 <5).

Gracz 1 nie ma strategii dominujacej ani strategii zdominowanej
(6>5, ale 4 <6).

7 (d) 7

Gracz 2

Strategia C Strategia D

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Tutaj ani gracz 1 ani gracz 2 nie maja strategii dominujacej ani
tez zdominowanej.
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A teraz trochg¢ gier bardziej skomplikowanych (kazdy z graczy
ma do wyboru 3 strategie).

7 (e) 7

Gracz 2

Strategia A  StrategiaB  Strategia C

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Strategia C

Dla gracza 1:

v strategia B jest strategia dominujaca (5>2i5>4;7>2i7>3;
1>-2i1>0);

v strategie A i C sg strategiami zdominowanymi.

Dla gracza 2:

v strategia C jest strategia dominujaca (8>1 i 8>4; 6>-2 i
6>5;9>5i9>8);

v strategie A i B sg strategiami zdominowanymi.
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Gracz 2

Strategia A  StrategiaB  Strategia C

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Strategia C

Dla gracza 2 strategie A i B sg strategiami zdominowanymi, a
strategia C jest strategia dominujacg (tak jak w przykladzie (e)).

Dla gracza 1 strategia zdominowana jest strategia A (zawsze
gorsza niz strategia C). Gracz 1 nie ma jednak strategii
dominujacej (strategia C nie jest zawsze lepsza niz strategia B i na
odwrot).
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& (g ¥

Gracz 2

Strategia A  StrategiaB  Strategia C

Gracz 1

Strategia D

Strategia E

Strategia F

Dla gracza 1 strategia dominujaca jest strategia D. Strategie Ei F
s3 strategiami zdominowanymi.

Gracz 2 nie ma strategii dominujgcej. Strategia zdominowang

gracza 2 jest strategia C, ktora jest zdominowana lgcznie przez

strategie A i B:

v gdy gracz 1 zagra D, dla gracza 2 lepsze od strategii C s3
strategie A i B;

v gdy gracz 1 zagra E, dla gracza 2 lepsza od strategii C jest
strategia B;

v gdy gracz 1 zagra F, dla gracza 2 lepsza od strategii C jest
strategia A.
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Powyzsze przyklady powinny ulatwi¢ zrozumienie wyznaczania
strategii dominujgcych i strategii zdominowanych.

Co jednak zrobi¢ z taka sytuacja, gdy jakas
strategia nie jest strategia dominujaca, a
jednoczesnie pozwala na osiagnig¢cie graczowi
najwyzszych wyplat, niezaleznie od decyzji, jaka
podjal przeciwnik?

Spojrzmy na przyklad na ponizsza gre:

Gracz 2
Strategia C Strategia D
Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Dla gracza 2 strategia C jest strategia dominujaca, za$ strategia D
jest strategia zdominowang.

Natomiast dla gracza 1:
v strategia A jest lepsza niz B, jezeli gracz 2 zagral C;
ale:
v strategia A jest taka sama jak B, jezeli gracz 2 zagral D.

Najwyzszy czas dokona¢ odpowiedniego podzialu strategii
dominujacych i strategii zdominowanych.
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MOCNA DOMINACJA
| SLABA DOMINACJA

STRATEGIE
SLABO-
DOMINUJAC

STRATEGIE
MOECNO-
DOMINUJAC

STRATEGIE
SEABO-
DOMINOWA

STRATEGIE
MOCNO-
DOMINOWA
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W przykladach (a) — (g) mieliSmy do czynienia tylko z mocna
dominacja. Strategie okreslane dotychczas jako dominujace byly
w domysle strategiami mocnodominujacymi, za$ strategie
okreslane dotychczas jako zdominowane byly w domysle
strategiami mocnozdominowanymi.

Teraz nauczymy si¢ wyznaczal strategie slabodominujgce oraz
strategie stabozdominowane.

Strategia stabodominujgca to taka strategia, dla ktorej nie istnieje
strategia lepsza przy dowolnej decyzji, jaka podjalby drugi gracz.

Strategia slabozdominowana to taka strategia, dla ktorej
istnieje(a) strategia(e), ktora(e) jest(sa) zawsze niegorsza(e),
niezaleznie od decyzji, jaka podejmie drugi gracz.

Lepsze zrozumienie poj¢¢ mocnej i slabej dominacji ulatwia
ponizsze przyklady.
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7 (h) 7

Gracz 2

Strategia C Strategia D

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

W przykladzie tym wyst¢puje mocna i staba dominacja.

Dla gracza 2 strategia C jest strategia mocnodominujgcg (2>11
3>1), zas strategia D jest strategia mocnozdominowana (1 <2 i
1<3).

Natomiast dla gracza 1 strategia A jest strategia slabodominujgca

(5241 626), za$ strategia B jest strategia slabozdominowana
4=5i6=6).
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* (i) (Przyklad gry dwuetapowej) ¥

Pacek

Wacek

Przedsiewziecie A

Przedsiewziecie B

Wacek nie ma ani strategii dominujacej ani zdominowanej
(zaréowno mocno- jak i stabo).

Dla Packa:

v strategia NT jest strategia slabodominujaca 322,322,323
oraz424,422,422);

v strategia TN jest strategia slabozdominowana 2 £2, 2 £ 3,
2<3o0raz2<4,2<4,252).
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Gracz 2

StrategiaD  StrategiaE = Strategia F

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Strategia C

Dla gracza 1:
v’ strategia A jest strategia slabodominujaca (525i524;323 i
322;422i423);
v strategia B jest strategia slabozdominowana przez strategi¢ A
(5=5;3=3;2=4);
v strategia C jest strategia mocnozdominowanas:
O jezeli gracz 2 wybierze D lub E, to strategie A i B sg dla
gracza 1 lepsze od strategii C;
O jezeli gracz 2 wybierze F, to strategia A jest dla gracza 1
lepsza od strategii C.

Gracz 2 nie ma ani strategii dominujacej ani strategii
zdominowanej (zar6wno mocno- jak i stabo).
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ROWNOWAGA NASHA

Rownowaga Nasha (zwana po prostu rownowagg) to takie pary
strategii, ktore sa najlepszymi odpowiedziami na siebie nawzajem.

Gdy w grze zostanie osiagni¢ta rownowaga Nasha, zaden z graczy
nie moze poprawi¢ swojego wyniku poprzez jednostronng zmiang¢

wybranej strategii.

W jednej grze moze by¢ kilka rownowag Nasha.

W ,.dylemacie wi¢znia” Wacek i Pacek mieli strategi¢ dominujgcag
»przyznac¢ si¢”. Rownowagg Nasha w tej grze bedzie zatem
kombinacja (,,przyznac si¢”, ,,przyznac si¢”).

Gdy obaj gracze przyznaja si¢ do winy, zaden z nich nie
zwiegkszylby swojej wyplaty zmieniajac jednostronnie strategie¢ i
nie przyznajac si¢ do winy. Jezeli bowiem Wacek przyzna si¢ do
winy, najlepsza odpowiedzia Packa jest takze ,,przyzna¢ si¢” i na
odwrot, jezeli Pacek przyzna si¢ do winy, najlepszq odpowiedzia
Wacka jest rowniez przyznanie si¢ do winy.

Rownowaga Nasha nie oznacza tego, ze obaj gracze osiagajg
najwi¢ksze mozliwe wyplaty.

Uwazny czytelnik zauwazy przeciez, ze gdyby obaj gracze nie
przyznali si¢ do winy, uzyskaliby wyzsze wyplaty niz przyznajac
si¢ do winy. Takie rozwigzanie nie jest jednak rownowaga Nasha
— zaklada ono wspolprace obu graczy i wybor przez nich strategii
zdominowanych. Na tym etapie takie rozwiazanie pomijamy.
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W ,.dylemacie wi¢znia” znalezliSmy juz rownowage Nasha. Jest
nia para strategii (,przyzna¢ si¢”, ,przyznaé si¢”). W
rownowadze obaj gracze zostaja aresztowani na 5 miesigcy
wi¢zienia.

Na przykladzie ponizszej gry przedstawimy procedure¢, ktora
pozwoli latwo znalez¢ rownowage (rownowagi) Nasha w innych

grach.

Gracz 2

StrategiaD  Strategia E = Strategia F

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Strategia C
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lea kazdej strategii gracza 2 kolkiem oznaczmy

najlepsza strategie¢ (odpowiedz) gracza 1.

W naszym przypadku:

X> gdy gracz 2 wybral strategie D, gracz 1 powinien wybraé
strategie A;

> gdy gracz 2 wybral strategi¢ E, gracz 1 powinien wybraé
strategi¢ B;

> gdy gracz 2 wybral strategie¢ F, gracz 1 powinien wybraé
strategie A.

Gracz 2

StrategiaD  Strategia E = Strategia F

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Strategia C
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m Dla kazdej strategii gracza 1 kwadratem oznaczmy

najlepsza strategi¢ (odpowiedz) gracza 2.

W naszym przypadku:

X> gdy gracz 1 wybral strategi¢ A, gracz 2 powinien wybraé
strategie D;

> gdy gracz 1 wybral strategi¢ B, gracz 2 powinien wybraé
strategi¢ E;

X> gdy gracz 1 wybral strategie C, gracz 2 powinien wybraé
strategie E.

Gracz 2

StrategiaD  Strategia E = Strategia F

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Strategia C
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m Rownowagami Nasha bedg te komorki tabeli (a co za

tym idzie — odpowiadajace im pary strategii), w ktorych bedzie
kolko i kwadrat.

W naszym przypadku wystepujg dwie rownowagi Nasha:

[X> gracz 1 wybiera strategie A, a gracz 2 — strategi¢ D (wyplaty
wynoszg 10 dla gracza 1 oraz 12 dla gracza 2);

[X> gracz 1 wybiera strategi¢ B, a gracz 2 — strategi¢ E (wyplaty
wynosz3a 3 dla gracza 1 oraz 8 dla gracza 2).

Gracz 2

StrategiaD  StrategiaE = Strategia F

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Strategia C

Réwnowagi Nasha

W rownowadze Nasha wybor przez jednego z graczy danej
strategii jest najlepsza odpowiedzig na strategi¢ drugiego gracza i
na odwrot, strategia drugiego gracza jest najlepsza odpowiedzia
na strategi¢ pierwszego gracza.

W naszym przykladzie jedna z dwoch rownowag Nasha jest dla
obu graczy gorsza. Post¢pujacy rozsadnie gracze powinni wybra¢é
rownowage (,A”, ,,D”), zamiast rownowagi (,,B”, ,,E”). Niemniej
jednak (,,B”, ,,E”) jest rowniez rOwnowaga Nasha: jezeli gracz 1
wybierze strategi¢ B, to gracz 2 wybierze przeciez strategi¢ E i na
odwrot, jezeli gracz 2 wybierze E, to gracz 1, zeby
zmaksymalizowa¢ wyplate, powinien wybra¢é B.
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Ponizej przedstawiamy rownowagi Nasha dla gier z przykladow
(b) — (j). Kolkami i kwadracikami oznaczyliSmy najlepsze
odpowiedzi odpowiednio pierwszego i drugiego gracza na
poszczegolne strategie przeciwnika, za$ na zolto w pogrubionej
ramce oznaczyliSmy te komorki tabeli, w ktorych wystepuje
rownowaga Nasha.

7 (b) 7

Gracz 2
Strategia A Strategia B
Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Gracz 2

Strategia A Strategia B

Gracz 1

Strategia A

Strategia B
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7 (d) 7

Gracz 2

Strategia C Strategia D

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

W tej grze nie wystepuje rownowaga Nasha w dotychczas
zdefiniowanej postaci. W tej grze bedzie wystgpowaé¢ rownowaga
Nasha w strategiach mieszanych (zob. czg$¢ ,strategie czyste i
strategie mieszane”).

7 (e) 7

Gracz 2
Strategia A  StrategiaB  Strategia C
Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Strategia C
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Gracz 2

Strategia A  StrategiaB  Strategia C

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Strategia C

& (g) ¥

Gracz 2
Strategia A  StrategiaB  Strategia C
Gracz 1

Strategia D

Strategia E

Strategia F
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7 (h) 7

Gracz 2
Strategia C Strategia D
Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Pacek

Wacek

Przedsiewziecie A

Przedsiewziecie B

Gracz 2
StrategiaD  StrategiaE = Strategia F
Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Strategia C
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I jeszcze dwie gry, w ktorych zaden z graczy nie ma strategii
dominujacej, a rownowaga Nasha wystepuje:

7 (K) 7

Strategia A Strategia B

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

7 ) 7

Gracz 2
Strategia A  StrategiaB  Strategia C
Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Strategia C
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STRATEGIE CZYSTE
| STRATEGIE MIESZANE

Dotychczas kazdy z graczy dokonywal wyboru danej strategii z
calkowitg pewnoscia. Stosowal zatem strategie czyste. Uzyskane w
taki sposob rownowagi Nasha noszg nazw¢ rownowag Nasha w
strategiach czystych.

[E=EGEEEEE]EE ] EEEEE ] EE ] E ] EE ] E ] E )

W odroznieniu od strategii czystych, strategie mieszane zakladaja,
ze gracze w sposob losowy decyduja o wyborze jednej ze swoich
strategii czystych. Rownowagami Nasha w strategiach mieszanych
bedziemy okresla¢ takie rownowagi, w ktorych gracze stosuja
strategie mieszane.
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Wroémy do przykladu (d):

7 (d) 7

Gracz 2

Strategia C Strategia D

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Jak wykazaliSmy, w tej grze nie wystepuje rownowaga Nasha w
strategiach czystych.

Na przyklad, jezeli gra rozpoczela si¢ kombinacja (strategia A,
strategia C), to gracz 1 moze zwigkszy¢ swe zyski zmieniajgc
strategi¢ na strategi¢ B; jezeli jednak gracz 1 gra strategi¢ B, to
gracz 2 bedzie gral strategi¢ D, co z kolei zmusi gracza 1 do
powrotu do strategii A; gracz 2 wybierze wowczas strategi¢ C i
gra znajdzie si¢ w punkcie wyjscia.

Jezeli nie wystepuje rownowaga Nasha w strategiach czystych,
gracze muszg stosowac strategie mieszane. Strategie mieszane
polegaja na tym, Ze gracze w sposob losowy z okreslonym
prawdopodobienstwem wybieraja swoje strategie czyste.
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Ponizej przedstawiamy kilka strategii mieszanych dla gracza 1 z
przykladu (d):

2) A | B
& 1/3 2/3
g A B
i 3/4 1/4

W pierwszym przypadku strategie A i B sa stosowane przez
gracza 1 z prawdopodobienstwem 0,5.

W drugim przypadku strategia A jest stosowana przez gracza 1 z

prawdopodobienstwem 5 a strategia B z prawdopodobienstwem
2
/3.

W trzecim przypadku strategia A jest stosowana przez gracza 1 z

prawdopodobienstwem 3,y a strategia B z prawdopodobienstwem
1
/40

Jakie powinny by¢ wartosci przyjetego prawdopodobienstwa, aby
w grze mozna bylo osiagna¢ rownowage Nasha w strategiach

mieszanych?

Regula jest nastepujaca:

Przyjete przez jednego z graczy wartosci prawdopodobienstwa
muszg by¢ takie, ze wielkosci wyplat drugiego gracza zrownajg si¢
dla kazdej z czystych strategii nalezacych do zbioru jego
mozliwych posunigc.
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Oznaczmy przez p, prawdopodobienstwo zastosowania przez
gracza 1 strategii A, zaS przez pp=1-—p, prawdopodobienstwo
zastosowania przez gracza 1 strategii B. Gracz 1 musi tak dobra¢
wartos¢ p4, zeby graczowi 2 bylo oboj¢tne czy stosuje strategi¢ C
czy strategi¢ D. A zatem oczekiwana wyplata gracza 2 z tytulu
zastosowania strategii C musi si¢ zrownac z oczekiwana wyplata,
jaka gracz 2 osiagnie dzi¢ki zastosowaniu strategii D.

Oczekiwana wyplata gracza 2 ze strategii C wynosi:

Tpat+4(1—py) [1]

Oczekiwana wyplata gracza 2 ze strategii D wynosi:

6p4+S(1—-p4) [2]
Po przyrownaniu [1] do [2] otrzymujemy:
ps+4-4p,=6p,+5—-5p,
3pata4=ps+S

ZpA =1
Pa= 1/2 oraz pp=1-p,= 1/2
Zeby osiagnaé rownowage Nasha, gracz 1 powinien stosowaé
strategie A z prawdopodobiefistwem '/, i strategie B réwniez z
prawdopodobienstwem ,. Jest to zatem optymalna strategia
mieszana gracza 1. Graczowi 2 jest wowczas obojetne, ktora

strategi¢ wybierze. Dla gracza 2 oczekiwane wyplaty z obu
strategii sg bowiem takie same.

Oczekiwana wyplata gracza 2 ze strategii C wynosi:
7+ a4y ="h+%,="1,=55
Oczekiwana wyplata gracza 2 ze strategii D wynosi:

6, +5Y,=%,+%,="1,=55
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W analogiczny sposob ustalamy strategi¢ mieszang zapewniajaca
rownowage dla gracza 2.

Oznaczmy przez p. prawdopodobienstwo zastosowania przez
gracza 2 strategii C, zas przez pp=1— pc prawdopodobienstwo
zastosowania przez gracza 2 strategii D. Gracz 2 musi tak dobra¢é
wartos¢ pc, zeby graczowi 1 bylo obojetne czy stosuje strategie A
czy B. A zatem oczekiwana wyplata gracza 1 ze strategii A musi
si¢ zrownac z oczekiwang wyplatg gracza 1 ze strategii B.

Oczekiwana wyplata gracza 1 ze strategii A wynosi:
Spc+6(1-pc) [3]
Oczekiwana wyplata gracza 1 ze strategii B wynosi:
6pc+4(1-pc) [4]
Po przyrownaniu [3] do [4] otrzymujemy:
Spc+6—6pc=06pc+4-4pc
—3pc=-2
Pc= /5 oraz Pp=1-pc= gA
Zeby osiagnaé¢ rownowage Nasha, gracz 2 powinien stosowaé
strategiec C z prawdopodobienstwem */3 i strategic D z
prawdopodobienstwem '/;. Jest to optymalna strategia mieszana
gracza 2. Graczowi 1 jest wowczas obojetne, ktora strategie
wybierze: oczekiwane wyplaty ze strategii A i B sg takie same.
Oczekiwana wyplata gracza 1 ze strategii A wynosi:
53+ 63 =""+ %, =", =5/,

Oczekiwana wyplata gracza 1 ze strategii B wynosi:

625+ 4, ="y + 4 =181, = 51,
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Strategi¢ mieszang zapewniajaca rownowage oraz oczekiwane
wyplaty obu graczy zapisujemy w nastepujacy sposob:

Gracz 2 Oczekiwana
Strategia C  Strategia D wyptata
Gracz 1 gracza 1
Strategia A ; 6; 6 5',
Strategia B 6; 4 4;5 5'/;

Oczekiwana

1 1
wyplata gracza 2 S 5

Jezeli gracz 1  bedzie  stosowal  strategic A z
prawdopodobienstwem réwnym '/, i strategie B z
prawdopodobienstwem '/,, a gracz 2 bedzie stosowal strategi¢ C z
prawdopodobienstwem réwnym /; i strategie D z
prawdopodobienstwem '/;, w grze zostanie osiggni¢ta rownowaga
Nasha w strategiach mieszanych. Oczekiwana wyplata gracza 1
bedzie wynosila 5'/;, a oczekiwana wyplata gracza 2 bedzie
wynosila 5'/,.
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W rownowadze Nasha w strategiach mieszanych (podobnie jak w
rownowadze Nasha w strategiach czystych) zaden z graczy nie
moze zwi¢gkszy¢ swojej oczekiwanej wyplaty zmieniajgc
jednostronnie swojg strategi¢ (w tym przypadku — strategi¢
mieszang).

Dopoki gracz 2 realizuje optymalng strategi¢ mieszang z
prawdopodobienstwami */; i '/;, kaida strategia gracza 1
(zarowno czysta, jak i mieszana) przyniesie graczowi 1 takg sama
oczekiwang wyplate rowna 5'7,:

Przyjeta strategia mieszana
przez gracza 1

Prawdo-
podobienstwo Strategia
uzycia stra- czysta

tegii czystej
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Podobnie, dopoki gracz 1 realizuje optymalng strategi¢ mieszang
z prawdopodobienstwami '/, i '/, kazda strategia gracza 2
(zarowno czysta, jak i mieszana) przyniesie graczowi 2 takg samg
oczekiwana wyplate rowna 5'/,:

Przyjeta strategia mieszana

przez gracza 2 Oczekiwana wyptata gracza 2

Prawdo-
podobienstwo Strategia
uzycia stra- czysta

tegii czystej
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UWAGA: Nie nalezy rezygnowaé ze swojej strategii mieszanej
zapewniajgcej rOownowage.

Jezeli dany gracz zrezygnuje ze swojej strategii mieszanej
zapewniajacej rownowage, madry przeciwnik to wykorzysta i
bedzie stosowal taka strategi¢, dzigki ktorej osiggnie wig¢ksza
oczekiwang wyplate.

Wroémy do przykladu (d):

Jezeli gracz 2 bedzie stosowal strategie czyste C i D, obie z
prawdopodobienstwami '/, (a wiec strategie mieszana nie
prowadzaca do rownowagi), oczekiwane wyplaty dla gracza 1
wyniosa:

¢ ze strategii A:
5'1/2 + 6'1/2 = 5/2 + 6/2 = 11/2 = 51/2
¢ ze strategii B:
6y + 4y =50+ ="0=5

A zatem gracz 1 bedzie stosowal strategi¢ czysta A z calkowitg
pewnoscia, gdyz osiagnie dzi¢ki temu oczekiwang wyplate rowna
5',, a wiec wieksza od wyplaty rownej 5'7, osiggnietej z
zastosowania strategii mieszanej prowadzacej do rOwnowagi oraz

wigksza od wyplaty rownej 5 osiggnie¢tej z zastosowania strategii
czystej B.
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Podsumowanie:

/

w ;
W kazdej grze (o skonczonej liczbie graczy i ruchow) ‘
istnieje co najmniej jedna rownowaga Nasha. Jezeli nie ma
rownowagi w strategiach czystych, to na pewno wystepuje
rownowaga Nasha w strategiach mieszanych. Moze si¢ tez
zdarzy¢, ze w jakiej$ grze wystepuja zarowno rownowagi
Nasha w strategiach czystych, jak i mieszanych.

rownowag:
(a) jedna rownowage,
(b) trzy rownowagi (dwie w strategiach czystych i jedna
w strategiach mieszanych),
(c) dwie rownowagi (obie w strategiach czystych),
(d) nieskonczenie wiele rownowag, w tym dwie, trzy lub
cztery w strategiach czystych.
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Ponizej podajemy optymalne strategie mieszane prowadzace do
rownowagi dla kilku innych przykladow. x oznacza prawdo-
podobienstwo stosowania przez gracza 1 strategii A, a y — prawdo-
podobienstwo stosowania przez gracza 2 strategii A lub C.

7 (m) 7

Strategia A Strategia B

Gracz 1

Strategia A ; 2;6

Strategia B 0;8 10; 7
4x+8(1—-x)=6x+7(1 —Xx) ly+2(1-py)=0y+10(1 —y)
X = 1/3 oraz 1-x= 2/3 y= 8/9 oraz 1-y= 1/9

W tej grze nie wystepuje rownowaga Nasha w strategiach
czystych. Wystepuje rownowaga Nasha w strategiach mieszanych
— gracz 1 powinien stosowa¢ swoje strategie czyste z prawdo-
podobienstwami odpowiednio 5 i %5, za$ gracz 2 powinien
stosowa¢ swoje strategie czyste z prawdopodobienstwami
odpowiednio 8/9 i 1/9.

Gracz 2 Oczekiwana
Strategia A Strategia B wyptata
Gracz 1 gracza 1
Strategia A - 1",
Strategia B : 1",

Oczekiwana
wyptata gracza 2
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Gracz 2
Strategia C Strategia D
Gracz 1
Strategia A
Strategia B ; 3;9
Ix+2(1-x)=1x+9(1 - x) 4p+01-y)=2y+3(1-y)
x=7/13 oraz 1—x=6/13 y=3/5 oraz 1—y=2/5

W tej grze wystepuja 2 rownowagi Nasha w strategiach czystych:

% ,.strategia A, strategia C” — gracz 1 otrzymuje wyplate rowna
4, a gracz 2 — wyplate rowna 7;

 ,.strategia B, strategia D” — gracz 1 otrzymuje wyplate rowna
3, a gracz 2 — wyplate rowng 9.

Wystepuje takze rownowaga Nasha w strategiach mieszanych:

¢ gracz 1 powinien stosowaé¢ swoje strategie czyste z prawdo-
podobienstwami odpowiednio "/;5 i ®/13, za$ gracz 2 powinien
stosowa¢ swoje strategie czyste z prawdopodobienstwami
odpowiednio 3/5 i 2/5.

Gracz 2 Oczekiwana
Strategia C  Strategia D wyptata
Gracz 1 gracza 1
Strategia A . 22/,
Strategia B : 22/,

Oczekiwana

9 9
wyplata gracza 2 413 413
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Gracz 2
Strategia A Strategia B
Gracz 1
Strategia A
Strategia B ; 8; 1
S5x+2(1-x)=3x+1(1 -x) 6y+4(1—-y)=Ty+8(1-y)
x=-1 oraz 1-x=2 y=% oraz 1-y=-'1

W tej grze istnieje tylko rownowaga Nasha w strategiach
czystych. Jest nig para strategii (,,strategia B”, ,strategia A”).
Gracz 1 osiaga wyplate rowna 7, a gracz 2 osigga wyplate rowna
2.

W tej grze nie wystepuje natomiast rownowaga Nasha w
strategiach mieszanych. Obliczone wartosci x i y nie moga by¢
prawdopodobienstwami — wartosci prawdopodobienstw dla
dowolnych zdarzen muszg zawieraé si¢ w przedziale <0;1>.

Gracz 2

Strategia A Strategia B

Gracz 1

Strategia A

Strategia B
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POSTEPOWANIE OPTYMALNE GRACZY

Jakie dzialanie, najlepiej shuzace osiggnieciu jego celow, powinien
podja¢ gracz, kiedy rywalizuje z innym graczem, ktorego
postepowanie jest podporzadkowane wlasnym interesom?

Teoria gier dostarcza nast¢pujacej odpowiedzi:

W sytuacjach, w ktorych konkurenci podejmuja dzialania
niezaleznie od siebie (a zatem niemozliwa jest zmowa), kazdy
gracz powinien stosowal strategi¢ zapewniajaca osiagnigcie
rownowagi. Strategia zapewniajaca rownowage pozwala
zmaksymalizowa¢ wielkos¢ wyplaty kazdego z graczy w
warunkach okreslonych przez wybor strategii dokonany przez
przeciwnika.

Regula powyzsza oznacza, ze kazdy z graczy powinien wybrad
strategi¢ zapewniajaca rownowage Nasha. Jezeli jest kilka
rownowag Nasha, nie ma powszechnie stosowanej reguly
dotyczacej tego, ktorg z rownowag nalezy wybrac¢. W nastepne;j
czeSci przedstawimy jeden ze sposobow wyboru ,najlepszej”
rownowagi. Trzeba jednak pamigta¢, ze wybor konkretnej
rownowagi czesto zalezy takze od merytorycznego opisu gry.
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ROWNOWAGA ,,NAJLEPSZA”

Jezeli w grze wystepuje jedna rownowaga Nasha, gracze powinni
wybrac strategie zapewniajace osiggnigcie tej jedynej rownowagi.

Ktora rownowage nalezy jednak wybrad, jezeli w grze wystepuje
wigcej niz jedna rownowaga?

Nie istnieje jednoznaczna odpowiedz na to pytanie. Powstalo wiele
prac na temat Kklasyfikacji rownowag i sposobow wyboru
najlepszej z nich, jednak zadna z tych prac nie zostala
powszechnie zaakceptowana jako uniwersalny standard.
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W tej czesci przedstawimy zaproponowany przez Harsanyi’ego i
Seltena sposob wyboru ,,najlepszej” rownowagi dla gier 2x2, w
ktorych wystepuja dwie rownowagi w strategiach czystych
polozone na przekatnej tablicy wyplat oraz jedna rownowaga w
strategiach mieszanych. Przykladem sa nast¢pujace gry:

¥ (p) &

Gracz 2

Strategia C Strategia D
Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Gracz 2

Strategia C Strategia D

Gracz 1

Strategia A

Strategia B
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Gracz 2

Strategia C Strategia D

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

W kazdej z tych gier wystepuja dwie rownowagi Nasha w
strategiach czystych i jedna rownowaga Nasha w strategiach
mieszanych (obliczen nie bedziemy juz przedstawiac):

& (p) 7
Gracz 2 Oczekiwana
Strategia C  Strategia D wyptata
Gracz 1 gracza 1
Strategia A 75,
Strategia B 75,

Oczekiwana

1 1
wyplata gracza 2 8'1s 8'1s
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& (r) 7

Gracz 2 Oczekiwana
Strategia C = Strategia D wyptata
Gracz 1 gracza 1
Strategia A . 6"/,
Strategia B : . 6"/,
Oczekiwana 1 1
wyplata gracza 2 Tl T'la
& (s) 7
Gracz 2 Oczekiwana
Strategia C = Strategia D wyptata
Gracz 1 gracza 1
Strategia A . 9. 00
Strategia B : 9. 00

Oczekiwana

99 99
wyplata gracza 2 24" oo 241100
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Regula wyboru ,najlepszej” rownowagi zaproponowana przez
Harsanyi’ego i Seltena jest nast¢pujaca:

a) sposrod wszystkich rownowag gracze powinni wybraé
rownowage dominujaca ze wzgledu na wyplaty;

b) jezeli nie ma rownowagi dominujacej ze wzgledu na
wyplaty, gracze powinni wybra¢ rownowage dominujaca ze
wzgledu na ryzyko.
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Rownowaga dominujaca ze wzgledu na wyplaty to taka
rownowaga, w ktorej wyplata kazdego z graczy jest
najwi¢ksza ze zbioru wyplat danego gracza we wszystkich
rownowag Nasha.

Tylko w grze z przykladu (p) istnieje rownowaga dominujaca ze
wzgledu na wyplaty. Jest nia rownowaga w strategiach czystych:
»Strategia A, strategia C”. Gracz 1 osiaga wyplate rowna 17, a
gracz 2 osiaga wyplate rowna 16.

Wyplata 17 dla gracza 1 jest wigksza zarowno od wyplaty 9 z
rownowagi w strategiach czystych ,strategia B, strategia D”, jak
réwniez od oczekiwanej wyplaty 7°/; uzyskanej w réwnowadze
Nasha w strategiach mieszanych.

Wyplata 16 dla gracza 2 jest wigksza zarowno od wyplaty 11 z
rownowagi w strategiach czystych ,,strategia B, strategia D”, jak
réwniez od oczekiwanej wyplaty 8'/s uzyskanej w réwnowadze
Nasha w strategiach mieszanych.

W grach z przykladow (r) i (s) nie wystgpuje rownowaga
dominujaca ze wzgledu na wyplaty (dla gracza 1 lepsza jest inna
rownowaga Nasha niz dla gracza 2). W tych grach nalezy znalez¢
rownowage dominujacg ze wzgledu na ryzyko.
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Rownowaga dominujaca ze wzgledu na ryzyko to taka
rownowaga, ktora odznacza si¢ najmniejszym ryzykiem
zwigzanym z wyborem poszczegolnych strategii.

Przeanalizujmy przyklad (r):

7 (r) 7

Gracz 2
Strategia C Strategia D
Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Zalozmy, ze gracz 1 ocenia prawdopodobienstwo uzycia strategii
C przez gracza 2 na p, zas prawdopodobienstwo uzycia strategii D
przez gracza 2 na 1-—p. Oczekiwana wyplata gracza 1 wynosi
wowczas:
12p+11-p)=11p+1 przy uzyciu strategii A,
3p+101-p)=-Tp +10 przy uzyciu strategii B.

Wartos¢ oczekiwana wyplaty gracza 1 przy uzyciu strategii A jest
wigksza niz wartos¢ oczekiwana wyplaty przy uzyciu strategii B,
jezeli:
1p+1>-Tp+10
p>'h

A zatem, jesli tylko gracz 1 bedzie ocenia¢ prawdopodobienstwo
uzycia strategii C przez gracza 2 jako wieksze niz '/,, to uzyje
strategii A, majac nadziej¢ na osiggni¢cie rownowagi ,,strategia A,
strategia C”.
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Analogiczne rozumowanie przeprowadzamy dla gracza 2.

Zalozmy, ze gracz 2 ocenia prawdopodobienstwo uzycia strategii
B przez gracza 1 na ¢q, za$ prawdopodobienstwo uzycia strategii A
przez gracza 1 na 1-g¢q. Oczekiwana wyplata gracza 2 wynosi
wowczas:
9(1-¢q)+4g=-5¢q+9 przy uzyciu strategii C,
20—-¢q)+17q=15q +2 przy uzyciu strategii D.

Wartos¢ oczekiwana wyplaty gracza 2 przy uzyciu strategii D jest
wigksza niz wartos¢ oczekiwana wyplaty przy uzyciu strategii C,
jezeli:
15q +2>-5¢+9
q> "l

A zatem, jesli tylko gracz 2 bedzie ocenia¢ prawdopodobienstwo
uzycia strategii B przez gracza 1 jako wieksze niz /5, to uzyje
strategii D, majac nadziej¢ na osiagnigcie rownowagi ,,strategia B,
strategia D”.

Gracz 1 woli réownowage ,,strategia A, strategia C”. Zeby gracz 1
wybral strategi¢ A, prawdopodobienstwo uzycia strategii C przez
gracza 2 musi by¢ wigksze niz ',

Gracz 2 woli rownowage ,,strategia B, strategia D”. Zeby gracz 2
wybral strategi¢ D, prawdopodobienstwo uzycia strategii B przez
gracza 1 musi by¢ wieksze niz /5.

Widzimy zatem, ze gracz 2 ma powazniejsze powody by wybra¢
strategie D, niz gracz 1 strategie A (/5 < ). Obaj gracze o tym
wiedzg i biora to pod wuwage analizujac postgpowanie
przeciwnika. Poniewaz gracz 2 ma powazniejsze powody by
wybrac¢ strategi¢ D, gracze prawdopodobnie wybiora rownowage
»Strategia B, strategia D”. Rownowaga ta jest rownowaga
dominujacg ze wzgledu na ryzyko.
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W podobny sposob znajdujemy rownowage dominujaca ze
wzgledu na ryzyko dla przykladu (s):

7 (s) 7

Strategia C Strategia D

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Zalozmy, ze gracz 1 ocenia prawdopodobienstwo uzycia strategii
C przez gracza 2 na p, za$ prawdopodobienstwo uzycia strategii D
przez gracza 2 na 1-p. Oczekiwana wyplata gracza 1 wynosi
wowczas:
99p + 0(1 —p) =99p przy uzyciu strategii A,
p+11-p)=—p+1 przy uzyciu strategii B.

Wartos¢ oczekiwana wyplaty gracza 1 przy uzyciu strategii A jest
wigksza niz wartos¢ oczekiwana wyplaty przy uzyciu strategii B,
jezeli:
99 >-—p+1
P> 100

A zatem, jesli tylko gracz 1 bedzie ocenia¢ prawdopodobienstwo
uzycia strategii C przez gracza 2 jako wieksze niz '/1q, to uzyje
strategii A, majac nadziej¢ na osiagnigcie rownowagi ,,strategia A,
strategia C”.
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Analogiczne rozumowanie przeprowadzamy dla gracza 2.

Zalozmy, ze gracz 2 ocenia prawdopodobienstwo uzycia strategii
B przez gracza 1 na ¢q, za$ prawdopodobienstwo uzycia strategii A
przez gracza 1 na 1-g¢q. Oczekiwana wyplata gracza 2 wynosi
wowczas:
49(1 - q) +0g =—-49qg +49  przy uzyciu strategii C,
0(1-¢q)+51qg=51q przy uzyciu strategii D.

Wartos¢ oczekiwana wyplaty gracza 2 przy uzyciu strategii D jest
wigksza niz wartos¢ oczekiwana wyplaty przy uzyciu strategii C,
jezeli:
51¢g >—-49q + 49
q> oo

A zatem, jesli tylko gracz 2 bedzie ocenia¢ prawdopodobienstwo
uzycia strategii B przez gracza 1 jako wieksze niz */1g9, to uzyje
strategii D, majac nadziej¢ na osiagnigcie rownowagi ,,strategia B,
strategia D”.

Gracz 1 woli rownowage ,,strategia A, strategia C”. Zeby gracz 1
wybral strategi¢ A, prawdopodobienstwo uzycia strategii C przez
gracza 2 musi by¢ wigksze niz 1000

Gracz 2 woli rownowage ,,strategia B, strategia D”. Zeby gracz 2
wybral strategi¢ D, prawdopodobienstwo uzycia strategii B przez
gracza 1 musi by¢ wigksze niz */100-

Widzimy zatem, ze gracz 1 ma powazniejsze powody by wybra¢
strategie A, niz gracz 2 strategie D (/19 < */100)- Obaj gracze o
tym wiedza i biora to pod uwage analizujac post¢gpowanie
przeciwnika. Poniewaz gracz 1 ma powazniejsze powody by
wybrac strategi¢ A, gracze prawdopodobnie wybiora rownowage
»HStrategia A, strategia C”. Rownowaga ta jest rownowaga
dominujacg ze wzgledu na ryzyko.
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Podamy teraz ogolny schemat znajdowania rownowagi
dominujgcej ze wzgledu na ryzyko dla gier 2x2, w ktorych
wystepuja dwie rownowagi w strategiach czystych polozone na
glownej przekatnej tabeli (jezeli rownowagi wystepuja na drugiej
przekatnej tabeli, wystarczy tylko zmieni¢ kolejnosS¢ strategii
jednego z graczy).

Ogolna postac takiej gry jest nast¢gpujgca:

7 (t) 7

Strategia C Strategia D

Gracz 1

Strategia A Xac; Yac

Xadsy yad

Strategia B Xbes Ybe Xbds Yhd

Poniewaz rownowagami Nasha w strategiach czystych sg pary
strategii ,,strategia A, strategia C” oraz ,,strategia B, strategia D”,
mamy zatem:

Xac > Xbe yac 2 yad Xbd > Xad ybd 2 ybc

Oznaczmy:
Uy = Xge — Xpe Uy = Yac — Vad
V1 =Xpd —Xad V2= YVbd — Vbe

Liczby u,, u,, v; i v, s3 nieujemne.
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Gra z przykladu (t) ma jeszcze jedna rownowage w strategiach
mieszanych: (p4; ps; pc; pp), gdzie:

p4 — prawdopodobienstwo uzycia przez gracza 1 strategii A,
ps — prawdopodobienstwo uzycia przez gracza 1 strategii B,
pc — prawdopodobienstwo uzycia przez gracza 2 strategii C,
pp — prawdopodobienstwo uzycia przez gracza 2 strategii D.

Prawdopodobienstwa p,, pp, pc i pp mozna obliczy¢ wedlug
gotowych wzorow:

Pa= u2V+2v2 [5]
Pg =1-Pa= u2u+2v2 [6]
Pc = ul\j:vl 7
Pp =1-pc = ullilvl (8]

We wzorach [S5] — [8] dzielimy przez u, + v, lub u; +v;. Gdyby
ktorakolwiek z tych sum byla rowna zero, to gra mialaby
nieskonczenie wiele rownowag, ale albo jedna 2z nich
dominowalaby wszystkie pozostale ze wzgledu na wyplaty, albo
wyplaty we wszystkich rownowagach bylyby jednakowe. Tak
samo byloby, gdyby rownowagi w strategiach czystych nie lezaly
na zadnej z przekatnych tabeli.
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Rownowage dominujgca ze wzgledu na ryzyko wybieramy wedlug
reguly:

& Jezeli uu,>vyv,, réwnowaga dominujaca ze wzgledu na
ryzyko jest rownowaga w strategiach czystych ,strategia A,
strategia C”, dajaca wyplaty (x,.; Vic)-

+ Jezeli uu, <vv,, r6wnowaga dominujaca ze wzgledu na
ryzyko jest rownowaga w strategiach czystych ,,strategia B,
strategia D”, dajaca wyplaty (xXp45 Vsa)-

+ Jezeli wyu, =vv,, rownowaga dominujaca ze wzgledu na
ryzyko jest rownowaga w strategiach mieszanych (p; pg; pc;
Pp), W ktorej prawdopodobienstwa uzywania przez
poszczegolnych graczy swoich strategii mozna obliczy¢ z
gotowych wzorow [5] — [8].
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Sprawdzmy poprawnos¢ powyzszego schematu dla gier z
przykladow (r) i (s).

7 (r) 7

Strategia C Strategia D

Gracz 1

Strategia A ; 1; 2

Strategia B 3; 4 10; 17

Xee=12 x3,=3 x,=1 xp,=10
Vae=9 Voe=4 Yua=2 ypa=17

u1=xac_xbc=9 u2=yac_yad=7
VI=Xpd—Xea=9 V2= Yba— Yo =13

Rownowaga w strategiach mieszanych jest rownowaga (p.¢; pg; pc;
pPp)- Prawdopodobienstwa uzycia poszczegolnych strategii
WYynoszg:

v, 13 13 u, 77
pA: = = — pB: = = —
u,+v, 7+13 20 u,+v, 7+13 20

A 9 1 U, 9 1

pC: = = — pD: = = —

u+v, 9+9 2 u+v, 9+9 2

Poniewaz w tej grze nie ma rownowagi dominujacej ze wzgledu
na wyplaty, musimy znalez¢ rownowage dominujaca ze wzgledu
na ryzyko:

uu, = 9-7 =63 ViVy = 9-13 =117

Poniewaz uqu, <v;v,, rownowaga dominujacg ze wzgledu na
ryzyko jest rownowaga w strategiach czystych ,strategia B,

strategia D”, dajaca wyplaty (10; 17).
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Analogicznie sprawdzimy poprawnos¢ podanego schematu
teoretycznego dla gry z przykladu (s).

7 (s) 7

Strategia C Strategia D

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Xee=99 x3.=0 x,=0 xp;=1
Vac=49  Ypc=0 yu=0 yps =51

u1=xac_xbc=99 u2=yac_yad=49
Vi=Xpa—Xaa=1 V2=ypsi—yp. =51

Rownowaga w strategiach mieszanych jest rownowaga (p.¢; pg; pc;
pPp)- Prawdopodobienstwa uzycia poszczegolnych strategii
WYynoszg:

o - Ve _ 51 _Bl o —1-p, =20
A u,+v, 49+51 100 ° A 100
p—Vl—l—l p—l—p—&
© u+v, 99+1 100 ° ¢ 100

Poniewaz w tej grze nie ma rownowagi dominujacej ze wzgledu
na wyplaty, musimy znalez¢ rownowage dominujgcg ze wzgledu
na ryzyko:

Uiy = 99-49 = 4851 ViV, = 1-51 =51

Poniewaz wuqu,>v,v,, rownowaga dominujaca ze wzgledu na
ryzyko jest rownowaga w strategiach czystych ,strategia A,

strategia C”, dajaca wyplaty (99; 49).
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Jak widaé, powyzsze wyniki uzyskane na podstawie gotowych
wzorow s3a zgodne z wynikami otrzymanymi wczeSniej przy
omawianiu przykladow (r) i (s).

m
*; *;
\l”l"

O——;
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GRY O SUMIE ZEROWEJ
| GRY O STALEJ SUMIE

Rozwazmy nastepujace gry:

7 () 7

Gracz 2
Strategia A Strategia B
Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Gracz 2
Strategia A Strategia B
Gracz 1

Strategia A

Strategia B

W obu grach — niezaleznie od strategii — suma wyplat obu graczy
jest stala:

+ w grze z przykladu (u) wynosi 100,

+ w grze z przykladu (w) wynosi 0.

Tego typu gry nazywamy GRAMI O STALEJ SUMIE.

W grach o stalej sumie znajac wynik jednego gracza mozemy
okresli¢ wynik drugiego gracza.
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Szczegolnym przypadkiem gier o stalej sumie s3 GRY O SUMIE
ZEROWEJ, w ktorych suma wyplat obu graczy jest rowna zero.

Gry o sumie zerowej mozemy takze zapisywac¢ w takiej postaci,
gdzie w poszczegolnych komorkach tabeli bedzie jedna liczba —
wyplata gracza 1. Wyplata gracza 2 w takim przypadku to zawsze
przeciwienstwo wyplaty gracza 1.

Gre¢ o sumie zerowej z przykladu (w) mozemy zapisa¢ w postaci:

7 (W) 7

Gracz 2

Strategia A Strategia B

Gracz 1

Strategia A

Strategia B

W komorkach sa przedstawione wyplaty gracza 1.

Wyplata gracza 2 to zawsze przeciwienstwo (nie odwrotnosc)
wyplaty gracza 1, np.:
v’ jesli gracz 1 osigga wyplate réwnga 5, to gracz 2 osigga
wyplate rowna —5 (a nie '/s);
v’ jesli gracz 1 osiagga wyplate rowng -3, to gracz 2 osigga
wyplate rowna 3 (a nie —'/3).
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Inny przyklad gry dwuosobowej o sumie zerowej jest
nastepujacy:

& ) ¥

Gracz 2
StrategiaD  StrategiaE = Strategia F
Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Strategia C

Na przyklad, jezeli gracz 1 stosuje strategi¢ A, a gracz 2 stosuje
strategie D, to gracz 1 osiaga wyplate rowna -2, a gracz 2 osiaga
wyplate rowng 2.

Gre¢ z przykladu (y) mozna oczywiscie zapisa¢ rowniez w takiej
postaci, gdzie w komorkach sg wyplaty obu graczy, jednak zapis
taki dla gier dwuosobowych o sumie zerowej rzadko jest
uzywany:

Gracz 2
StrategiaD  Strategia E = Strategia F
Gracz 1

Strategia A

Strategia B

Strategia C
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GRY MACIERZOWE
| GRY DWUMACIERZOWE

Gry dwuosobowe o sumie zerowej (i o skonczonej liczbie strategii
kazdego gracza) nazywamy GRAMI MACIERZOWYMI (w
kazdej komorce tabeli znajduje si¢ bowiem jedna liczba).

Inne dwuosobowe gry ze skonczona liczbg strategii kazdego
gracza nazywamy GRAMI DWUMACIERZOWYMI (w kazdej
komorce tabeli sa dwie liczby, a macierz, ktorej elementem s3a
pary liczb, to wlasciwie to samo, co para macierzy).
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ZASTOSOWANIE TEORII GIER:
PRZYKLADY NIEEKONOMICZNE

Przedstawimy teraz Kkilka prostych przykladow zastosowania
teorii gier.

GRA W TCHORZA (W CYKORA)

Opis gry:

Na waskiej drodze dwoch kierowcow jedzie naprzeciw siebie
luksusowymi samochodami. Kazdy z kierowcow ma do wyboru:
zjecha¢ na pobocze i zostaé¢ frajerem albo jecha¢ prosto liczac, ze
na pobocze zjedzie przeciwnik, i zosta¢ twardzielem. Zeby tylko
nie doszlo do sytuacji, ze obaj kierowcy postanowili jecha¢ prosto
— wowczas stluczka jest nieunikniona i obaj ponosza straty.
Wyplaty w tej grze sq nast¢gpujace:

Kierowca 2
Zjechaé na pobocze Jechagé prosto
Kierowca 1

Zjechac¢ na pobocze

Jecha¢ prosto

Jak widad, najlepszg wyplate (rowng 2) gracz osiaga wtedy, kiedy
pojedzie prosto, a przeciwnik zjedzie na pobocze. Jak powinien
zachowad si¢ kazdy z kierowcow?

Rozwigzanie:

Kazdy z kierowcow powinien zastosowal strategi¢ mieszang —
jechaé prosto z prawdopodobiefistwem réwnym '/, oraz zjecha¢
na pobocze réwniez z prawdopodobienstwem '/,.
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Komentarz:

W tej grze zaden z graczy nie ma strategii dominujacej.
Wystepuja dwie rownowagi Nasha w strategiach czystych oraz
jedna rownowaga Nasha w strategiach mieszanych.

Zeby méc zastosowaé wzory [5] — [8] do znalezienia réwnowagi
Nasha w strategiach mieszanych oraz zeby moc wykorzystaé
przedstawiong wczesniej procedur¢ znajdowania rownowagi
dominujgcej ze wzgledu na ryzyko, nalezy zmieni¢ kolejnosé¢
strategii jednego z graczy w tabelce gry tak, zeby rownowagi
Nasha w strategiach czystych wystepowaly na glownej przekatne;j:

Kierowca 2

Zjechaé¢ na pobocze Jechagé prosto

Kierowca 1

Jechaé prosto @E

Zjechaé¢ na pobocze 1; 1 @ 2

Rownowage Nasha w strategiach mieszanych obliczamy
wykorzystujac gotowe wzory [5] — [8]:

xac=2 xbc=1 xad=_1 xbd=0
Yae=0  ppe=1 yu=—-1 ypa=2

u1=xac_xbc=1 u2=yac_yad=1
V1i=Xpg—Xga=1 V2=Ypa—ypc=1

pa=—2 =2 -2 Po=1-Pa=>
A uy v, 1412 ® A2
v 1 1 1

= = = — :1_ e

Pe u+y, 1+1 2 Po Pe =3

W rownowadze Nasha w strategiach mieszanych obaj Kierowcy
stosuja swoje strategie czyste z prawdopodobienstwami ',
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Oczekiwana wyplata gracza 1 wynosi:
4 w przypadku zastosowania strategii ,,jecha¢ prosto”:
2, + (D)=,
4+ w przypadku zastosowania strategii ,,zjecha¢ na pobocze”:
1+ 0=,

Oczekiwana wyplata gracza 2 wynosi:
4+ w przypadku zastosowania strategii ,,jechaé prosto”:
D+ 2=
+ w przypadKku zastosowania strategii ,,zjecha¢ na pobocze”:
0-'/,+ 11 ="1,

Zilustrujmy wszystkie 3 rownowagi Nasha wystepujace w tej
grze:

Kierowca 2 . . . Oczekiwana
Zjechaé na Jechaé wyplata

pobocze kierowcy 1

Kierowca 1

Jecha¢ prosto : 1

Zjechaé na
pobocze

Oczekiwana wyp-
fata kierowcy 2

Jak wida¢, w tej grze nie ma rownowagi dominujacej ze wzgledu

na wyplaty (dla kierowcy 1 najlepsza jest rownowaga ,jechac

prosto, zjecha¢ na pobocze”, a dla kierowcy 2 najlepsza jest

rownowaga ,,zjecha¢ na pobocze, jechaé prosto”). A zatem trzeba

znalez¢ rownowage dominujacg ze wzgledu na ryzyko:
u1u2=1'1=1 le2=1'1 =1

Poniewaz wuqu, =v;v,, rownowaga dominujacqa ze wzgledu na

ryzyko jest rownowaga w strategiach mieszanych i obaj kierowcy
powinni grac tak, zeby osiagnac¢ t¢ rownowage.
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LADOWANIE ALIANTOW W NORMANDII

Opis gry:

Jest dzien 6 czerwca 1944 roku (,,Dzien D). W tym dniu wczeSnie
rano tysiace statkow desantowych zblizylo si¢ do normandzkich
plaz i w ten sposob rozpoczgla si¢ inwazja aliantow w Normandii,
co bylo poczatkiem koncowej fazy II Wojny Swiatowej. Wojska
alianckie mogly takze podjac probe ladowania w okolicach Calais
— miasta polozonego bardziej na polnocy Francji. Armia
niemiecka wiedziala o planowanym ladowaniu wojsk alianckich i
o tym, ze miejscem ladowania bedzie albo Calais albo Normandia,
jednak obron¢ mogla zorganizowac tylko w jednym z tych miejsc.
Wyplaty pokazane w ponizszej tablicy mozna interpretowac¢ jako
prawdopodobienstwo ostatecznego wygrania wojny przez
aliantow:

Normandia
Alianci

Calais

Normandia

W ktorym miejscu alianci powinni rozpoczgé operacje¢ ladowania
we Francji? Gdzie Niemcy powinni zgromadzi¢ glowne sily
obronne?

Rozwigzanie:

Alianci powinni ladowa¢ w Calais z prawdopodobienstwem
rownym 0,4, a w Normandii — z prawdopodobienstwem rownym
0,6. Niemcy powinni zgromadzi¢ glowne sily obronne w Calais z
prawdopodobienstwem rownym 0,6, a w Normandii — z
prawdopodobienstwem rownym 0,4.
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Komentarz:

Jest to gra o stalej sumie rownej 1. Jesli np. prawdopodobienstwo
wygrania wojny przez aliantow wynosi 0,6, to prawdopodo-
bienstwo przegrania wojny przez aliantow (a wigc wyplata
Niemcow) wynosi 1 — 0,6 = 0.4.

Gre¢ t¢ mozna zatem przedstawi¢ w postaci dwumacierzowe;j:

Normandia
Alianci

Calais

Normandia

W tej grze zaden z graczy nie ma strategii dominujacej. Nie
wystepuje takze rownowaga Nasha w strategiach czystych.
Obliczymy zatem rownowage Nasha w strategiach mieszanych:

0,4x +0,2(1 - x)=0,1x+0,4(1-x) 0,6y +0,9(1-y)=0,8y+0,6(1—y)
x=04 oraz 1-x=0,6 y=06 oraz 1-y=04

Oczekiwana wyplata aliantow w przypadku ladowania w Calais
wWynosi:

0,6-0,6 + 0,9-0,4 = 0,72
i jest rowna oczekiwanej wyplacie w przypadku ladowania w
Normandii:

0,8-:0,6 + 0,6-0,4 = 0,72

Oczekiwana wyplata armii niemieckiej w przypadku zorganizo-
wania obrony w Calais wynosi:

0,4:0,4 +0,2:0,6 = 0,28
i jest rowna oczekiwanej wyplacie w przypadku zorganizowania

obrony w Normandii:
0,1-0,4 + 0,4-0,6 = 0,28
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W tej grze wystepuje zatem jedna rownowaga Nasha. Jest nig
rownowaga Nasha w strategiach mieszanych. Rownowage te
mozna przedstawic nastgpujaco:

Niemcy Oczekiwana
Calais Normandia wyplata
Alianci aliantow
Calais . 0,72
Normandia . 0,72

Oczekiwana wyp-
fata Niemcoéw

A zatem obie strony powinny zastosowal strategie mieszane.
Alianci powinni rozpocza¢ operacje ladowania w Calais z
prawdopodobienstwem rownym 04, a w Normandii — z
prawdopodobienstwem  rownym  0,6. Niemcy powinni
zorganizowa¢ glowna obron¢ w Calais z prawdopodobienstwem
rownym 0,6, a w Normandii — z prawdopodobienstwem rownym
0,4. Oczekiwane prawdopodobienstwo wygrania wojny przez
aliantow wynosi w rownowadze 0,72. A zatem oczekiwane
prawdopodobienstwo przegrania wojny przez aliantow wynosi w
rownowadze 1 — 0,72 = 0,28.

Wyniki uzyskane z tej gry sa zgodne z rzeczywistoscia. Poniewaz
prawdopodobienstwo wygrania wojny przez aliantow jest wigksze
od prawdopodobienstwa przegrania przez nich wojny, nalezaloby
oczekiwaé¢ wygrania wojny przez aliantow. I rzeczywiscie tak bylo
— koalicja antyhitlerowska pokonala armi¢ niemiecka. Rowniez
Normandia jako miejsce rozpoczg¢cia operacji Overlord wydaje
si¢ bardziej prawdopodobna — prawdopodobienstwo zastosowania
przez aliantow strategii czystej ,Jladowa¢ w Normandii” jest
bowiem wig¢ksze od prawdopodobienstwa zastosowania drugiej
strategii czystej ,,Jadowa¢ w Calais”.
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WYSCIG ZBROJEN

Opis gry:

Sa lata sze$édziesiate. Dwa mocarstwa Swiatowe: Stany
Zjednoczone i Zwigzek Radziecki wydaja duzo pieni¢gdzy na
zbrojenia. Celem kazdego z panstw jest posiadanie wigkszego
arsenalu militarnego od przeciwnika. Wyplaty obu panstw
przedstawia ponizsza tablica:

USA

Rozbrojenie Zbrojenia

Rozbrojenie

Zbrojenia

Gra toczy si¢ jednorazowo. Jak powinno postapic kazde z panstw:
rozbroic si¢ czy kontynuowac polityke prowadzenia zbrojen?

Rozwigzanie:
Oba kraje (USA i ZSRR) powinny wybrac strategie ,,zbrojenia”.

Komentarz:

Jest to gra typu ,,dylemat wig¢znia”. Strategia ,,zbrojenia” jest
strategia dominujaca obu graczy i prowadzi do rownowagi Nasha
w strategiach czystych:

Rozbrojenie Zbrojenia

USA

Rozbrojenie

Zbrojenia —50

79/104



W tej grze nie wyst¢epuje rownowaga Nasha w strategiach
mieszanych. Chcgc obliczy¢ prawdopodobienstwa uzycia przez
gracza 1 poszczeglolnych strategii czystych uzyskujemy wartosci
prawdopodobienstw spoza przedzialu <0;1>:
10x - 50(1 —x) =20x —20(1 — x)
X = 3/2 ¢ <0;1>

Poniewaz rownowaga ,zbrojenia, zbrojenia” jest jedyna
rownowagg Nasha w tej grze, zarowno Stany Zjednoczone jak i
Zwiazek Radziecki powinny wybrac strategie prowadzgce do tej
rownowagi, a wigc zbroi¢ si¢. Chociaz dwustronne rozbrojenie
przyniostoby wigksze wyplaty obydwu krajom, stan ten w grze
toczacej si¢ jednorazowo nie zostanie raczej osiagni¢ty (zbyt duzo
mozna straci¢, gdy przeciwnik postapi inaczej).
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PROBLEM WSPOLNEGO PASTWISKA

Opis gry:

W malej miejscowosci, w ktorej mieszka 5 gospodarzy, jest jedno
wspolne pastwisko, z ktorego mieszkancy moga korzystaé
nieodplatnie. Kazdy z gospodarzy ma 2 krowy, ktore moze karmi¢
pasza zakupiong w sklepie lub wypasa¢ na wspolnym pastwisku.
Niestety, wydajnos¢ pastwiska maleje wraz ze wzrostem liczby
pasacych si¢ krow wedlug wzoru:

W=12-0=12-(q1 t g2+ q3 + q4 t q5)

gdzie:
W — wydajnos¢ pastwiska,
QO - ogolna liczba krow pasacych si¢ na pastwisku
(Q =1 t..T q5)9
q; — liczba krow i-tego gospodarza pasacych si¢ na pastwisku

(i=1,..5;4;=0,1,2).

Wyplata i-tego gospodarza (w;) jest proporcjonalna do wydajnosci
pastwiska (W) oraz do liczby krow, jaka wypasa gospodarz (¢;):

wi=q;rW=qr[12 - (g1 + q2 + q3 + q4 * q5)]

Wyplate rozumiemy tu jako miar¢ korzysci w porownaniu z
sytuacja, w ktorej nie korzysta si¢ z pastwiska.

Gra toczy si¢ jednorazowo. Ile krow powinien wypasaé¢ kazdy z
gospodarzy?

Rozwigzanie:
Dwie krowy.
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Komentarz:

Poniewaz wyplata pojedynczego gospodarza jest proporcjonalna
do liczby krow, jakie wypasa on na pastwisku, moze si¢ wydawac,
ze wypas przez kazdego z gospodarzy dwoch krow jest
bezdyskusyjny. Nalezy jednak zauwazy¢, ze w miar¢ zwi¢kszania
si¢ ogolnej liczby krow na pastwisku, gwaltownie maleje jego
wydajnos¢. Moze warto zatem wypasa¢ mniej krow i korzystac z
wig¢kszej wydajnosci pastwiska? Zaraz to sprawdzimy.

W grze jest pieciu graczy. Na poczatku mogloby si¢ wydawac, ze
posta¢ normalna tej gry musi by¢ tabelkg pigciowymiarowa.
Jednak po uwaznym zastanowieniu si¢ widaé, ze wyplata danego
gracza zalezy tylko od liczby jego wlasnych krow pasacych si¢ na
pastwisku (g;) oraz od ogolnej liczby cudzych krow na pastwisku
(Q—-¢i). Oznacza to, ze posta¢c normalng tej gry mozna
sprowadzi¢ do tabelki dwuwymiarowe;j:

Liczba cudzych
Liczba krow 0
wiasnych krow

Liczby umieszczone w tabelce to wyplaty i-tego gospodarza
obliczone wg wzoru:

wi=q;{12 -0} = ;{12 - [(@ - ¢:) * qil}
Na przyklad, gdy i-ty gospodarz wypasa 2 krowy, a pozostali

gospodarze — lacznie 7 krow, wyplata i-tego gospodarza wynosi:
wi=2{12—-[7+2]}=6
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Z. kolei, gdy i-ty gospodarz wypasa 1 kroweg, a pozostali
gospodarze — lacznie 2 krowy, wyplata i-tego gospodarza wynosi:
wi=1{12-[2+1]} =9

Jak wida¢, dominujgcqg strategia i-tego (a wigc I kazdego)
gospodarza jest wypas dwoch krow na pastwisku. Gdy kazdy z
gospodarzy bedzie wypasal 2 krowy, liczba cudzych krow bedzie
wynosila 8 i kazdy z graczy otrzyma wyplate rowng 4. Bedzie to
rownowaga Nasha w tej grze.

Mozna jednak zauwazy¢, ze gdyby kazdy z gospodarzy wypasal
na pastwisku tylko 1 krowe, kazdy z nich osiagnglby wigksza
wyplate rowna 7 (na pastwisku bylyby wowczas 4 cudze krowy).
Jednak pokusa wypasu 2 krow jest tak duza, ze wspolne
porozumienie o wypasie 1 krowy jest malo prawdopodobne do
przestrzegania i racjonalny gospodarz be¢dzie wypasal 2 krowy na
pastwisku.
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ZASTOSOWANIE TEORII GIER:
PRZYKLADY EKONOMICZNE

Przedstawimy teraz Kkilka prostych przykladow zastosowania
teorii gier w ekonomii. Opisane w tej czesci problemy bedziemy
starac si¢ rozwigzac na gruncie ekonomii, wykorzystujac poznane
procedury z zakresu teorii gier do minimum. Na przyklad, nie
bedziemy znajdowa¢ rownowag dominujacych ze wzgledu na
ryzyko, jak rowniez pominiemy rownowagi Nasha w strategiach
mieszanych. W przypadku istnienia np. kilku rownowag,
opiszemy metody, jakie obie strony moga wykorzystaé, zeby
osiaggnac rownowage najbardziej dla siebie korzystng.

OLIGOPOL Z POROZUMIENIEM

Opis gry:

Na rynku dzialaja 2 firmy. Kazda z nich moze wybraé¢ wariant
malej lub duzej produkcji. Zyski kazdej z firm zaleza od decyzji
wlasnej oraz od decyzji konkurenta i s3 przedstawione w
ponizszej tabeli:

Firma 2
Mata produkcja Duza produkcja
Firma 1

Mata produkcja

Duza produkcja

Gra toczy si¢ jednorazowo. Jaki wariant wielkosci produkcji
powinno wybra¢é przedsi¢biorstwo?

Rozwigzanie:
Duza produkcja.
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Komentarz:

Gra ta pokazuje typowa sytuacj¢ przedsi¢biorstw sklonnych do
utworzenia zmowy (kartelu). Charakter tej gry jest bardzo
podobny do dylematu wi¢znia. Poczatkowo wielu osobom moze si¢
wydawac, ze obie firmy powinny wybraé¢ wariant malej produkcji
— kazda z nich osiagnelaby zysk rowny 5. Jednak takie
postepowanie w grze toczacej si¢ jednorazowo nie jest optymalne:
niezaleznie od decyzji przeciwnika kazda z firm osiagnie wigksze
zyski wybierajgc wariant duzej produkcji. Kazda z firm wybierze
zatem strategi¢ ,,duza produkcja” (a wiec swoja strategi¢
dominujgcg), gra znajdzie si¢ w rownowadze Nasha w strategiach
czystych i zyski kazdej z firm beda rowne 3:

Mata produkcja Duza produkcja

Firma 1

Mata produkcja

Duza produkcja 1

Oczywiscie, gdyby przedsi¢biorstwa zmowily si¢ i dwustronnie
ograniczyly wielko$S¢ produkeji, osiagnelyby wigksze zyski.
Jednak pokusa wylamania si¢ z kartelu jest tak duza, ze takie
postepowanie w grze toczacej si¢ jednorazowo jest nieoptymalne.

e
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Opis gry:

Dwa nowe przedsi¢biorstwa pragna wejs¢ na rynek, na ktorym
jest miejsce co najwyzej dla jednego nowego przedsi¢biorstwa.
Zyski (straty) obydwu firm zaleza od decyzji wlasnej oraz od
decyzji konkurenta i sa przedstawione w ponizszej tablicy:

Firma 2 Nie wchodzié¢ na

Wejs¢ na rynek rynek

Firma 1

Wejsé na rynek

Nie wchodzi¢ na
rynek

Gra toczy si¢ jednorazowo. Czy nowe przedsi¢biorstwo powinno
wejs¢ na rynek czy pozostac poza rynkiem?

Rozwigzanie:

Wejs¢ na rynek pod warunkiem, ze si¢ to zrobi pierwszy. W tym
celu nalezy wysyla¢ rozne sygnaly do konkurenta, ze si¢ juz
weszlo lub planuje wejs¢ na rynek. Jezeli jednak konkurent zrobil
to szybciej, dane przedsi¢gbiorstwo nie powinno wchodzi¢ na
rynek.

Komentarz:
Chociaz zadna z firm nie ma strategii dominujacej, w tej grze
wystepuja dwie rownowagi Nasha w strategiach czystych:

Nie wchodzié¢ na

Wejsé na rynek

Firma 1

Wejsé na rynek

Nie wchodzi¢ na
rynek
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W tej grze wystepuje takze rownowaga Nasha w strategiach
mieszanych, jednak znalezienie jej nie jest konieczne do
rozwigzania naszego problemu.

W kazdej z rownowag Nasha w strategiach czystych na rynek
wejdzie tylko jedno nowe przedsi¢biorstwo. Pytanie brzmi tylko
»ktore?”. Prawdopodobnie to, ktore wczeSniej niz konkurent
wysle jaki$S sygnal, ze juz weszlo na rynek albo publicznie
rozglosni pewne informacje, ze na 100% wejdzie w najblizszym
czasie na rynek (np. poczyni jakie$s powazne inwestycje pod katem
nowego rynku albo zawrze umowy z odbiorcami, dostawcami
itp.). W takiej sytuacji najlepsza odpowiedzia konkurenta jest
niewchodzenie na nowy rynek (oczywiscie, jesli wiadomo, ze inna
firma na 100% na rynek wejdzie). Wejscie drugiej firmy, gdyby
na rynku dzialalo juz jedno przedsi¢biorstwo, spowodowaloby
katastrofalne skutki dla obu podmiotow, ktore osiagnelyby strate
rowng 10.

Gre t¢ mozna rowniez zastosowa¢ do sytuacji, kiedy dwa
przedsi¢biorstwa planuja wprowadzi¢ na rynek nowy — w miarg¢
podobny — produkt, podczas gdy na rynku jest miejsce dla
produktu oferowanego tylko przez jedno przedsi¢biorstwo. W
takiej grze rozwiazanie jest podobne — istnieja dwie rownowagi
Nasha. W kazdej z rownowag na rynek jest wprowadzany
produkt oferowany tylko przez jedna firm¢. Od konkretnego
przypadku zalezy jednak to, ktora to bedzie firma.
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Opis gry:

W duopolu (oligopolu, w ktorym dzialaja tylko dwie firmy) dwa
przedsi¢biorstwa rywalizuja o jak najwi¢kszy udzial w rynku.
Wyplaty oznaczaja wyrazony w punktach procentowych wzrost
(+) lub spadek (-) udzialu w rynku pierwszej firmy i s3
przedstawione w ponizszej tabelce:

Firma 2

StrategiaD  Strategia E = Strategia F

Firma 1

Strategia A

Strategia B

Strategia C

Gra toczy si¢ jednorazowo. Jaka strategi¢ powinna wybrac¢ firma
1, a jakg — firma 2?

Rozwigzanie:
Firma 1 powinna wybra¢ strategi¢ B, a firma 2 powinna wybrad
strategi¢ E.
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Komentarz:

Jest to przyklad gry o sumie zerowej, w ktorej wyplata jednego
gracza jest dokladnie przeciwna do wyplaty drugiego gracza. Na
przyklad, wzrost udzialu firmy 1 w rynku o 4 punkty procentowe
oznacza zmniejszenie udzialu firmy 2 w rynku o 4 punkty pro-
centowe. Gre¢ t¢ mozna przedstawic takze w nastepujacy sposob:

Firma 2

StrategiaD  StrategiaE = Strategia F

Firma 1

Strategia A

Strategia B

Strategia C

Obie firmy zagraja ,,strategia B, strategia E”, gdyz jest to jedyna
para strategii prowadzacych do rownowagi Nasha:

Firma 2
StrategiaD  StrategiaE = Strategia F
Firma 1

Strategia A

Strategia B

Strategia C

W rownowadze Nasha udzial firmy 1 w rynku wzrasta o 3 punkty
procentowe i o tyle samo maleje udzial firmy 2 w rynku. Wybor
strategii A lub C przez firme¢ 1 albo wybor strategii D lub F przez
firme¢ 2 przy racjonalnym zachowaniu przeciwnika pogorszylby
wyplate przedsi¢biorstwa, ktore zrezygnowalo ze strategii
prowadzacej do rOwnowagi.
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Opis gry:

Sprzedawca i nabywca negocjujg ostateczng cen¢ pewnego dobra.

Obie strony wiedzg, ze koszty produkcji tego dobra wynosza 800

zl, zas wartos¢ tego dobra dla nabywcy wynosi 1200 zl. Celem

nabywcy jest kupienie dobra po jak najnizszej cenie, za$ celem

sprzedawcy jest sprzedaz dobra po jak najwyzszej cenie. Zysk

(wyplata) nabywcy jest rowny 1200- P, zas zysk (wyplata)

sprzedawcy wynosi P— 800, gdzie P jest cena kupna/sprzedazy

danego dobra. W czasie negocjacji sprzedawca i nabywca

przedstawiaja swoje oferty:

¢ jezeli cena w ofercie sprzedawcy i w ofercie nabywcy jest taka
sama, transakcja zostanie zrealizowana po tej cenie;

s jezeli cena w ofercie sprzedawcy jest wyzsza od ceny w ofercie
nabywcy, transakcja w ogole nie zostanie zrealizowana;

¢ jezeli cena oferowana przez sprzedawce jest nizsza od ceny
oferowanej przez nabywce, transakcja zostanie przeprowadzo-
na po cenie rownej Sredniej arytmetycznej z cen oferowanych
przez nabywce i sprzedawce.

Poniewaz zadna ze stron nie zlozy oferty dla siebie niekorzystnej
oraz takiej, ktora druga strona od razu odrzucilaby, ceny mogace
pojawic si¢ w ofertach naleza do przedzialu <801; 1199> (zaokra-
glajac wszystkie ceny do pelnych zlotych). Jak widaé, do prze-
dzialu tego nie nalezg ceny 800 i 1200 zl, gdyz pierwsza z nich nie
zostanie przyjeta przez sprzedawce, a druga przez nabywce (kto
by si¢ zgodzil na transakcje¢, ktora przyniesie zerowy zysk...).

Z.alozmy, ze negocjacje odbywaja si¢ w dwoch formach:

(1) Obie strony skladaja ofert¢ jednoczesnie, nie znajac oferty
rywala. Zlozonej oferty nie mozna juz zmienic.

(2) Jedna ze stron sklada ofert¢ jako pierwsza. Oferta drugiej
strony jest wowczas odpowiedzia na oferte pierwszej strony.

Jaka cen¢ powinien zaoferowac nabywca, a jakg sprzedawca?
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Rozwigzanie:

W przypadku (1) wszystko zalezy od tego, jak poszczegolnym
stronom zalezy na Kkupnie/sprzedazy tego dobra. Nabywca
powinien zaoferowac¢ cen¢ od 1000 do 1199 zl (w zaleznosci od
tego, jak jest zdeterminowany do zakupu dobra). Sprzedawca
powinien zaoferowac¢ cen¢ od 801 do 1000 zl (rowniez w zaleznosci
od tego, na ile zalezy mu na sprzedazy dobra).

W przypadku (2):
+ Jezeli oferte jako pierwszy sklada sprzedawca, sprzedawca
oferuje cene¢ 1199 z1, ktora nabywca akceptuje.
+ Jezeli oferte jako pierwszy sklada nabywca, nabywca oferuje
ceng 801 zl, ktorg sprzedawca akceptuje.

Komentarz:

Gra z przykladu (1) jest gra jednoetapowa (obaj gracze
podejmujg decyzje jednoczesnie). Gra z przykladu (2) jest gra
dwuetapowa z pelna informacja (drugi gracz, podejmujac
decyzje, zna decyzje pierwszego gracza).

Przedstawimy teraz posta¢ normalng gry z przykladu (1).

Obaj gracze (sprzedawca i nabywca) maja tyle strategii, ile jest
cen z przedzialu <801; 1199>. Gdybysmy chcieli zilustrowa¢ pelng
posta¢ normalng tej gry, potrzebowalibySmy tablicy o wymiarach
399x399. Uproscimy jednak naszg analiz¢, ograniczajac liczbe
rozpatrywanych wariantow cen do trzech: 900, 1000 i 1100 zl. Jak
si¢ pozniej okaze, zawezenie takie nie zmieni wnioskoOw z naszej
analizy.

Normalng posta¢ gry oraz wyplaty obu graczy przedstawia
tablica:

91/104



Sprzedawca

Ps=900zt Ps=1000zt Ps=1100 zi
Nabywca

Pn =900 zt 300; 100

0;0 0;0

Py =1000 zt 250; 150 200; 200 0; 0
Py =1100 zt 200; 200 150; 250 100; 300
Py — cena oferowana przez nabywce,
Pg — cena oferowana przez sprzedawce.

Wyplaty obu graczy otrzymaliSmy w nast¢pujacy sposob:

+ Jezeli cena oferowana przez nabywce (Py) jest nizsza od ceny
oferowanej przez sprzedawce (Ps), transakcja nie dojdzie do
skutku i wyplaty obu graczy wyniosa zero.

Np. Py=900 zl i Ps=1100 zi
— (05 0)

+ Jezeli cena oferowana przez nabywce (Py) jest rOwna cenie
oferowanej przez sprzedawcg¢ (Ps), transakcja zostanie
zrealizowana po tej cenie (Py=Pg=P), wyplata nabywcy
wyniesie 1200 — P, zas wyplata sprzedawcy P — 800.

Np. Pv=900 zt i Ps=900 z1
— (1200 — 900 = 3005 900 — 800 =100)

+ Jezeli cena oferowana przez nabywce (Py) jest wyzsza od ceny
oferowanej przez sprzedawce (Ps), transakcja zostanie
zrealizowana po cenie rownej Sredniej arytmetycznej z cen
oferowanych przez nabywce i sprzedawce: P = Py + Py).
Wyplata nabywcy wyniesie 1200 — P, za§ wyplata sprzedawcy
P —800.

Np. Py=1100 zt i Pg=1000 zi
— (1200 — '/,(1100 + 1000) = 150; '/,(1100 + 1000) — 800 = 250)
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W tej grze zaden z graczy nie ma strategii dominujacej.
Wystepuja 3 rownowagi Nasha w strategiach czystych polozone
na przekatnej tablicy wyplat:

Sprzedawca

Ps=900zt Ps=1000zt Ps=1100 zt

Nabywca

Pn =900 zt 100 0;0
Pn = 1000 zt 250; 150 200
Pn = 1100 zt 200; 200 ‘ 150; 250 300

Rownowagami Nasha sg wszystkie pary strategii, w ktorych cena
oferowana przez nabywce jest rowna cenie oferowanej przez
sprzedawce. Na tej podstawie mozna wnioskowacé, ze gdybySmy
rozwazali wszystkich 399 mozliwych strategii obu graczy, gra
mialaby 399 rownowag. Bylyby nimi wszystkie pary strategii, w
ktorych cena oferowana przez nabywce jest rowna cenie
oferowanej przez sprzedawce.

0;0

0;0

Jak wida¢, jedynie w rownowadze ,,Py=1000 zl, P¢=1000 z}”
zyski obu stron s3 jednakowe. W pozostalych rownowagach albo
wigksze zyski osigga nabywca albo sprzedawca. Jak zatem
okresli¢, ktorg rownowage powinny wybrac obie strony?

Cigzko to stwierdzi¢. Nabywca nie powinien raczej oferowac ceny
nizszej od 1000 zl (liczac na zysk powyzej 200 zl), gdyz przy
analogicznym post¢gpowaniu sprzedawcy, ktory tez bedzie liczyl
na zysk powyzej 200 zl, a wi¢c zaoferuje cen¢ powyzej 1000 zl,
transakcja w ogole nie dojdzie do skutku i wyplaty obu graczy
wyniosa zero. Obie strony powinny tak zagraé, ze przy
analogicznym zachowaniu przeciwnika transakcja zostanie
zrealizowana. Bedzie to mialo miejsce, kiedy nabywca zaoferuje
cen¢ powyzej 1000 zl, zas analogicznym zachowaniem sprzedawcy
jest zaoferowanie ceny ponizej 1000 zl. To, jaka cena dokladnie
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zostanie zaoferowana, zalezy od tego, w jakim stopniu nabywcy i
sprzedawcy zalezy na kupnie/sprzedazy dobra. Zdeterminowany
nabywca zaoferuje cen¢ 1199 zl, ktora gwarantuje zakup towaru i
przynosi nabywcy zysk co najmniej rowny 1 zl. Z kolei zdetermi-
nowany sprzedawca zaoferuje cen¢ 801 zl, ktora gwarantuje
sprzedaz towaru i przynosi sprzedawcy zysk rowniez co najmnie;j
rowny 1 zi

Inaczej obie strony powinny postapi¢ w przykladzie (2). Poniewaz
kazdy z graczy osiggnie wigkszy zysk, gdy transakcja zostanie
zrealizowana, niz w przypadku niezawarcia transakcji w ogole,
osoba podejmujaca decyzje jako pierwsza powinna zaoferowacd
cen¢ najbardziej dla siebie korzystng (sprzedawca — 1199 zl, zas
nabywca — 801 zl). Druga strona na pewno zgodzi si¢ na taka
ceng, gdyz zysk rowny 1 jest lepszy niz zysk zerowy, ktory
wystapilby w przypadku, gdyby do transakcji nie doszlo.
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MIEDZYNARODOWY KONTRAKT NA DOSTAWE Zt0Z

Opis gry:

Polskie przedsi¢gbiorstwo AAA rozwaza wydobywanie ropy
naftowej w pewnym kraju slabo rozwinigtym (KSR). Zyski z
inwestycji rowne 50 min zl mialyby by¢ dzielone po polowie
mi¢dzy KSR i polskg firmg. Istnieje jednak zagrozenie, ze KSR
znacjonalizuje inwestycje firmy AAA — polska firma poniostaby
wtedy straty rowne 10 min zl, a KSR czerpalby calos¢ zyskow z
wydobywania ropy, ktore zmniejszylyby si¢ do 40 min =zl
zakladajac mniej efektywne zarzgdzanie panstwowego wlasciciela.

Czy polska firma powinna zainwestowa¢ 1 rozpoczaé
wydobywanie ropy w KSR?

Rozwigzanie:
Nie.

Komentarz:
Jest to przyklad gry dwuetapowej z pelna informacjg, do ktorej
zilustrowania wykorzystamy nast¢pujace drzewo:

nalizowaé

(=10; 40) (25; 25)
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Na poczatku decyzj¢ podejmuje firma AAA, ktora ma do wyboru
albo zainwestowa¢ w przemyst naftowy albo nie rozpoczynad
inwestycji. Jezeli firma AAA zdecyduje si¢ rozpoczac inwestycje,
decyzj¢ podejmuje gracz 2, czyli KSR. Ma on do wyboru albo
znacjonalizowa¢ kopalni¢ albo respektowa¢ warunki umowy i nie
nacjonalizowa¢ kopalni. Poniewaz decyzja o nacjonalizacji
kopalni pozwoli na uzyskanie wi¢kszej wyplaty niz w przypadku
respektowania umowy, KSR znacjonalizuje szyby naftowe, jak
tylko polska firma je wybuduje. Poniewaz w przypadku
nacjonalizacji szybow naftowych zysk firmy AAA wyniesie —10
(czyli firma poniesie strat¢), polskie przedsi¢biorstwo nie
zdecyduje si¢ na inwestycje w KSR.
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MONOPOL ZAGROZONY WEJSCIEM NOWEGO

PRZEDSIEBIORSTWA

Opis gry:

Monopolista jest zagrozony wejsciem na rynek nowego
przedsi¢biorstwa. Jedyna obrona przed now3g firmg jest obnizenie
ceny sprzedawanego produktu. Niestety, obnizka ceny dotyka
rowniez samego monopoliste, ktory ma mniejsze zyski. Obnizenie
cen moze mie¢ charakter prewencyjny (zapobiegajacy wejsciu
nowego przedsigbiorstwa) lub niszczycielski (probujacy usungé
nowe przedsi¢biorstwo z rynku). Ponizsza tabela (ktora nie jest
ilustracja zadnej gry!) przedstawia wyplaty (zyski) monopolisty
oraz nowego przedsi¢biorstwa w zaleznosci od podjetych decyzji:

Decyzja Decyzja nowego Wyptata Wyptata nowego
monopolisty | przedsiebiorstwa | monopolisty | przedsiebiorstwa
Utrzymac¢ cene | WejsS¢ na rynek 12 8
Utrzyma¢ cene MOTTEEE S E 24 0
rynek
Obnizy¢ cene | Wejs¢ na rynek 8 -8
Obnizyé cene Nie wchodzi¢ na 18 0
rynek

Gra rozgrywa si¢ dwuetapowo (sekwencyjnie). Najpierw decyzje¢
podejmuje jeden gracz, a nast¢pnie drugi.

Jakie decyzje podejma gracze, jezeli pierwsze podejmuje decyzj¢
nowe przedsi¢biorstwo?

Jakie decyzje podejmg gracze, jezeli pierwszy podejmuje decyzj¢
monopolista?
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Rozwigzanie:

Nowe przedsi¢biorstwo, pierwsze podejmujac decyzje, wybierze
wariant ,,wejS¢ na rynek”, a nastgpnie monopolista podejmie
decyzj¢ ,,utrzymac cen¢”.

Monopolista, pierwszy podejmujac decyzj¢, wybierze wariant
»0bnizy¢ cene¢”, a nastgpnie nowe przedsi¢biorstwo podejmie
decyzj¢ ,,nie wchodzi¢ na rynek”.

Komentarz:
Poniewaz gra jest gra dwuetapowa (z pelna informacja), do

zilustrowania jej uzyjemy postaci rozwini¢tej (drzewa).

Jezeli pierwsze decyzj¢ podejmuje nowe przedsi¢biorstwo, drzewo
gry bedzie wygladalo nastepujaco:

Nowe przedsieb. a

(0;18) (0;24) (-8;8) (8;12)

Optymalng strategi¢ najlepiej jest ustali¢ wedlug reguly:

We wszystkich grach wieloetapowych z pelng informacja
optymalne rozwigzanie mozna uzyska¢ stosujac metod¢ indukcji
wstecznej, czyli poruszajac si¢ po drzewie gier od dolu do gory i
eliminujac nieoptymalne gal¢zie drzewa.
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Takze i tutaj mozna zastosowa¢ metod¢ indukcji wstecznej.

Jezeli nowe przedsi¢biorstwo nie weszloby na rynek, monopolista
obnizajgc cen¢ otrzymalby wyplate rowng 18, a utrzymujac ceng¢
— wyplate rowng 24, a zatem wybralby wariant ,,utrzymac cene¢”.
Wyplata nowego przedsigbiorstwa bylaby wowczas rowna 0.

Jezeli nowe przedsi¢biorstwo weszloby na rynek, monopolista
obnizajgc cen¢ otrzymalby wyplate rowna 8, a utrzymujac cen¢ —
wyplate rowng 12, a zatem wybralby wariant ,,utrzyma¢ cene”.
Wyplata nowego przedsi¢biorstwa bylaby wowczas rowna 8.

Nowe przedsi¢biorstwo, majagc do wyboru wyplate¢ 0 lub 8,
wybierze oczywiscie 8. A zatem rownowaga w tej grze jest
nastepujaca: nowe przedsi¢gbiorstwo wchodzi na rynek, a
monopolista utrzymuje dotychczasowg cene.

Wyniki gry beda jednak inne, jezeli jako pierwszy decyzj¢
podejmuje monopolista. Drzewo tej gry jest nast¢pujace:

(18;0) (8;-8) (24;0) (12;8)
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Optymalne rozwigzanie, tak samo jak poprzednio, znajdujemy
metoda indukcji wstecznej.

Jezeli monopolista obnizy cen¢, nowe przedsigbiorstwo nie
wchodzgc na rynek otrzymaloby wyplat¢ rowna 0, a wchodzac na
rynek — wyplate¢ rowng -8, a zatem wybraloby wariant ,,nie
wchodzi¢ na rynek”. Wyplata monopolisty bylaby wowczas rowna
18.

Jezeli monopolista utrzyma wysoka ceng¢, nowe przedsi¢biorstwo
nie wchodzac na rynek otrzymaloby wyplate rowna 0, a wchodzgc
na rynek — wyplate¢ rowna 8, a zatem wybraloby wariant ,,wejs¢
na rynek”. Wyplata monopolisty bylaby wowczas rowna 12.

Monopolista, majac do wyboru wyplate 18 lub 12, wybierze
oczywiscie 18. A zatem rownowaga w tej grze jest nastepujaca:
monopolista obniza ceng¢, a nowe przedsi¢biorstwo nie wchodzi na
rynek.

Mozna takze wskaza¢ na pewne ekonomiczne aspekty tej gry. W
pierwszym przypadku, kiedy nowe przedsi¢biorstwo podejmuje
decyzj¢ jako pierwsze i prawdopodobnie wybierze wejscie na
rynek, monopolista moze zastosowac grozbe¢ obnizki ceny, zeby
zapobiec wejSciu nowego przedsigbiorstwa. Same slowa
oczywiscie nie wystarcza: w oczach nowego przedsigbiorstwa
grozba obnizki ceny musi by¢ wiarygodna. Na przyklad,
monopolista moze rozbudowac¢ zdolnosci wytworcze, co sprawi, ze
w przypadku wejscia konkurenta mozna bedzie niewielkim
kosztem obnizy¢ cene i zwigkszy¢ produkcje. Innymi przykladami
odstraszania od wejscia s3 m. in. wysokie wydatki na reklameg,
wypeklnianie przestrzeni rynkowej wieloma odmianami tego
samego produktu (roznicowanie marki) i wprowadzanie
udoskonalen produktu wymagajacych wysokich nakladow na B +
R.
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Odstraszaniu od wejscia ma rowniez shuzy¢ polityka obnizania
ceny przez monopolist¢, zanim nowe przedsi¢biorstwo podejmie
decyzj¢ o ewentualnym wejsciu na rynek. Jest to bardzo dobrze
zilustrowane na drugim z przedstawionych drzew. Zeby jednak
polityka obnizania ceny byla w oczach nowego przedsi¢biorstwa
wiarygodna, monopolista powinien poczyni¢ dodatkowo inne
ruchy potwierdzajace utrzymywanie niskich cen, takie jak np.
zawarcie dlugoterminowych umow z nabywcami, gwarantujgcych
okreslony poziom cen. W przeciwnym przypadku polityka niskich
cen moze by¢ malo wiarygodna w oczach nowego przedsig-
biorstwa i nowe przedsi¢biorstwo wejdzie jednak na rynek.
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KONKURENCJA POWTARZALNA

Opis gry:

Wroémy do omawianego wczesniej przykladu oligopolu z
porozumieniem, w ktorym dwa przedsi¢biorstwa mialy do
wyboru wariant malej lub duzej produkcji:

Firma 2
Mata produkcja Duza produkcja
Firma 1

Mata produkcja

Duza produkcja

Zalozmy teraz, ze mamy do czynienia z gra powtarzalng (gra

toczacyg si¢ wiele razy), w ktorej:

(1) liczba okresow jest skonczona (gra o skonczonym horyzoncie
cZasowym),

(2) liczba okresow jest nieskonczona (gra o nieskonczonym
horyzoncie czasowym).

Jaki teraz wariant wielkoSci produkecji powinny wybrad
przedsi¢biorstwa dazace do maksymalizacji zysku?

Rozwigzanie:
Gdy liczba okresow jest skonczona — wariant duzej produkcji.
Gdy liczba okresow jest nieskonczona — wariant malej produkcji.

Komentarz:

Gra tego typu bardzo cze¢sto wystepuje w rzeczywistosci. Przeciez
dzialajace w oligopolu przedsi¢gbiorstwa decyzje produkcyjne
musza podejmowaé¢ w kazdym okresie: co miesigc, co kwartal, co
rok itp. Naturalne jest zatem, ze rozpatrywanie tej gry w
charakterze gry powtarzalnej ma wi¢ksze uzasadnienie
ekonomiczne.
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W grze jednookresowej przedsi¢biorstwa nie powinny
wspolpracowa¢ ze soba i powinny wybra¢ wariant duzej
produkcji.

Jezeli gra toczy si¢ np. przez dwa okresy, wiadomo, ze w drugim
(ostatnim) okresie kazde z przedsi¢biorstw wybierze duza
produkcje. W pierwszym okresie takze bedzie si¢ oplacalo wybrac
wariant duzej produkcji (a wigc strategi¢ dominujgaca) — zyski z
takiej decyzji beda zawsze wigksze od zyskow z decyzji o wyborze
malej produkcji. Oba przedsi¢biorstwa tak pomysla i oba wybiora
duza produkcj¢ w grze dwuokresowej.

Podobnie be¢dzie w kazdej grze powtarzalnej o skonczonym
horyzoncie czasowym: skoro oplaca si¢ wylamac i zwigkszy¢
produkcj¢ w ostatnim oraz przedostatnim okresie, to tak samo
oplaca si¢ to zrobi¢ we wczesniejszych okresach.

A zatem w grze, w ktorej liczba okresow jest skonczona,
przedsi¢biorstwa w kazdym okresie wybiora wariant duzej
produkcji.

Inne bedzie natomiast rozwigzanie w grze o nieskonczonym
horyzoncie czasowym. W takiej grze oplaca si¢ wspolpracowac i
wybra¢ malg produkcje¢. Jezeli w jakim$ okresie jedna z firm
wylamie si¢ ze wspolpracy i wybierze wariant duzej produkcji, w
nastepnym okresie druga z firm zrobi na pewno to samo i od tego
momentu az do nieskonczonosci zyski w kazdym okresie beda
mniejsze. Nie oplaca si¢ zatem zwig¢ksza¢ produkcji w celu
osiagnigcia wigkszych zyskow w jednym okresie, skoro pozniej juz
w nieskonczonos¢ osiagane zyski beda mniejsze.
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