Matematyka Dyskretna

1. Elementy logiki



1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

Niech a, (3,7, ... bedg dowolnymi zdaniami
wypowiadanymi w matematyce.

a:/\x>0

XER

I°% \/x2<y

x,y>1

Na przyktad:



1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

Przypisujemy im dwie wartosci logiczne:
prawde lub fafsz. Prawde oznaczamy symbolem
1, zas fatsz symbolem 0.



1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

w(a),w(B) —wartosci logiczne zdan a i 8

w(a) = 1 (zdanie «a jest prawdziwe)

w(B) = 0 (zdanie B jest fatszywe)



1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

Na przyktad:



1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

Funktory zdaniotwdrcze stuzg do tgczenia zdan
lub funkcji zdaniowych w wieksze zdania lub
funkcje zdaniowe (tzw. schematy).



1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

Funktory zdaniotworcze dwuargumentowe:

e A —koniunkgja (,,i”),

e V —alternatywa (,lub”),

e = — implikacja (,,jesli ..., to ...”),

e & —rownowaznosc (,,... wtedy i tylko
wtedy, gdy ...”).



1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

Funktor zdaniotworczy jednoargumentowy:

e ~ — negacja (,,nie prawda, ze ...”).



1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna
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1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

w /\x>0/\\/x2<y

xeER x,y>1

w /\x>0v\/x2<y

xeER x,y>1

0

1
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1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

w /\x>0:> \/x2<y

xeER x,y>1

w \/x2<y:/\x>0

xX,y>1 xeR

1

0

12
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w /\x>0<:> \/x2<y

xeER x,y>1

0
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1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

Tautologia (prawem rachunku funkcyjnego)
nazywamy dowolny schemat, ktory jest zawsze

prawdziwy (niezaleznie od wartosci logicznych

tworzacych go zdan lub funkcji zdaniowych).
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1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

/nane tautologie:
1. prawo tozsamosci:

p=D
2. prawo podwojnego przeczenia:

p = ~(~p)
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1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

3. prawo przemiennosci koniunkcji:

(PAg) = (qADP)
4. prawo przemiennosci alternatywy:

(pVaq) ©(@Vp)
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5. prawo tacznosci koniunkcji:

(pAg)AT) = (pA(QAT))
6. prawo tacznosci alternatywy:

(pve)Vvr)=(@EVv@Vvr))



7. prawo rozdzielnosci koniunkcji wzgledem
alternatywy:

A(@@Vr) e (A V(pAT))
8. prawo rozdzielnosci alternatywy wzgledem
koniunkcji:

wv@Ar) e ((pVvagA(@pVr))
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9. prawo wytgczonego srodka:

pvV~p
10. prawo sprzecznosci:

~ (p A~ p)
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1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

11. prawo De Morgana (zaprzeczenie
koniunkcji):

~(PAq) = (~pV~Qq)
12. prawo De Morgana (zaprzeczenie
alternatywy):

~(PPVvVq e (~pA~q)
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13. prawo przechodniosci implikacji:

CEIWNCEINEICESY
14. prawa transpozycji:
(»=4q) o (~q=>~Dp)
(p=4q)=(Yp="~qg)oraz (*p=q) = (Yq=p)

15. prawo eliminacji implikacji:

(p=q) = (~pVq)



16. prawo zaprzeczenia implikacji:
~p=>q) e (PA~q9)

17. Prawo Claviusa: (~p =p) =p

18. Prawo Dunsa Scotusa: ~p =(p =q)

19. Prawo Fregego: [p =(q =r)] =[(g =q) =
(p=r)]
20. Prawo odrywania: [(p =q) Ap] =9



1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

Przyktad.

Sprawdz bez uzycia metody zero-jedynkowe;
czy podane schematy sg tautologiami:

e ~(pAq) & (~pV~q)
0((er)/\((pVS)/\(r:,~s))) =S
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Niecha: ~(pAq) & (~p V~ q).
Przypusémy, ze V,, , w(a) = 0.

Zatem:
L.w(~(pAq)=0iw(~pVv~¢q) =1
lub

2. W(~(p A q)) =1liw(~pv~q)=0



1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

Ad.1.
w(~pAq@) =0iw(~pVv~gq) =1
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Ad.1.
w(~(pAq) =0iw(~pVv~q) =1
wipAq)=1liw(~pV~gq) =1



Ad.1.

w(~(pAqg) =0iw(~pVv~q) =1
wipAq)=1liw(~pV~gq) =1
wp)=1liw(@ =1iw(~pV~q) =1




Ad.1.

w(~(pAqg)) =0iw(~pVv~q) =1
wpAq)=1iw(~pV~q) =1
wp)=1liw(@ =1iw(~pV~q) =1

sprzecznosc!



1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

Ad.2.
w(~(pAq)) =1iw(~pVv~q) =0
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Ad.2.
w(~pAq@) =1iw(~pVv~q) =0
wipAq)=0iw(~pV~q) =0



Ad.2.

w(~(pAg)) =1iw(~pV~q) =0
wpAq) =0iw(~pV~q) =0
wipAq)=0iw(~p) =0iw(~q) =0



Ad.2.

w(~(pAg)) =1iw(~pV~q) =0
wpAq) =0iw(~pV~q) =0
wipAq)=0iw(~p) =0iw(~q) =0
wipAg) =0iwp)=1iw(g) =1




Ad.2.

w(~(pAg)) =1iw(~pV~q) =0
wpAq) =0iw(~pV~q) =0
wipAq)=0iw(~p) =0iw(~q) =0
wipAg) =0iwp)=1iw(g) =1

sprzecznosc!



1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

Przypadki 1 i 2 okazaty sie sprzeczne, zatem
nasze przypuszczenie nie byto prawdziwe.

Czyli: a jest tautologia.
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Niech £: ((p V1)A ((p =>s)N(r= s))) = S.
Przypusémy, ze V,, . s w(f) = 0.
Zatem:

W((er)/\((pVS)/\(r:»S))) =1liw(s)=0




W((er)/\((pVS)/\(r:»S)))z liw(s) =0

W(pVT)Z1iW((pVS)/\(T=>S))=1iW(S)=O




1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

W((er)/\((pVS)/\(r:»S)))z liw(s) =0

W(pVT)Z1iW((pVS)/\(T=>S))=1iW(S)=O

wpvr)=1liwpVvs)=1liwr=s)=1iw(s) =0
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1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

W((er)/\((pVS)/\(r:»S)))z liw(s) =0

W(pVT)Z1iW((pVS)/\(T=>S))=1iW(S)=O

wpvr)=1liwpVvs)=1liwr=s)=1iw(s) =0

wpvr)=1iwp)=1iw@r)=0iw(s)=0
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1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

W((er)/\((pVS)/\(r:»S)))z liw(s) =0

W(pVT)Z1iW((pVS)/\(T=>S))=1iW(S)=0

wpvr)=1liwpVvs)=1liwr=s)=1iw(s) =0

wpvr)=1iwp)=1iw@r)=0iw(s)=0

brak sprzecznosci !
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1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

Nie uzyskaliSmy sprzecznosci, zatem
rzeczywiscie [ nie jest tautologig.
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1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

UWAGA!

1. Kiedy uzyskujemy pierwszy brak
sprzecznosci, przerywamy dowod

| stwierdzamy, ze schemat rzeczywiscie nie jest
tautologis.

2. Dopiero jesli wszystkie przypadki okazg sie
sprzeczne mozemy stwierdzi¢, ze schemat jest
tautologis.
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1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

Twierdzenia matematyczne na ogoét majg postac

implikacji
P=q
p — poprzednik implikacji (zatozenie twierdzenia)

g — nastepnik implikacji (teza twierdzenia)
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1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

Rodzaje implikaciji:

Implikacja prosta: p = q
Implikacja przeciwstawna: ~ g >~ p
Implikacja odwrotna: g = p

Implikacja przeciwna: ~ p =~ ¢
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1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

Implikacje prosta i przeciwstawna sg
rownowazne:

(p=9q9) = (~q>~Dp)
Implikacje odwrotna i przeciwna s3
rownowazne:

(q=p) e (~p=>~q)
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1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

Aby udowodni¢ rownowaznosc¢ nalezy
udowodnic¢ zachodzenie obydwu implikaciji:

peqge[p=>q9A(q=>Dp)]

Mozna postuzyc sie tutaj kwadratem logicznym.
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1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

Kwadrat logiczny:

pP=q

q=D

~p=~q

~q=>~p
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1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

W implikacji

P=4q
p jest warunkiem wystarczajgcym na to by g
(p wystarcza by zachodzito q: p = q)

q jest warunkiem koniecznym na to by p
(jesli g nie zachodzi to nie zachodzi tez p: ~q = ~p)
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1. Elementy logiki — Matematyka Dyskretna

W rownowaznosci

P <(q
p jest warunkiem koniecznym i wystarczajgcym

ha to by g.

q jest warunkiem koniecznym i wystarczajgcym
ha to by p.
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