Matematyka Dyskretna

3. Rekurencje



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Rekurencja (rekursja) to odwotywanie sie
pojecia (np. funkcji lub definicji) do samego
siebie.



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

W informatyce rekurencja jest sposobem
rozwigzania problemu przez zastosowanie
algorytmu rekurencyjnego. Jego realizacja sg

obliczenia, w ktérych wydzielony podprogram
wywotuje sam siebie. Rekurencja jest
stosowana w efektywnych algorytmach
sortowania, miedzy innymi w quicksort.



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Przyjmujemy, ze N = {1, 2, 3,4, ... }.



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Cigg jest zdefiniowany rekurencyjnie, jesli:

(P) — okreslony jest pewien skonczony zbior
wyrazow ciggu, zazwyczaj kilka pierwszych lub
plerwszy wyraz,

(R) — pozostate wyrazy ciggu sg zdefiniowane

za pomocg poprzednich wyrazéw ciggu.



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Cigg arytmetyczny:

a1 = ad
{an =an_1 T+7T

Cigg geometryczny:
{ a1 = a
n = Qp-1-°4q



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Cigg liczb harmonicznych {H,}:

H1:1

1
H,,,=H, n_l_ldlanZl




3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Cigg Fibonacciego:

FO:O
F1=1
F,=F,_ 1 +F

Poczgtkowe wyrazy ciggu Fibonacciego:

0,11,23,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,...



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Tozsamosc¢ Cassiniego:
Fn+1Fn_1 — Fnz — (_1)71 dla n > O
Np. dla n=4 mamy 5*2-3°=1



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Fy.,, jest wielokrotnoscig F,, dla wszystkich liczb
catkowitych k oraz n.

Np.dla k=2,n=4 F,,, = 21, F,=3,
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Liczby Lucasa okreslone sg w nastepujacy

Sposob:
Ll — 2
L2 — 1
LTL — Ln—l LTL—Z dla n 2 3
Liczby Lucasa mozna przedstawic jako sumy

iczb Fi

oonacciego L, = F, + F,,_, dlan = 2,
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Inne zaleznosci:
Lon = L%z - 2(-D"
SFp1 =Lp-1— L4t
Fon = Folntq
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Wyprowadz wzor jawny na podstawie wzoru
rekurencyjnego ciggu arytmetycznego:

a1 — ..
{an =an_1 T+7T

13



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Ap—1 = Qp— T 7

p—z = An_3+7
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

=Qau_1t7T

=Qau_o +7T

=0au,_3t+71

=au_1t7T
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Ap—1 = Qp— T 7
p—z = An_3+7

A, = au_1 +7T

Q
3
|

= Qp_o T 1 +7T
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

A1+ 7T
= Qup_o + 7T
= Qau_3+7r1
aAn,_1 T+ 7T
Ap_p + 17 +7T

A, 3 +r+r+r
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

A1+ 7T

= Qup_o + 7T

= Qau_3+7r1
aAn,_1 T+ 7T
Ap_p + 17 +7T

A, 3 +r+r+r

a, +7r+7r+--+7
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

A1+ 7T

= Qup_o + 7T

= Qau_3+7r1
aAn,_1 T+ 7T
Ap_p + 17 +7T

A, 3 +r+r+r
ag+r+r+--+r
a; +(n—Dr

19



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Cigg arytmetyczny — wzor jawny:

a,=a;+ n—1Dr

20



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Wyprowadz wzor jawny na podstawie wzoru
rekurencyjnego ciggu geometrycznego:

(0, =a,
Ap, = dp—1 " (¢
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

An, = Ap—1 - q
An—2(q

An-3-°q
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

An, = Ap—1 - q
An—2(q
An-3-°q

A, = Ap—1 - q
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Ap = Qp-1 -4
Ap-2 " (4
An-3 ' (q
Ap = An-1°q

=Apn-—2-4-(

Q
3
|
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

An, = Ap—1 - q

Ap-1 = 4p—2 " (4
Ap—2 = Ap-3°4
Ap = 0p-1 -4

Ap =0pn—2 -4 - q

An = Qp-3°-q-q-q
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Ap = An-1'4
An-2 " q
An-3 4
Ap = An-1'4
Ap-—2°4q-q
Apn =An-3°-49°-49-q

=a;°q"q-.."q

Q
3
|l

Q
3
|
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

An, = Ap—1 - q

Ap-1 = 4p—2 " (4
Ap—2 = Ap-3°4

Ap = 0p-1 -4

Ap =0pn—2 -4 - q

Adp =04pn-3°-4q -4 - q
Adp=4a1°q-q " ... q
an =a; - q"*
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Cigg geometryczny — wzor jawny:

— n—1
Ap = Q1" (4

28



/najdz wzor jawny na n-ty wyraz ciggu:

{ P, =0

P..i=P, +n+1dlan=1
Metoda, dzieki ktérej mozna rozwigzaé to
konkretne rownanie, to jego rozwiniecie, czyli
cofanie sie w rekursji:

Pho=Pn1+n-1+41 =P+ (n-1) +n=..=Py+
n(n+1)

(142+ ...+n) =

29



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Otrzymany wzor ma postac zamknietg lub
zwartg, czyli jest okreslony przez statg liczbe

operacji arytmetycznych, niezaleznych od
wskaznika n.
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

/najdz wzor jawny na n-ty wyraz ciggu:

{ a1 — _2
a, = (_3)n+2 . 22n—4 Y/ Ay, _q

31



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

a, = (_3)n+2 . 22n—4 .4 . a,_1
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

a, = (_3)n+2 . 22n—4 .4 . a,_1

a, | = (_3)(n—1)+2 . 22(71—1)—4 4. a(n—l)—l
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

a, = (_3)n+2 . 22n—4 .4 . a,_1
a, | = (_3)(n—1)+2 . 22(71—1)—4 4. a(n—l)—l

a, 1 = (_3)n+1 . 22n—6 .4 . a,_,
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

a, = (_3)n+2 . 22n—4 .4 . a,_1
a, | = (_3)(n—1)+2 . 22(71—1)—4 4. a(n—l)—l
a, 1 = (_3)n+1 . 22n—6 .4 . a,_,

Ay = (_3)(n—2)+2 . 22(n—2)—4 4. A(n—2)-1
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

a, = (_3)n+2 . 22n—4 .4 . a,_1

a, | = (_3)(n—1)+2 . 22(71—1)—4 4. a(n—l)—l
a, 1 = (_3)n+1 . 22n—6 .4 . a,_,

Ay = (_3)(n—2)+2 . 22(n—2)—4 4. a(n—Z)—l

Ap—2 = (_3)n . 2°"78 . 4. an-—3
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

a, = (—3)"*2.22m4 . 4. q
Qg = (=3)B"D¥2. p2(=D=4. 4. q. .
a, | = (=3)"+1.22n6 . 4.4

Ay = (—3)B"D42 . 2(=D~4 . 4. q. .
An—p = (=3)"-2°""° -4 - ay_;

a, = (_3)2+2 . 22-2—4 4 . ay_1
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

a, = (—3)"*2.22m4 . 4. q
Qg = (=3)B"D¥2. p2(=D=4. 4. q. .
a, | = (=3)"+1.22n6 . 4.4

Ay = (—3)"D*2. 22024 g q
An—p = (=3)"-2°""° -4 - ay_;

a, = (=3)2¥2.2224 . 4. q,

a, = (=3)*-2°-4.q, = (=3)*-2°-4.(=2)
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

a, = (=3)"*2 .24 . 4.q
a, ;= (=3)"1.22m6.4.q
An-p = (=3)"-2°"7° -4 - ay,_,4
a, = (—3)*-4-20. (=2)

a, = (_3)n+2 . 22n—4 .4 . a,_ 1
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

a, = (=3)"*2 .24 . 4.q
a, ;= (=3)"1.22m6.4.q
An-p = (=3)"-2°"7° -4 - ay,_,4
a, = (—3)*-4-20. (=2)

a, = (_3)n+2 . 22n—4 .4 . a,_ 1

a, = (_3)n+2 . 22n—4 4 . (_3)n+1 .

2n—6
2 .4.an_2
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

a, = (=3)"*2 .24 . 4.q

a, ;= (=3)"1.22m6.4.q

An-p = (=3)"-2°"7° -4 - ay,_,4

a, = (—3)*-4-20. (=2)

a, = (=3)*2.22n"% . 4. q

a, = (—3)"*2 . 204 4. (_3)n¥l .26 . 4. g

a, = (_3)n+2 . 2211—4 .4 . (_3)n+1 . 2211—6 .4 . (_3)11
2278 4. (=3)%-4-20.(=2)
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

a, = (_3)n+2 . 2271—4 .4 . (_3)n+1 . 22n—6 .4 . (_3)71
22078 4. . (=3)%-4-20.(=2)

L= (_3)(n+2)+(n+1)+n+-~-+4 . 2(2n-4)+(2n-6)+(2n-8)+---+0

471 (=2)

a

42



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

a, = (_3)n+2 . 2n—=4 4. (_3)n+1 . 22N=6 4 . (_3)n
. 22n—8 . 4_ . (_3)4 . 4 . 20 . (_2)

a, = (=3)M+D+OrD 4t 44 H@2n-4)+(2n-6)+(2n-8)++0
n
4 (-2)
nm+2)+(n+1)+n+---+4= (n+2)+4.(n_1) _ (n+6)(n—1)

2 2
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

a, = (_3)n+2 . 22n—4 . 4 . (_3)n+1 . 22n—6 4. (_3)n
2278 4. (=3)%-4-20.(=2)

a, = (_3)(n+2)+(n+1)+n+-~-+4 ] 2(2n—4)+(2n—6)+(2n—8)+...+o

41 (-2)
(n+2)+(n+1)+n+---+4=(n+§)+4.(n_1):(n+6)2(n_1)
(Zn—4)+(2n—6)+(2n—8)+..._|_0:(Zn_24)+0_(n_1):

(n—=2)(n—-1)
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

a, = (_3)n+2 . 22n—4 . 4 . (_3)n+1 . 22n—6 4. (_3)n
2278 4. (=3)%-4-20.(=2)

a, = (_3)(n+2)+(n+1)+n+-~-+4 ] 2(2n—4)+(2n—6)+(2n—8)+...+o

41 (-2)
(n+2)+(n+1)+n+---+4=(n+§)+4.(n_1):(n+6)2(n_1)
(Zn—4)+(2n—6)+(2n—8)+..._|_0:(Zn_24)+0_(n_1):

(n—=2)(n—-1)

(n+6)(n—1

)
a, = (—3) 2 . 2(n=2)(n=1) L gn=1 L (2
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

/najdz wzor jawny na n-ty wyraz ciggu:

a1 =4‘
— 1 |
“nn-—-1) “n-1

Un
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

n(n —1)

47



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

B 1
n(n-1)

1

1T =D - 2)
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

1

An = n(n—1) T an—1
1
1T T D= 2)
1
az; = ——=t+a,

3.2
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

1

An =n(n— 1) T an—1
1
Ap—1 = (n—1)(n—2) +an—:
1
a3=37+a2
1 1
a, =——+a, =——+4
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

1

An =n(n— 1) T an—1
1
Ap-1 = (n—1)(n—2) + ap-;
1
a3=37+a2
1 1
a2=ﬂ+a1=ﬂ+4
1 1
UAn

:n(n—1)+(n—1)(n—2)+m
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

/auwazmy, ze:
1 1 1

n(n—l)zn—l n

1 1 n n-1 n-(mn-1)

n—1 n:n(n—l)_n(n—l)_ nn—1)

1

- nn—-1)
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

UAn

An

1 1 1 1
n(n—1)_|_(n—1)(11—2)_I_W_I_sz_l_ﬂ_l_4
1 1 1 1 1 1

(n—l_ﬁ)_l_(n—Z_n—1)+m+(§_§)

+(i-2

+4
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

UAn

An

An

1 + 1 + -+ 1—F1 + 4
nn—-—1) m-1)n-2) 3:2 2-1
(1 1)+(]_ 1 )+ +(1 5
n—1 n n—2 n-—1 2 3
+(1 1)+4

1 2

1 1 1

= ——+4+—-—4+4=5——
n 1 n
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Niech x bedzie liczba rzeczywistg. Wtedy:

| x| to najwieksza liczba catkowita nie wieksza
od x (podtoga x, czesc catkowita x), czyli

|x] =max {a€ Z:a < x};

| x| to najmniejsza liczba catkowita nie mniejsza
od x (sufit x, czesc catkowita x), czyli

|x] =min{a€ Z:a = x};
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Cigg S zdefiniowany jest przez warunki:

S(n) =28 (E‘) dlan = 2,

Obliczmy na przyktad S(99) = 25({%‘) =

25(49) = 2x25(24) =2%2%25(12) =
2%2%x2x25(6) =2%2x2%2%25(3) =
2x2x2x2x2%x2%S5(1)=2%%1=2°



S(n) = 28 (E‘) dlan > 2

Ogodlnie S(n) jest najwieksza liczbg catkowita
postaci 2¢ gdzie 2“< n.



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Rownanie charakterystyczne

an=A-ay_1+B-a,_, (*)
gdzie:
B #0

Réwnaniem charakterystycznym powyzszej
zaleznosci nazywamy:

re—A-r—B =0
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Jesli r, 1, sg pojedynczymi rozwigzaniami
rownania charakterystycznego, to wzor jawny
rekurencji

a, =A-a,_1+B-a,_,
jest postaci:

an=Cl'7"{l+C2'T£1
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Jesli ry jest podwdjnym rozwigzaniem rownania
charakterystycznego, to wzor jawny rekurencji
(*) jest postaci:

a, =(C,+Cy-n)- 1y

60



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Wartosci statych C4, C, obliczamy
wykorzystujgc warunki poczgtkowe (startowe)
rekurencji.
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

/najdz wzor jawny na n-ty wyraz ciggu
Fibonacciego:
F,=0
F,=1
Fp=F,_1+F,_,

Fo=Fop1+ Fos
rée=r+1
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

rée—r—1=0

63



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Fo=Fop1+Fys

r’=r+1

rée—r—1=0
A=(=1)%2—4-1-(-1)=1+4=5
VA =+/5
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Fo=Fop1+Fys

r’=r+1

rée—r—1=0
A=(=1)%2—4-1-(-1)=1+4=5
VA =+/5

1—+/5
2

T']_:
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Fo=Fop1+Fys
r’=r+1
rée—r—1=0
A=(-1)2—4-1-(-1)=1+4=5
VA =+/5

~1-+/5

=
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Fn —_ C17"1n + Czrzn

1—-+/5
Fn:C]_.

2

o

1++/5

2

>n

67



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Fn —_ C17"1n + Czrzn

1—-+/5
Fn:C]_.

2

o

1++/5

2

>n

68



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Fn —_ C17"1n + Czrzn

1-+5
Fn:C]_. >
F0=0
F1=1

o

1++/5

>n
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

v

(=)o
Cl’ +Cz
\ 2

( Cl‘I‘CZ:O

1++/5

2

)-1
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

A

(=)o
Cl’ +Cz
\ 2

( Cl‘I‘CZ:O

1++/5

2

)-1
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

72



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

- 1 -5\ 1++5\
e (5 e (12
P P

1 — \/’g' 2_\/'5
i _i.(l—\/§>n+i.(1+\/§
n =T E\T 2 N
(1+\/§)"_(1—\/§)n
2 2
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Ztota liczba (liczba ,fi”):

— lim Fn+1
L E,
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Ztota liczba (liczba ,fi”):

: Fn+1
@ = lim
n-oo F,
RRT Fn+1_ . Fn+Fn—1
@ = lim = lim
n—00 Fn Nn— 0o -
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Ztota liczba (liczba ,fi”):

: Fn+1
@ = lim
n-oo F,
RRT Fn+1_ . Fn+Fn—1_ :
@ = lim = lim = lim
n—oo Fn n—oo - n—oo

F
(1+

n-—1

n

)
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Ztota liczba (liczba ,fi”):

: Fn+1
@ = lim
Nn— 0o Fn
RRT Fn+1_ . Fn+Fn—1_ :
@ = lim = lim = lim
n—00 Fn Nn— 0o - Nn—00
1+ lim ——
Nn— oo Fn

F
(1+

n-—1

n

)
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Ztota liczba (liczba ,fi”):

: Fn+1
@ = lim
n-o [
E E, +F,_ E,_
@ = lim B = lim 2 nl:lim(1+n1)=
n-o [, Nn— 0o - Nn—00 Fn
E, _ 1
14 lim —— =1+ o
oo by lim "

n—-ocofin-1



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Ztota liczba (liczba ,,fi”):

: Fn+1
@ = lim
n-o [
E E, +F,_ E,_
@ = lim B = lim 2 nl:lim(1+n1)=
n-o [, Nn— 0o - Nn—00 Fn
E, _ 1 1
1+ lim =2 =1+ — =1+~
oo by lim " v

n—-ocofin-1



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

@ to jedyna liczba dodatnia o tej wtasnosci, ze
jej odwrotnosc jest o 1 od niej mniejsza i jedyna
taka, ktorej kwadrat jest o 1 od niej wiekszy.

1+1
Y=
‘%

p-=¢@+1
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Wzor jawny ciggu Fibonacciego:

(=) (=)

E, = =
(1+x/§>n_(_x/§—1)n
72 3
E, = =
n 1n
oY
T
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Ztoty podziat:

a+b

/toty podziat fascynowat artystow. Mozna go
spotkac w architekturze, malarstwie, muzyce.
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Niech:
a,=A-a,_1+B-a,_,+C-a,_z(**)
gdzie:
C+0

Réwnaniem charakterystycznym powyzszej
zaleznosci nazywamy:

r3—A-r*2—B-r—C=0
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Jesliry, r,, 3 sg pojedynczymi rozwigzaniami
rownania charakterystycznego, to wzor jawny
rekurencji (**) jest postaci:

an=C1°Tfl+C2°T271+C3°T§1

85



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Jesli ry, r1 sg odpowiednio podwdjnym

| pojedynczym rozwigzaniem rownania
charakterystycznego, to wzor jawny rekurencji
(**) jest postaci:

a, =(C;+C, -n)-ry+Cz-1{
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Jesli ry jest potréjnym rozwigzaniem rownania
charakterystycznego, to wzor jawny rekurencji
(**) jest postaci:

an=(C1+C2-n+C3-n2)-Tgl
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Wartosci statych C4, C,, C5 obliczamy
wykorzystujgc warunki poczgtkowe (startowe)
rekurencji.
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

/najdz wzor jawny na n-ty wyraz ciggu:

a1:2
a2:4
a3=_2

a,=2-a,_1+7-a,_,+4-a,_5
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna
r3=2r“+7r+4
3 _ 2 __ — A — —
r 21 r—4=0 (rpy =-1)
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a, =2 -apn_1+7 -ap_»+4-a,_3
r3=2r*+7r+4

r3—2r2=7r—4=0 (ry = —1)
r34+12—-3r—-3r—4r—4=0
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a, =2 -apn_1+7 -ap_»+4-a,_3
r3=2r*+7r+4
r3—2r2=7r—4=0 (ry = —1)
r3+r2—3r—3r—4r—4=0
r‘r+1)=3r(r+1)—4(r+1) =0
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a, =2 -apn_1+7 -ap_»+4-a,_3
r3=2r“+7r+4
r3—2r2=7r—4=0 (ry = —1)
r3+r2—3r—3r—4r—4=0
r‘r+1)=3r(r+1)—4(r+1) =0
r+1D)@*=3r—4)=0
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a, =2-au_1+7-a,_,+4-a,_;
r3=2r“+7r+4
r3—2r2=7r—4=0 (ry = —1)
r3+r2—3r—3r—4r—4=0
r‘r+1)=3r(r+1)—4(r+1) =0
r+1D)@*=3r—4)=0
r+1Dr+1)(r—-4)=0

r; = —1 (rozwigzanie podwojne)

r, = 4 (rozwigzanie pojedyncze)
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

an — (Cl ~+ nCZ)r{l + Cgrzn
an — (C]_ ~+ nCZ)(_].)n + Cg . 47’1
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

a, = (C; + nCy)r{* + C31)'

a, = (C; +nCy))(—1)" + C5 - 4™
a, =2

a, =4

a3=_2
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

a, = (C; + nCy)r{* + C31)'

a, = (C; +nCy))(—1)" + C5 - 4™

a, =2

a, =4

az; = —2

a, =(C;+C)(—D+C5-41 =2

a, = (C; + 2C,)(—1)* + C5-4* =4
a; = (C; +3C,)(—1)> + C5 - 43 = =2
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

—C,—C, +4C; =2

C, + 2C, + 16C,
—C, — 3C, + 64C,

4
—2
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

—C, —C, +4C;y =2
C,+2C, +16C; = 4
_Cl — 3C2 + 64‘63 — _2

(C_ 152
1= 25
. C_zz
275
2
| (375
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

an —_ (Cl ~+ nCZ)(_l)n ~+ C3 . 47’1
152 22 2

C,=——— C=—,C; = —
1 25’74 5’73 95
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

an — (Cl ~+ nCZ)(_l)n + C3 . 4_71

. 152(:_22C_2
1= 9257727 5’73 " 95

_( 152+22) 1"+2 i
an=\"55 t5n)D +¢
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Jednorodna liniowa zaleznosc¢ rekurencyjna:
a, =By-a,_q1+B,-a,_,+...+B; - a,,_;
gdzie:
B, #0

Réwnaniem charakterystycznym powyzszej
zaleznosci nazywamy:

r‘*—B,-r*"1'—B,-r"?2— .. —B, =0
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

V 4 °

Jesli:
r‘*—B,-r*"1—B, -r'?— —B, =

(r—r)™ - (r—r)"2 ... (r—m)m

gdzie:
K
/\ m; =1, Zmi = [
i=1

1=1,2,...k
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

to:
= (Cy+ Cy - n+...4+Cp, -n™ 7)™ +
(D1+D2 n+...+Dy, -n™271) . "+

+(Zy +Zy -t A Zy, - n™eL) T
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Silnia:
_ n
n! =11,=1k,

gdzie:n € N,

Dodatkowo okreslamy:

Ol=1
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Silnia — wzor rekurencyjny:

0l=1
{n!=n-(n—1)!

gdzie:n € N.
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Symbol Newtona:

(n)_ n!
k) k!(n—k)
gdzie:n €N, 0 < k <n.
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Na przyktad:

6! 6!
(g) T20(6—2) 214!
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Na przyktad:

(6)_ 6! _ 6! _6'5'4!
2/ 216 —=2)! 2141 2.4
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Na przyktad:

6 6! 6! 6-5-4 6-5
2) T 21(6=2)1 2141 2.4 2
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Na przyktad:

6 6! 6! 6-5-4 6-5
2/ T 21(6=2) " 2141 2.4

8| 8|
(g) T 51(8—5) 53l
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Na przyktad:

(6)= 6! =i=6.5.4!=E=15
2) T 21(6=2) " 2141 2.4

(8): 8! :i:8'7°6°5!

5 5/(8—=5)! 5!3! 5!-6
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Na przyktad:

(6)_ 6! _ 6! _6'5'4!_6'5_15
2/ 21(6—=2)! 2141  2.41 -

8\ 8! ] _8-7-6-5!_8 e
(5)_5!(8—5)!_5!3!_ T
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Witasnosci symbolu Newtona:
L ()= (-

2 ()=, )=

3 (k) = Gz i)
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

115



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Ad.2.

ny n! _n-(n—l)!_
Q)_1un—nf‘(n—n!'”l

n! n-(n—1)
= =n

(no1) = '
n—-1 m-D'n-mn-1) n-1!1
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Ad.3.

n! n! n

(nfk)Z(n—k)!(n.—(n—k))!z(n—k)!-k!=(k)




3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Symbol Newtona — wzor rekurencyjny:
[ ()=t
(Z)1= Lo
n — —
()= G2 )+ (")



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

(=) + (")

(=) (")

(n—1)!

(n—1)!

T k-D'n—-1-(k—-1))

_|_

kl(n—1—-k)!



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Dowad (7) = (1 1)+ ("7 1)

n—1 n—1\ _ (n—1)! (n—-1!
(e— 1)+ ( k)‘(k—nun—1—m—1nﬁkmn—1—@f'
(n—1)! (n—1)!

k—Dm—K)! k(n—k—1)




3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Dowad (7) = (1 1)+ ("7 1)

_ _ n—1)! n—1)!
(Z—D+(nkw=Xk—nm;—1zw—4nfﬂdé—1zky=
(n—1)! (n—1)!
k—Dm—K)! k(n—k—1)
(n—1)! n—1)'k - (n=-D'k

k-—D'n-k)! kk-D'(n-k)! kl(n-k)
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Dowad (7) = (1 1)+ ("7 1)

_ _ n—1)! —1)!
(Z—D-I_(nk1)=(k—1)!(;—1z(k—1))!+k!(;n—1zk)!

(n—1)! (n—1)!
k—Dm—K)! k(n—k—1)

(n—1)! B (n—1)'k B (n—1)'k
k—D!'n—-k)! k(k—-D'n—-k) ki(n—-k)

(n—1)! m—-D!(n—-k)  (m-D!(n—k)

Kn—-k—-1! kKm—-k-D'tn—k)  kl(n—k)
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Dowad (7) = (1 1)+ ("7 1)

_ _ n—1)! —1)!
(Z—D-I_(nk1)=(k—1)!(;—1z(k—1))!+k!(;n—1zk)!

(n—1)! (n—1)!
k—Dm—K)! k(n—k—1)

(n—1)! B (n—1)'k B (n—1)'k
k—D!'n—-k)! k(k—-D'n—-k) ki(n—-k)

(n—1)! m—-D!(n—-k)  (m-D!(n—k)

Kn—-k—-1! kKm—-k-D'tn—k)  kl(n—k)

(n—l)_l_(n—l)_ (n—-Dlk (-DIn-k)

k—1 k )T k=K kK m—k)
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

, 4 (N —1 — 1Y.
bowsd ()= (1) + (")
_ N =Dk (n-1n—k
G—DJ’(nkl):k?(n—k)!J“ nk!(n—nk)! B
m—D'k+(n—1)!'(n—k)

kI (n— k)!



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Dowad (7) = (1 1)+ ("7 1)

(n—l)_l_(n—l)_ (n— D!k +(n—1)!(n—k)=

k—1 k 7/ kl(n—k)! k! (n—k)!
m-—Dk+(n-DIn—-k) m-D!(k+n—k)

kI (n— k)! kl'(n— k)
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Dowad (7) = (1 1)+ ("7 1)

(n—l)_l_(n—l)_ (n— D!k +(n—1)!(n—k)=

k—1 k 7/ kl(n—k)! k! (n—k)!

mM-Dk+(n-DIn—-k) (-Dik+n—k)

k!'(n—k)! k!'(n —k)!
(n—1)!n
k!'(n —k)!
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Dowad (7) = (1 1)+ ("7 1)

(n—l)_l_(n—l)_ (n— D!k +(n—1)!(n—k)=

k—1 k 7/ kl(n—k)! k! (n—k)!

mM-Dk+(n-DIn—-k) (-Dik+n—k)

kI (n— k)! kl'(n— k)

(n—Din n! _(n
kK'(n—k)! klin—k)! (k)
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Dwumian Newtona:

(a+b)" = z (Z) a*pk
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Na przyktad:

@+ =(2)az+(})atb? + (2)b? = a? + 2b + ?
(a=b)* = ((2)) a®+ (i) a'(=b)" + (;) (—b)? = a® — 2ab + b*
@iy = ()ar+ (Baw + (Qaw + (o -

a3 + 3a*b + 3ab? + b3

oy = () () (v

(et + Qs+ (v + ()



3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Dwumian Newtona (przypadek dla b = 1):

n

(a+1)" = z (Z) ak

k=0
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Trojkat Pascala:

1 2 10 10 2 1
1 B 15 20 13 B 1
1 7 21 33 33 21 7 1
1 8 2B 36 T0 56 28 8 1
B4 126 126 B4 36 9 1

()= G D)+ (")

=1 on ol W B = D
[
19
oy
e
[

LED
ot
LED
Lad
o
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3. Rekurencje — Matematyka Dyskretna

Na przyktad:

(a + b)® = a® + 6a°b* + 15a*h? + 20a3b3 + 15a%b* + 6alb> + b®

(a+b)” =a’ + 7a®b + 21a°b? + 35a*b3 + 35a3b* + 21a?b° + 7alb® + b7
(a —b) =a’ —7a°b* + 21a°b? — 35a*b3 + 35a3b* — 21a?b° + 7a'b® — b’

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 b 4 1

5 1 5 10 10 5 1

b 1 b 15 20 13 b 1

7 1 7 21 35 335 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9 1 9 36 84 126 126 B84 36 9 1
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