5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Matematyka Dyskretna

5. Teoria grafow

Grafy, macierze sqsiedztwa, drogi i cykle Eulera



Grafem G nazywamy uporzadkowang trojke
G = (V(G),E(G),y(G)), gdzie:

o V(G) jest niepustym zbiorem wierzchotkédw

grafu G(ang. Vertices)

o £ (G) jest zbiorem krawedzi grafu ¢ (ang.
Edges)

e v(G) jest funkcja incydencji grafu G




Funkcja incydencji w grafach nieskierowanych:

Y(G):E(G) — {v,, v v, v € V(G)}



Funkcja incydencji w grafach skierowanych:

)/(G) E(G) — {(vl' vk): Uy, Vg € V(G)}

Grafy skierowane nazywamy digrafami (ang.
directed graph).
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W dalszej czesci wyktadu pod pojeciem grafu
bedziemy rozumiec graf nieskierowany.



5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Krawedz e nazywamy krawedzig zwykia jezeli

taczy dwa rozne wierzchoftki, w przeciwnym
przypadku nazywamy jg petla.
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Krawedzie e i e, hazywamy krawedziami
wielokrotnymi jesliy(e;) = y(e,).
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Wierzchotkiem izolowanym nazywamy
wierzchotek, ktory nie jest koncem zadnej
krawedzi.
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Drogg grafu G nazywamy dowolny cigg
krawedzi (eq, ey, ..., ;) spetniajacy zaleznosc:
v(e;) ={v;,v;y1}. Mowimy, ze droga ta ma
dtugosé¢ n. Jesli v,,,; = v, to droge nazywamy
zamknieta.
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Droge nazywamy droga prostg, jesli wszystkie
krawedzie j3 tworzgce s3g rozne.
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Droge zamknietg nazywamy cyklem.

Zamknietg droge prostg nazywamy cyklem
prostym.
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Graf nie zawierajgcy cykli prostych nazywamy
grafem acyklicznym.
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Graf G nazywamy prostym jesli nie posiada
petli i krawedzi wielokrotnych.

Graf, ktory ma krawedzie wielokrotne lub petle
nazywamy multigrafem.
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Kazdy graf acykliczny jest grafem prostym.
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Stopniem wierzchotka v (deg(v)) grafu G
nazywamy liczbe krawedzi z v jako jednym
z wierzchotkow, przy czym petle zliczamy
oodwajnie.

Liczbg D,.(G) oznaczamy liczbe wierzchotkéw
grafu G stopnia x.
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Suma stopni wierzchotkow grafu G jest dwa
razy wieksza od liczby jego krawedzi, czyli:

> deg(v) =2 EG)

veV(G)
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Grafem regularnym stopnia n nazywamy graf,
w ktérym wszystkie wierzchotki sg stopnia n.

17



5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Grafem petnym nazywamy graf prosty,
w ktorym kazde dwa wierzchotki s3 potgczone
krawedzig.

Graf petny o n wierzchotkach oznaczamy
symbolem K.

18



5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Kl: O
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Kl: O

KZ: @,

O
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Kl: O

KZ: O
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K1: O

KZ: O @)
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Kazdy graf K., jest grafem regularnym stopnia
n— 1.

n
2

Graf K,, ma ( ) czyli n(n2—1) krawedzi.
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Jesli krawedz tgczy dwa wierzchotki, to
nazywamy je wierzchotkami sgsiednimi.

Macierzg sasiedztwa digrafu G on
wierzchotkach vy, v,, ..., vV, nazwiemy macierz
M wymiaru n X n, ktorej kazdy wyraz m;; jest
liczbg krawedzi od wierzchotka v; do
wierzchotka v;.
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Dla dowolnego digrafu G o n wierzchotkach
V1, V>, ..., Uy liczba drog o dtugosci p

z wierzchotka v; do wierzchotka v; jest réwna
elementowi m;; macierzy MP, gdzie M jest

macierzg sasiedztwa digrafu G.
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Przyktad:

Podaj ile jest drég dtugosci 4 z wierzchotka v
do v, oraz z wierzchotka v; do v, digrafu
O macierzy sgsiedztwa:
3 2 3
- [1 : 4

1 3 2
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M

3 2 3]

2 4
3 2.

1
1
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3 2 3
M=1|1 2 4
1 3 2.
14 19 23]
M? =19 18 19| (drogidtugosci 2)
1 8 14 109.

551 930 1120]
M* =440 761 910 | (drogi dtugosci 4)
1390 670 811
Jest 930 drog dtugosci 4 z wierzchotka v, do v, oraz 390

drdg dtugosci 4 z wierzchotka v5 do v;.
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Graf G nazywamy spojnym, jesli kazda para
roznych wierzchotkow jest potaczona drogg
w tym grafie.
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Graf H nazwiemy podgrafem grafu G, jezel,
V(H) € V(G),E(H) € E(G) oraz
Y(&)|gwy = v(H).
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Spojny podgraf, ktory nie jest zawarty
w wiekszym spojnym podgrafie grafu G,
nazywamy sktadowg grafu G.
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Zagadnienie mostow krdélewieckich (XVIII wiek):

Czy mozna przejsc kolejno przez wszystkie 7
mostow tak, zeby kazdy przekroczyé tylko raz?

.'L L : .i.
§ maan}_q ﬁ-"{.’* L@f e a ._
LSBAAR ,. L N
'ﬂﬁﬂ :: 5 -.-'4;;-:2__ -q-

36



5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Droga Eulera w grafie G nazywamy kazdg
droge prostg, zawierajgcg wszystkie krawedzie
grafu G.
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Cyklem Eulera w grafie G nazywamy kazdy cykl

prosty, zawierajgcy wszystkie krawedzie
grafu G.

Kazdy cykl Eulera jest rowniez drogg Eulera.
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Twierdzenie Eulera o istnieniu drogi Eulera
w grafie:

Graf G ma droge Eulera & graf G jest spojny
| ma doktadnie dwa wierzchotki stopnia

nieparzystego lub ma wszystkie wierzchotki
stopnia parzystego.

39



5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Twierdzenie Eulera o istnieniu cyklu Eulera
w grafie:

Graf G ma cykl Eulera & graf G jest spdjny i ma
wszystkie wierzchotki stopnia parzystego.
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