5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Matematyka Dyskretna

5. Teoria grafow

Drzewa, grafy dwudzielne, drogi i cykle Hamiltona



Funkcja f:X — Y jest,na” (jest surjekcjq), jesli
f(X)=Y.

Funkcja f:X — Y jest,roznowartosciowa”
(jest iniekcjg), jesli:

Vapex a # b= f(a) # f(b).

Funkcja f:X — Y jest bijekcjg, jesli jest
roznowartosciowa i ,na”.



5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna
Grafy:
[ ]

¢ G, = (V(G1),E(Gy),71(G1))
o (i, = (V(G;),E(Gy),y2(G3))

sg izomorficzne, jesli istniejg bijekcje:

f:V(G1) 2 V(Gy), g:E(G1) = E(Gy)

takie, ze:

yi(e) ={v, v} © 7y (9(9)) = {f(v), f(vi)}



5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

lzomorfizm grafow zachowuje wszystkie cechy
grafu, tj.:

e liczbe wierzchotkow,

e liczbe krawedzi,

e liczbe krawedzi wielokrotnych,

e liczbe petli,

e stopnie wierzchotkdéw.



5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

« Graf Petersena nazwa pochodzi od nazwiska durskiego

matematyka J. Petersena, ktoremu przypisuje sie pierwszg
publikacje na temat grafu w 1898 roku.

Graf Petersena Graf Petersena narysowany z dwoma  Graf Petersena narysowany tak, ze
przecieciami. wszystkie krawedzie s3 tej samej
dtugosci.


https://pl.wikipedia.org/w/index.php?title=Julius_Petersen&action=edit&redlink=1
https://pl.wikipedia.org/wiki/1898

5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Ktory z grafow jest izomorficzny z grafem A ?
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Graf B jest izomorficzny z grafem A. Na rysunku podano bijekcje
miedzy wierzchotkami obu grafow.

Graf C nie jest izomorficzny z grafem A, gdyz usuniecie dwoéch
zaznaczonych wierzchotkéw spowoduje, ze graf przestanie byc¢ spdjny.
W grafie A takie wierzchofki nie istniej3.




5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Drzewem T nazywamy kazdy graf spojny
i acykliczny.
Z acyklicznosci wynika brak krawedzi

wielokrotnych i petli w kazdym drzewie.

Wierzchotki stopnia 1 w drzewie nazywamy

lis¢mi.



5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Drzewo



Jesli graf G jest drzewem, to:

e kazde dwa wierzchotki grafu G potgczone s3
doktadnie jedng drogg prostg,

e graf G przestaje byc¢ spojny po usunieciu
dowolnej krawedzi,

e graf G przestaje byc¢ acykliczny po dodaniu
jakiejkolwiek krawedzi.



5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

1. Jesli graf G jest drzewem, to kazde dwa wierzchotki grafu
( potagczone sg doktadnie jedng drogg prosta.

Dowdd:
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

1. Jesli graf G jest drzewem, to kazde dwa wierzchotki grafu
( potagczone sg doktadnie jedng drogg prosta.

Dowadd: Niech graf G bedzie drzewem. Przypusé¢my, ze:

e istniejg dwa wierzchotki, ktore nie sg potgczone droga
prosta.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

1. Jesli graf G jest drzewem, to kazde dwa wierzchotki grafu
( potagczone sg doktadnie jedng drogg prosta.

Dowadd: Niech graf G bedzie drzewem. Przypusé¢my, ze:

e istniejg dwa wierzchotki, ktore nie sg potgczone droga

prostg. Zatem graf G nie jest spojny. Sprzecznosc, bo
graf G jest drzewem.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

1. Jesli graf G jest drzewem, to kazde dwa wierzchotki grafu
( potagczone sg doktadnie jedng drogg prosta.

Dowadd: Niech graf G bedzie drzewem. Przypusé¢my, ze:

e istniejg dwa wierzchotki, ktore nie sg potgczone droga
prostg. Zatem graf G nie jest spojny. Sprzecznosc, bo
graf G jest drzewem.

e istniejg dwa wierzchotki potgczone dwoma drogami
prostymi.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

1. Jesli graf G jest drzewem, to kazde dwa wierzchotki grafu
( potagczone sg doktadnie jedng drogg prosta.

Dowadd: Niech graf G bedzie drzewem. Przypusé¢my, ze:

e istniejg dwa wierzchotki, ktore nie sg potgczone droga
prostg. Zatem graf G nie jest spojny. Sprzecznosc, bo
graf G jest drzewem.

e istniejg dwa wierzchotki potgczone dwoma drogami
prostymi. Zatem istnieje cykl prosty w grafie G.
Sprzecznosc, bo graf G jest drzewem.
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2. Jesli graf G jest drzewem, to przestaje byc spojny po
usunieciu dowolnej krawedzi.

Dowodd:
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

2. Jesli graf G jest drzewem, to przestaje byc spojny po
usunieciu dowolnej krawedzi.

Dowadd: Niech graf G bedzie drzewem. Przypuscmy, ze po
usunieciu dowolnej krawedzi e;,, pomiedzy dowolnymi
wierzchotkami v; i v; jest spojny.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

2. Jesli graf G jest drzewem, to przestaje byc spojny po
usunieciu dowolnej krawedzi.

Dowadd: Niech graf G bedzie drzewem. Przypuscémy, ze po
usunieciu dowolnej krawedzi e;,, pomiedzy dowolnymi
wierzchotkami v; i v; jest spojny. Czyli pomiedzy v; i v;
istnieje droga prosta. Zatem przed usunieciem krawedzi e,
istniat cykl prosty w grafie G. Sprzecznosc, bo graf G jest
drzewem.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

3. Jesli graf G jest drzewem, to przestaje byc¢ acykliczny po
dodaniu jakiejkolwiek krawedzi.

Dowodd:
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

3. Jesli graf G jest drzewem, to przestaje byc¢ acykliczny po
dodaniu jakiejkolwiek krawedzi.

Dowodd: Niech graf G bedzie drzewem. Wezmy dwa dowolne
wierzchotki v; i v;. Istnieje pomiedzy nimi droga prosta. Po

dodaniu pomiedzy nimi krawedzi ...
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

3. Jesli graf G jest drzewem, to przestaje byc¢ acykliczny po
dodaniu jakiejkolwiek krawedzi.

Dowodd: Niech graf G bedzie drzewem. Wezmy dwa dowolne
wierzchotki v; i v;. Istnieje pomiedzy nimi droga prosta. Po
dodaniu pomiedzy nimi krawedzi powstaje cykl prosty,

a zatem graf G przestaje byc¢ acykliczny.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Drzewo 0 n wierzchotkach ma doktadnien — 1

Krawedzi.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

T(n): Drzewo o n wierzchotkach ma doktadnie n — 1 krawedzi,
n € N,

Krok 1:
T(1):
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

T(n): Drzewo o n wierzchotkach ma doktadnie n — 1 krawedzi,
n € N,

Krok 1:
T(1):

Wezmy drzewo o 1 wierzchotku. Drzewo takie ma 0 krawedzi.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

T(n): Drzewo o n wierzchotkach ma doktadnie n — 1 krawedzi,
n € N,

Krok 2: wezmy dowolne ny € N
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

T(n): Drzewo o n wierzchotkach ma doktadnie n — 1 krawedzi,
n € N,

Krok 2: wezmy dowolne ny € N

Zatozenie: T(ngy): Drzewo o n, wierzchotkach ma doktadnie
no — 1 krawedzi.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

T(n): Drzewo o n wierzchotkach ma doktadnie n — 1 krawedzi,
n € N,

Krok 2: wezmy dowolne ny € N

Zatozenie: T(ngy): Drzewo o n, wierzchotkach ma doktadnie
no — 1 krawedzi.

Teza: T(ny + 1): Drzewo o ny + 1 wierzchotkach ma doktadnie n,
krawedzi.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

T(n): Drzewo o n wierzchotkach ma doktadnie n — 1 krawedzi,
n € N,

Krok 2: wezmy dowolne ny € N

Zatozenie: T(ngy): Drzewo o n, wierzchotkach ma doktadnie
no — 1 krawedzi.

Teza: T(ny + 1): Drzewo o ny + 1 wierzchotkach ma doktadnie n,
krawedzi.

Dowdd: Przy dodawaniu wierzchotka do istniejgcego drzewa,
dodajemy tez doktadnie jedng krawedz. Drzewo o n,
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

wierzchotkach ma doktadnie ny — 1 krawedzi. Po dodaniu
wierzchotka bedzie miato ny krawedzi.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

T(n): Drzewo o n wierzchotkach ma doktadnie n — 1 krawedzi,
n € N,

Na mocy zasady indukcji matematycznej T(n) zachodzidlan € N.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Drzewo binarne to drzewo, w ktérym wszystkie
wierzchotki sg co najwyzej 3 stopnia.

Ukorzenione drzewo binarne to drzewo
binarne, w ktorym zostat wyrdzniony jeden
wierzchotek stopnia 2 (zwany korzeniem).
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Drzewo regularne to ukorzenione drzewo
binarne, w ktérym wszystkie wierzchotki
(oprécz korzenia) majg stopien 3 lub 1.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Drzewo binarne?
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Drzewo binarne? TAK
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Drzewo binarne? TAK

Drzewo regularne?
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Drzewo binarne? TAK

Drzewo regularne? NIE
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Drzewo binarne?
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Drzewo binarne? TAK
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Drzewo binarne? TAK

Drzewo regularne?
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Drzewo binarne? TAK

Drzewo regularne? TAK
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Drzewo binarne?
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Drzewo binarne? NIE
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Drzewo binarne? NIE

Drzewo regularne?
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Drzewo binarne? NIE

Drzewo regularne? NIE
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Drzewem spinajgcym (rozpinajacym) T grafu G
nazywamy podgraf grafu G, ktory jest drzewem

| zawiera kazdy wierzchotek grafu G, czyli
V(G) = V(T).
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Drzewo spinajgce
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Graf G jest spojny & graf G ma drzewo
spinajgce.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Graf K,, ma n™ % drzew spinajacych.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Droge nazywamy drogg Hamiltona jesli

orzechodzi przez kazdy wierzchotek grafu
doktadnie jeden raz.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Cykl, ktory przechod

Zi przez kazdy wierzchotek

grafu doktadnie jeden raz, z wyjatkiem

ostatniego wierzchotka, ktérym ponownie jest

pierwszy wierzchote
Hamiltona.

K, nazywamy cyklem
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Graf majacy cykl Hamiltona nazywamy grafem
hamiltonowskim.

Graf hamiltonowski po dodaniu nowych
Krawedzi nie przestaje byc¢ grafem
namiltonowskim.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Kodem Gray’a dtugosci n nazywamy takie
uporzadkowanie wszystkich 2" ciggdw n cyfr
binarnych, ze kolejne ciggi roznig sie

doktadnie jedng cyfrg. To samo dotyczy
plerwszego | ostatniego ciggu.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Na przyktad dla n = 2 uporzgdkowanie 00, 01,
10, 11 jest zte bo pomiedzy 01 a 10 jest roznica
dwoch pozycji, rowniez pomiedzy 11 (ostatnim)
a 00 (pierwszym) jest roznica na dwoch
pozycjach. Natomiast cigg 01, 11, 10, 00

jest dobrym ciggiem kodoéw Gray’a.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

/najdowanie kodéw Gray’a jest rownowazne
znajdowaniu cyklu Hamiltona w grafach G,

gdzie V (G) = {0, 1}", E(G) ={{u,v} : u, v EV (G) A
uivroznig sie doktadnie 1 cyfra}.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

000
001
010
011
100
101
110

N o o AW N, O

111
Cyklem Hamiltona jest np. cigg wierzchotkow:

{0,1,3,7,5,4,6,2,0}1ub {0, 2,3,1,5, 7,6, 4, 0}
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Kazdy graf K,, dlan = 3 jest hamiltonowski.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Graf prosty G o co najmniej trzech
wierzchotkach jest hamiltonowski jesli:

/\ deg(v) = W(ZG)‘

veV(G)
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Graf prosty G jest hamiltonowski jesli:

1
EG)] 25 (V6] = DAVG)] = 2) + 2
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Graf G nazywamy grafem dwudzielnym jesli
zbior V(@) jest sumg dwoch niepustych
zbioréw roztgcznych V; i V, takich, ze kazda

krawedz w grafie G t3czy wierzchotek ze zbioru
V; z wierzchotkiem ze zbioru V5.
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Graf dwudzielny
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Graf dwudzielny G nazywamy petnym grafem

dwudzielnym K, ,,, jesli [V,| = ni |V,
oraz kazdy wierzchotek zbioru V; jest
doktadnie jedng krawedzig z kazdym
wierzchotkiem zbioru V.

Grafy K, ., | Ky 1, S izomorficzne.

—m

notgczony
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Graf petny dwudzielny K3
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Graf petny dwudzielny K3 3
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Zatézmy, zen +m = 3.
Graf K, ,, ma cykl Hamiltona & n = m.

Graf K, ,, ma droge Hamiltona & |n —m| < 1.
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Kolorowanie

Graf bez petli G jest k -kolorowalny
prawidtowo, jesli kazdemu wierzchotkowi
mozna przyporzadkowac jeden z k kolorow

w taki sposob, ze wierzchoftki sgsiednie maj3
rozne kolory. Przez y(G) oznaczamy liczbe
chromatyczng grafu G, czyli minimalhg wartosc
k, dla ktorej graf jest k — kolorowalny.
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

Dla grafu pethego n — wierzchotkowego
X(Kn) —n

Graf dwudzielny jest 2 — kolorowalny
(bichromatyczny).

Kazde drzewo o n = 2 wierzchotkach jest 2 —

kolorowalne.
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Problem 4 barw na przyktadzie mapy USA

W1852r. Francis Guthrie zauwazyt,zemape
hrabstwAnglii mozna pokolorowac 4 barwami i
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5. Teoria graféw — Matematyka Dyskretna

zastanawiat sie czy jest to prawdziwe dla kazdej
mapy. Arthur Cayley w 1878 pierwszy opisat

problem. W XIX wieku nie udato sie udowodnic
tego stwierdzenia.
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Poprawny dowod opracowali Kenneth Appel

| Wolfgang Haken w 1977r., ale byt on
powaznie wspierany programem
komputerowym. W 1997 roku pojawit sie nowy
dowdd tego wyniku, rowniez wykorzystujgcy
komputer, ale w sposob istotnie mniej
skomplikowany. Jego autorami sg: Robertson,
Sanders, Seymour i Thomas z Atlanty.
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