7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Matematyka Dyskretna

7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo catkowite, wzor Bayesa, zmienna losowa



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad:

Firma A

Czescl 40% 10% 50%
kupione

Czgscl 5% 20% 3%
wadliwe

Oblicz prawdopodobienstwo zakupienia czesci
wadliwe;j.
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P(A)

10



P(W) = P(A) - P(W|A) + P(B) - P(W|B) + P(C) - P(W|C)



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Zdarzenia losowe By, B,, ..., B, € L nazywamy
uktadem zupetnym zdarzen jesli:

e Uiz B; = Q.

e \i+;B; N B; = @ (roztgcznosc)

e \;,P(B;) >0
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

U nas uktad zupetny zdarzen tworzg: A, Bi C:
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

U nas uktad zupetny zdarzen tworzg: A, Bi C:
e AUBUC(C = ()
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

U nas uktad zupetny zdarzen tworzg: A, Bi C:

e AUBUC =)
e ANB=0,ANC=0,BNC =0
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U nas uktad zupetny zdarzen tworzg: A, Bi C:

e AUBUC(C =
e ANB=@0,ANC=0,BNC =0
e P(A)>0,P(B)>0,P(C) >0



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Prawdopodobienstwo catkowite (zupetne):

Niech B4, B,, ..., B,, € () tworzg uktad zupetny
zdarzen. Wtedy dla dowolnego zdarzenia
AcCO:

P(A)= ) P(By)- P(AIB))
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U nas:

P(W)=P(A)-P(W|A)
P(C)-P(W|C)

P(B) - P(W|B)




7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Poprawnosc¢ wzoru na prawdopodobienstwo
catkowite (szkic):
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Poprawnosc¢ wzoru na prawdopodobienstwo
catkowite (szkic):
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Poprawnosc¢ wzoru na prawdopodobienstwo
catkowite (szkic):
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Poprawnosc¢ wzoru na prawdopodobienstwo
catkowite (szkic):
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Poprawnosc¢ wzoru na prawdopodobienstwo
catkowite (szkic):
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Poprawnosc¢ wzoru na prawdopodobienstwo
catkowite (szkic):

W=@AnW)UBAW)UCNW)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Poprawnosc¢ wzoru na prawdopodobienstwo
catkowite (szkic):
W=AnW)UBNW)U(CNW)
P(W)=PANW)+PBNW)+P(CnW)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Poprawnosc¢ wzoru na prawdopodobienstwo
catkowite (szkic):
W=AnW)UBNW)U(CNW)
P(W)=PANW)+PBNW)+P(CnW)

P(ANW)
P(4)

P(W|A) =

26



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Poprawnosc¢ wzoru na prawdopodobienstwo
catkowite (szkic):

W=AnNW)UBnNW)U(CNW)
P(W)=PANW)+P(BNW)+P(CnW)
P(ANW)

P(W|A) = P P(ANW) = P(A) - P(W|A)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Poprawnosc¢ wzoru na prawdopodobienstwo
catkowite (szkic):

W=AnNW)UBnNW)U(CNW)
P(W)=PANW)+P(BNW)+P(CnW)

P(W|A) = P(ﬁ&)w) = P(ANW) = P(A) - P(W|A)

P(BNW) = P(B) - P(W|B)
P(CnW) = P(C) - P(W|C)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Poprawnosc¢ wzoru na prawdopodobienstwo
catkowite (szkic):
W=AnW)UBNW)U(CNW)
P(W)=PANW)+PBNW)+P(CnW)

P(ANW)
P(4)

P(BNW) = P(B) - P(W|B)
P(CNW) = P(C) - P(W|C)
P(W) = P(A) - P(W|A) + P(B) - P(W|B) + P(C) - P(W|C)

P(W|A) = = P(ANW) = P(A) - P(W|A)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

pwW)=04-005+01-02+05-0,03 =

31



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

pwW)=04-005+01-02+05-0,03 =
0,02+ 0,02 + 0,015 = 0,055
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad:

‘ Firma A _ B _ C
Czescl 40% 10% 50%
kupione
Czgscl 5% 20% 3%
wadliwe

Wiadomo, ze otrzymalismy czes¢ wadliwa.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze zostata ona
zakupiona w firmie B.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

P(A)
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P(A)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

P(A)

P(B|W) =?
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Wzor Bayesa:

Niech B¢, B,, ..., B,, € () tworzg ukfad zupetny

zdarzen. Wtedy dla dowolnego zdarzenia
AcCQ:

P(By) - P(A|By)
i=1 P(B)) - P(A|By)’

P(B,|A) = kef1,2,..,n)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobiefstua — Matematyka Dyskretna
Dowdd:

Niechk € {1,2,..,n}.
P(BilA) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
/7

Dowdd:

Niechk € {1,2,..,n}.

P(B;, N A)
P(A)

P(BylA) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dowod:

Niechk € {1,2,..,n}.
P(B, N A)
P(4)
P(A N By)
P(By)

P(BylA) =

P(A|By) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dowod:

Niechk € {1,2,..,n}.

P(B,NA
P(BIA) =~
P(AIB,) = P(ANBy)

P(By)

= P(B, N A) = P(By) - P(A|By)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobiefstua — Matematyka Dyskretna

Dowdd:

Niechk € {1,2,..,n}.

P(B, N A)
P(A)

P(A|B,) = P(If(gj") = P(B, N A) = P(By) - P(A|By)

P(BylA) =

P(A) = Y- {P(B;) - P(A|B;) (prawd. catkowite)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
Dowdd:

Niechk € {1,2,..,n}.

P(B, NA
P(BIA) =~
P(ANBy)
P(A[By) = P(B) = P(B N A) = P(By) - P(A|By)
P(A) = Y- {P(B;) - P(A|B;) (prawd. catkowite)
P(B, N A)
P(B|A) = =

P(A)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
Dowdd:

Niechk € {1,2,..,n}.

P(B, N A
P(BylA) = (P’Z;) )
P(AN B,
P(A[By) = P(B) = P(B N A) = P(By) - P(A|By)

P(A) = Y- {P(B;) - P(A|B;) (prawd. catkowite)
P(BynA)  P(By): P(A|By)
P(A) X, P(B)-P(A|B)

P(BylA) =
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P(B)-P(W|B)

P(B|W) =

P(A)-P(W|A) +P(B) -P(W|B)+ P(C)-P(W|C) =



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

0,1-0,2

P(B|W) =
(BIW) 04-005+01-0,2+0,5-0,03
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

0,1-0,2 0,02 4

P(B|W) =

04-005+01-0,2+0,5-0,03 N 0,055 11 =«



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad 2

Zatozmy, ze na rynku znajdujg sie tylko dwa
rodzaje oleju (O1 i 0O2). Prawdopodobienstwo
awarii w ciggu roku zespotu napedowego przy
stosowaniu oleju O1 wynosi 0,02; analogicznie
prawdopodobienstwo, przy zastosowaniu oleju 02
wynosi 0,01. Jakie jest prawdopodobienstwo
awarii w ciggu roku zespotu napedowego losowo
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

wybranego samochodu, jesli wiadomo, ze 70%

kierowcow stosuje olej O1, a 70% olej 027

Jaka jest czestos¢ stosowania oleju 01 w
samochodach ulegajgcych awarii?

Przyjmijmy oznaczenia:
Al- kierowca stosuje olej O1
A2- kierowca stosuje olej O2

A - silnik ulegnie awarii w ciggu roku.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

P(A)=P(A\A1)P(A1)+ P(A\A2)P(A2)=
=0,02*0,7+0,01*0,3=0,017

pa1]4) — P(A1) - P(A]A1) 0,7%0,02 14
4) = P(A) 0,017 17

P(42|4) = P(A2) - P(A]A2) 03%0,01 3
[4) = P(A) 0,017 17
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przeprowadzane w praktyce badania i
eksperymenty majg roznorodny charakter,
niemniej jednak wigzg sie z rejestracjg jakichs
sygnatow (danych). Moga to byC np. odczyty na
skali, koncowe parametry procesu

technologicznego, brak lub wyrdb spetniajacy
wymagania normy, predkos¢ czgsteczki gazu
itp. Sygnaty te czesto albo same majg pewne

wartosci liczbowe, albo mozna im przypisac

51



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

pewne charakterystyki licz

oowe (np. liczba

brakow w danej partii produkcji).

Takie charakterystyki liczbowe, ktore przy

powtorzeniach eksperymentu przyjmujg rozne

wartosci, okresla sie mianem zmiennych

losowych.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dowolng funkcje X: () —- R nazywamy zmienng
losowg okreslong na przestrzeni zdarzen
elementarnych (.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Symbolem X () oznaczamy zbiér wartosci
zmiennej losowej X:

X(Q) ={X(w):w € Q}

54



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad 1:

Odbior partii produktow. Rozwazmy losowanie
produktow z partii w celu zbadania ich jakosci.
Okreslmy zmienng losow3:

1, jeSli w = wylosowano wyrdb wadliwy
0, jesli w = wylosowano wyrob dobry

X(w) = {

Ta zmienna losowa przyjmuje tylko dwie
wartosci i jest nazywana zerojedynkows.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad 2:

Rzucamy raz szescienng kostka do gry.

56



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Rzucamy raz szescienng kostka do gry.

()
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Rzucamy raz szescienng kostka do gry.

()

X(Q2)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Rzucamy raz szescienng kostka do gry.

()

X)) ={-11}

X(Q2)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

/mienng losowag X nazywamy dyskretna
(skokowa) jesli X (1) jest przeliczalny.

Dwa zbiory X i Y nazywamy réwnolicznymi,
jesliistnieje bijekcja f: X = Y.

Zbior przeliczalny to zbior skonczony lub
rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych N.

60



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

e N — przeliczalny

e /. — przeliczalny

o () — przeliczalny

e R\Q — nieprzeliczalny
e R — nieprzeliczalny

61



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

/mienna losowa jest typu dyskretnego

(skokowego), jezeli dla pewnego, skonczonego
lub nie, zbioru W={k4,k,,...} zachodzi:

p; = P({weQ: X(w)=k;})>0 dla kieW
oraz ), p; =1

Punkty k; nazywa sie punktami skokowymi
(atomami), a p;skokami funkcji rozktadu
prawdopodobienstwa zmiennej losowej X.

62



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad:

Rzucamy dwoma symetrycznymi kostkami.
Niech:

X.(k,1) =k+1dla (k1) €Q
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

X ('Q') —
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

X.(Q) =1{2,3,4,..,12}
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

X.(Q) =1{2,3,4,..,12}

k 2 | 3|4

P(Xs = k)
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X.(Q) =1{2,3,4,..,12}

k 2 | 3|4

P(Xs = k)

P(X; =2) =



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

X.(Q) =1{2,3,4,..,12}

k 2 | 3|4

P(Xs = k)

P(Xs=2) =PA(LD)) =



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

X.(Q) =1{2,3,4,..,12}

k 2 1 3145

P(Xs = k)

P(Xs =2) = PEA, D) = —



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

X.(Q) =1{2,3,4,..,12}

k 2 1 3145

P(Xs=k) | —
(X =) | o

P(Xs =2) = PEA, D) = —



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

X.(Q) =1{2,3,4,..,12}

k 2 314 5
1
P(Xs; = k) %

P(Xs =2) = PEA, D) = —
P(X, =3) =



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

X.(Q) =1{2,3,4,..,12}

k 21314 5 6
1| 2
PIs=1) 35 36

P(Xs =2) = PEA, D) = —

P(X; = 3) = P({(21),(1,2)D) = =



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

X.(Q) =1{2,3,4,..,12}

k 21314 5 6
1| 2
PIs=1) 35 36

P(Xs =2) = PEA, D) = —

P(X; = 3) = P({(21),(1,2)D) = =
P(X; =4) =



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

X.(Q) =1{2,3,4,..,12}

k 213 4.5 6|7
12 3
PMs =K 32136 36

P(Xs =2) = PEA, D) = —

P(X; = 3) = P({(21), (1,2)}) = =

2
36

P(X, =4 =PU{(3,1),(13),(22)}) ==



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

X.(Q) =1{2,3,4,..,12}

3 21314 5/ 6 78 9|10 11 12
P(Xs = k) 316 326 336 346 356 366 356 346 336 326 316
P(X;=2)=P{(1,D}) = 3_16

P(X; = 3) = P({(21),(1,2)D) = =

P(Xs;=4)=P{(31),(13),(22)}) ==

3
36

76




Funkcja rozktadu prawdopodobienstwa
(krotko: rozktadem prawdopodobienstwa)
zmiennej losowej dyskretnej X nazywamy
funkcje fx: R — [0,1] taka, ze:

N\ fx(k) = PCX = k0

keR



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dla dowolnej funkcji rozktadu
prawdopodobienstwa zachodzi:

> =1

KEX(Q)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

X.(Q) =1{2,3,4,..,12}

k 2 3 4 /5|6 789 10|11 12
pt—y L 23 4 5 6 5 4 32 1
* 36 |36 36 36 36 36|36 36 36 36 36

1
36

e
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36




7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dyskretne zmienne losowe X i Y s3 niezalezne
jesli:
/\ PX=kY=10)=PX=k) PY =1

kex(Q)
leY (Q)

80



Przyktad:
Niech X(Q)) = {—1,0},Y(Q) = {1,2} oraz:
P(X=0,Y=1) =042
P(X=0,Y =2) = 0,28
P(X=-1,Y =1)=0,18

Czy zmienne losowe X i Y sg niezalezne?



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

—1
0,18

X=0
0,42
0,28

P(Y = )
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

—1
0,18
0,12

X=0
0,42
0,28

P(Y = )
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

—1

0,18

0,12
0,3

X=0
0,42
0,28

0,7

P(Y = )
0,6
0,4
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

—1 X=0 )
0,18 0,42 0,6
0,12 0,28 0,4
PX=k 0,3 0,7 1

PX=-1)-P(Y=1) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

—1 X=0 )
0,18 0,42 0,6
0,12 0,28 0,4
PX=k 0,3 0,7 1

P(X=-1)-P(Y¥=1)=0,3-0,6 = 0,18
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

—1 X=0 P(Y =1
0,18 0,42 0,6
0,12 0,28 0,4
PX=k 0,3 0,7 1

PX=-1)-P(r=1=03:-06=018=P(X =—-1,Y =1)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

—1 X=0 P(Y =1
0,18 0,42 0,6
0,12 0,28 0,4
PX=k 0,3 0,7 1

P(X=-1)-P(¥=1)=03-06=018=P(X =—-1,Y = 1)
P(X=-1)-P(Y¥=2)=03-04=012=P(X = —1,Y = 2)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

—1 X=0 P(Y =1
0,18 0,42 0,6
0,12 0,28 0,4
PX=k 0,3 0,7 1

P(X=-1)-P(¥=1)=03-06=018=P(X =—-1,Y = 1)
P(X=-1)-P(Y¥=2)=03-04=012=P(X = —1,Y = 2)
P(X=0)-P(Y=1)=0,7-06=042=P(X =0,Y = 1)
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PX=k 0,3 0,7 1

P(X=-1)-P(¥=1)=03-06=018=P(X =—-1,Y = 1)
P(X=-1)-P(Y¥=2)=03-04=012=P(X = —1,Y = 2)
P(X=0)-P(Y=1)=0,7-06=042=P(X =0,Y = 1)
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—1 X=0 P(Y =1
0,18 0,42 0,6
0,12 0,28 0,4
PX=k 0,3 0,7 1

P(X=-1)-P(¥=1)=03-06=018=P(X =—-1,Y = 1)
P(X=-1)-P(Y¥=2)=03-04=012=P(X = —1,Y = 2)
P(X=0)-P(Y=1)=0,7-06=042=P(X =0,Y = 1)
P(X=0)-P(Y=2)=0,7-04=028=PX=0,Y =2)

X, Y —niezalezne
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Przyktad:

Rzucamy dwa razy symetryczng kostka. Niech
X1 to wynik rzutu na pierwszej kostce, zas X to
suma oczek na obydwu kostkach. Czy zmienne

losowe X, oraz X, sg niezalezne?
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Pokazemy, ze zmienne X; i X sg zalezne:
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Pokazemy, ze zmienne X; i X sg zalezne:

P(X,=1) =

94



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
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Pokazemy, ze zmienne X; i X sg zalezne:

1
1
P(X,=12) = —
P(X, = 1,X, = 12) =

96



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Pokazemy, ze zmienne X; i X sg zalezne:

1
1
P(X,=12) = —
P(X, =1,X, = 12) = 0
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Pokazemy, ze zmienne X; i X sg zalezne:

1
1
P(X,=12) = —
P(X, =1,X, = 12) = 0

1—

P(X,=1) P(X;=12) == ===

o) o
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Pokazemy, ze zmienne X; i X sg zalezne:
P(X; =1) =%
1
P(X,=12) = pv
PX;=1,X.,=12)=0
1

1 1
P(Xy=1)-P(X; =12) == —=—# P(X; = 1,X; = 12)
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Pokazemy, ze zmienne X; i X sg zalezne:
P(X; =1) =%
1
P(X,=12) = pv
PX;=1,X.,=12)=0
1

1 1
P(Xy=1)-P(X; =12) == —=—# P(X; = 1,X; = 12)

X1, X; —zalezne
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Dyskretne zmienne losowe X, X5, ..., X;, S3
niezalezne jesli:

n
P(X, = ki, X, = ky, o X, = k) = ﬂp(xi = k)
ki€X;(Q) =1
1€{1,2,..n}
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