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Cel ¢wiczenia.

Celem ¢wiczenia jest obliczanie dwuwymiarowego rozktadu pola temperatury przy danych
warunkach brzegowych | rodzaju (warunkach Dirichleta) oraz zapoznanie sie z metodami
rozwigzywania uktadow n rownan liniowych z n niewiadomymi metodg bezposrednia oraz
przyblizong (iteracyjng).

Zadanie.

Rozwazmy powierzchnie w ksztatcie kwadratu o dtugosci boku a=1m. Zatézmy, ze na kazdej
krawedzi rozpatrywanej powierzchni dane sg pewne wartosci temperatury (rys. 1).

Zaktadamy, ze na powierzchni ptyty nie ma rozmieszczonych zrédet ciepta.
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Rys.1. Badana powierzchnia wraz ze zdefiniowanyztawisrodkowymi oraz
warunkami brzegowymi | rodzaju.

Analiza teoretyczna.

Mamy do czynienia z polem temperatury w srodowisku jednorodnym (A=const) oraz, ze w
badanym obszarze nie ma zrédet grzejnych. Zatem w kazdym punkcie tego obszaru rozktad

temperatury spetnia réwnanie Laplace’a [1]:

0°T =0 (1)

ktore w postaci rozwinietej przybierze postac:
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W analizowanym problemie mamy do czynienia z polem dwuwymiarowym, w ktorym

temperatura T nie zmienia sie wzdtuz osi z. Zatem réwnanie (2) upraszcza sie do postaci:
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Rys.2. Przyktad utworzonej siatki z weztami wewnetrznymi

Stosunek bokoéw elementow Ax do Ay w szczegdlnym przypadku moze rownac sie jednosci,
co oznacza, ze elementy te sg kwadratami.

Przeciecia linii tworzg wezty obliczeniowe, w ktérych wyznaczane sg wartosci szukanej
funkgji.

W obliczeniach polowych wyrdznia sie trzy rodzaje weztéw:

. srodkowe, czyli takie, ktore lezg w srodku badanego obszaru,
. powierzchniowe, czyli takie, ktére lezg na powierzchni badanego obszaru,
. narozne, czyli takie, ktére lezg na rogach badanego obszaru.

Po tak przeprowadzonej dyskretyzacji rownanie rézniczkowe (3) zostanie zapisane w postaci
réznicowej. Wartosci szukanej funkcji T pomiedzy weztami mozna wyznaczy¢ z przyblizonych

WZOrow:
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Pochodne drugiego rzedu w punkcie (m, n) bedg zatem réwne:
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Ze wzordow (5) wynika, ze wartoscig pochodnej funkgji e w punkcie (m, n) jest rdznica
X

temperatur pomiedzy punktami (m+1,n) i (m,n). Analogicznie wyznacza sie wartosci
pochodnej w pozostatych punktach pomiedzy weztami.

Podstawiajgc powyzsze rownania do wzoru (4) otrzymujemy:

Tm+1,n + Tm—l,n B 2Tm,n + Tm,n+1 +Tm,n—1 B 2Tm,n — 0 (6)
(ax)? (ay)?

Zaktadajgc rownomierny podziat siatki wewnatrz badanego obszaru, czyli Bx=Ry

otrzymujemy:
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Podstawiajgc réwnanie (8) do kazdego wezta wewnetrznego otzrymujemy n réwnan z n

niewiadomymi, ktéry mozna przedstawié¢ w postaci:

A*T=C (8)



gdzie: A - macierz wspoétczynnikdéw przy szukanych wartosciach temperatury,
T - wektor szukanych wartosci temperatury,

C - wektor wyrazéw wolnych wynikajgcy z warunkéw brzegowych.

Przyktadowo, dla weztéw nr 1, 2, 3, 4 obszaru przedstawionego na rys.1 rownanie

temperatur bedzie wyglagdato nastepujaco:

wezet nr 1. T,+300+T5+500-4T,=0
wezet nr 2. 150+T1+T4+500-4T,=0
wezet nr 3. T4+300+0+T1-4T5=0
wezet nr 4. 150+T3+0+4T,-4T4=0

Porzadkujgc powyzsze rownania otrzymujemy uktad réwnan (10), w ktérym wektor wyrazow

wolnych jest postaci: C=[-800 -650 -300 -150]".

Przedstawiona metoda nazywa sie bezposrednig metoda rozwigzywania rdwnan. Nadaje sie

ona do rozwigzywania problemoéw ze stosunkowo niewielkg liczbg weztéw obliczeniowych,
poniewaz odwracanie macierzy o duzych rozmiarach wymaga duzych zasobéw

obliczeniowych (pamieci, mocy obliczeniowe] procesora) komputera.

Do rozwigzania uktadéw z duzg liczbg weztéw wykorzystywane s metody przyblizone. Jedna
z nich jest metoda iteracyjna Gaussa-Seidla. Dla rozpatrywanego zagadnienia wzér iteracyjny

przyjmie postaé:

Tl =L T, T ) o)
gdzie: m,n - kolejne numery weztéw,
k - aktualny krok iteraciji.

(k-1) — poprzedni krok iteracji

W pierwszym kroku zakfada sie w obliczanych weztach pewng poczagtkowg temperature,
ktora w kolejnych iteracjach zbliza sie do wartosci poszukiwanej.
Ponizej dla uktadu przedstawionego na rys. 1 przedstawiono przyktadowe obliczenia dla

pierwszych trzech krokéw metody Gaussa-Seidla:



Krokl. Nadajemy wartosci poczatkowe szukanym wartosciom temperatury T1,T,,T3,Ta.
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Krok 2. Liczymy temperatury:
T.%'=(500+300+T,"Y+T;™)/4=(500+300+100+100)/4=250°C
T,%=(T,?+500+150+T,")/4=(250+500+150+100)/4=250°C
T3%=(T,%+300+T,"+0)/4=(250+300+100+0)/4=162,5°C
T,9=(T,%+7,%+150+0)/4=(250+162,5+150+0)/4=140,63°C

Krok 3.
T:%)=(500+300+T,'%+T5")/4=(500+300+250+162,5)/4=303°C
T,8=(T,®+500+150+T,%)/4=(303+500+150+140,63)/4=273,41°C
T3%=(1,%+300+T,%+0)/4=(303+300+140,63+0)/4=185,91°C
T,%=(T,®+7,%+150+0)/4=(273,41+185,91+150+0)/4=152,33°C

i tak dalej az do spetnienia warunku: Dla kazdego wezta | 1,07, | <= eps, gdzie eps jest

zatozong doktadnoscig obliczen, np. eps=0,01.

Program ¢wiczenia.

1. Napisac program obliczajgcy metodg iteracji Gaussa-Seidla rozktad temperatur na
powierzchni obszaru przedstawionego na rys.1.Podzieli¢ badany obszar na jednakowe
elementy, ktére utworzg w srodku: 4, 9, 16 i 25 weztéw. Dla kazdego z przypadkéw
przedstawi¢ w postaci wykresu rozktad temperatur na badanej powierzchni.

2. Dla uktadu z 4 weztami wewnetrznymi utozy¢ recznie uktad réwnan, zapisa¢ w postaci
macierzowej i rozwigzac¢ go metodg bezposrednia.

3. Pordwnad otrzymane wyniki.



