Metody komputerowe w
zagadnieniach cieplnych.



Metoda Réznic Skonczonych

Metoda rdznic skoriczonych (MRS) jest jedng z najprostszych metod numerycznego
rozwigzywania zagadnien opisanych przez uktady rownan rozniczkowych. Idea tej
metody polega na zastgpieniu pochodnych wystepujgcych w tych réwnaniach przez
odpowiednie ilorazy roznicowe. Pewne trudnosci w zastosowaniu tej metody wigzg
sie z warunkami brzegowymi oraz z nieregularnym ksztattem brzegu.



llorazy réznicowe jako przyblizenia pochodnych

llorazy dla pierwszej pochodnej

Pochodna funkcji f(x) w punkcie x, jest zdefiniowana jako

dfixg) _ lim Flxg+4ax)— f(xg) |

dx Ax—0)

/.- sleczna

-~ styczna

. »
I Xp+dr x

Geometryczna interpretacja pochodnej: dla x -
0 sieczna (czerwona linia) dazy do stycznej
(zielona linia)

Ax

Geometrycznie, jest to tangens kata nachylenia stycznej do
krzywej y = f(x) w punkcie x0. Stad dla ,matych” h mamy w
przyblizeniu:

df(xo) _ SO +h)—fx)

——

dx h

e obliczamy wartos¢ funkcji w punkcie x0,
* obieramy pewien bliski punkt x, + h
i obliczamy w nim wartosc funkcji,
 odejmujemy od niej wartos¢ funkcji w
punkcie x0,
e dzielimy przez przyrost h zmiennej x.



Rodzaje ilorazow roznicowych

iloraz réznicowy wprzod ilorazem réznicowym wstecz Symetrycznego ilorazu
réznicowego

df () _ fOa+m)=1) df () _fO)=fGa=h)  dfCr) _ fCo+M)=f =)

-

dx h dx h dx 2h




Przyktad obliczeniowy

Obliczy¢ przyblizong wartos¢ pochodnej funkcji f(x) = x3 w punkcie x, = 2, przyjmujac h = 0,1.

[13{'3 ~ 2 n 2 s .
e =3x7| =327 =12. Doktadna warto$é pochodnej
dx x=2
3 "3 A3
d"_j‘ —~ (2+0.1) -2 =12.61- Wartos¢ obliczona ilorazem réznicowym wprzod
dx| _ 0.1
Ix’ 2’ —(2-01)
bl R ( D =1141. lloraz réznicowy wstecz
dx - 0.1
3 - 3 h A3
dx” = (2+017 -(2-0D =12.01. iloraz symetryczny
dx a 2-01




lloraz roznicowy dla drugiej pochodnej

W przypadku drugiej pochodnej najwygodniej jest rozpocza¢ od rozwiniecia funkcji f(x) w
szereg Taylora w otoczeniu punktu x = x0:

| )
f(x) :f(:':ﬂ)+if (X )(x — ;;.)+ f (xo)(x—xp)" +...
Przyjmujac w nim x = x, + h, gdzie h > 0, dostajemy

f(xﬂ+kf)—f(1ﬂ)+ f(xﬂ)m S (xo)h” +l [ Gh* +0n?).,

a dlax=x0-h mamy
] L, > 1 3 4
f o =h) = £ (x) = f' oY+ (g} == F (o) +O(h*).

Po dodaniu stronami powyzszych rownan i przeksztatceniu dostajemy:

ESE| Sl =R =2 () +f (5 + 1)
dx?’ ) h? |

f (x0) =



Przyktad obliczeniowy

Obliczy¢ przyblizong wartos$¢ drugiej pochodnej funkcji f(x) = x3 w punkcie x, = 2 przyjmujqc h = 0, 1.
Doktadna wartosc¢ drugiej pochodnej wynosi

2 3
d x

g
dx”

=6-2=12.

x=2

= 6x

x=2

natomiast wzor réznicowy daje

C(2-01)-2-2°+(2+01) _1

~ i

"
dz_‘_'{_B

dx’

[a—

x=2

Wynik jest doktadny, gdyz czwarta i wyzsze pochodne f(x) rowne sq zeru.



Ogodlna idea metody roznic skonczonych

Rozwigzywanie rownania rozniczkowego metodg rdznic skonczonych mozna

podzieli¢ na cztery etapy:

1. Zapisanie rownania rézniczkowego w postaci réznicowej, tj. na
zastgpienie

pochodnych odpowiednimi ilorazami réznicowymi.

2. Natozenie na obszar dziatania siatki weztow, w ktérych poszukiwane beda
wartosci funkcji pola.

3. Utozenie rownania roznicowego dla kazdego wezta, z uwzglednieniem
warunkow brzegowych.

4. Rozwigzanie powstatego uktadu liniowych réwnan algebraicznych ze
wzgledu na nieznane wartosci weztowe funkcji pola.



Schemat rozwigzywania zagadnienia
polowego za pomocg MRS

START

Znajdz postac roznicowa
rozwigzywanego rownania

Y

Naloz na obszar dzialania siatke
wezlow

Uloz rownanie roznicowe dla
kazdego wezla

Wprowadz warunki brzegowe

Rozwigz powstaly uklad réwnan

v

( STOP )




Uwzglednianie warunkow brzegowych

Zaktadamy, ze ograniczamy rozwazania do rownan rézniczkowych i Il rzedu

Operatory réznicowe zawierajg wartosci funkcji tylko w weztach bezposrednio
sgsiadujgcych z weztem, dla ktdrego zapisujemy operator.

A2 _9
ou Uil ~ i1 ul My 7 Mg g
— = ‘ ) 2
ox, 2A, X~ |, ; AL
3 U o — 1l &u U o —2U; 5+ 5
ou _ g+l i.j—1 2 = —
oy|. . 2A, Y i 4,
Hlij 1
Warunki Dirichleta (I rodzaju) Warunki brzegowe Il rodzaju (warunki Neumana)
T(x) o
31Y 6 9 12 15 s, =0, | L =TT, =
e, e, €5 €, I, = A=
2 5 8 11 14
e.f e3 65 67
1 4 7 10 13 X
o 2 3
Uy, Uy, Uy, Ug, Uy, U,=0 L ° ° |
Uy, Uy, Uy, Uy, Uy, U =0 i-1 i i+1 i+2 _




PRZYKLAD: uktad jednowymiarowy — przeptyw ciept przez ptaskg duzg sciane

4 Wartoéci
artosci weztowe
D(x) ¢
. ‘ | :
1
1 1
] ] ] ]
I I ] ] ] 1 1
I ] ] ] ] ] ]
: I I : : VW : l
I I ] ] ] ] ] ]
vl v ko v hov ko oo
| it | -l | it -——|
I I ] ] ] ] I ]
® [ ] [ ] —— ® *r—
Xp = Xmin X1 X2 Xi-l X; Xi+1 Xy—1 XN = Xmax :
—
——

Obszar dziatania pola

Gdy wewnatrz rozpatrywanego ukfadu wystepujg zrédta
ciepta g, to po obowigzuje rownanie:

‘ Tm—l _2Tm +Tm+1 é _
E—F?:D Ay +I—O

[ ] [ ]
elementu O

AE, oy

[ ]
Qkondukcji,lewa+ Qkondukcji, prawa+ Gelementy = ——— =

At

Plane wall

Differential equation:

’r &
dx3+k_0

Valid at every point

Finite difference equation:
Tm—l_sz+Tm+] g_m_

Ax? k-~

Valid at discrete points

s

Plane wall Volume
- element
_ of node m
g

nI
annd, left ~ “ Qcond, right

A general
interior node

e

s 8 o7 » L -
1 2 m-1|m|m+1 M x
ﬁxlﬂx
Eaes
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PRZYKLAD: uktad jednowymiarowy — przeptyw ciept przez ptaskg duzg sciane

Jednowymiarowy, ustalony przeptyw ciepta bez Zzrédet ciepfta. Ptaska
$ciana
. 1 2 3 n Ve ™~
C"-T T| T:
- — 0 T1 & & & & & & & & & & & T2
ox~
T . =2T _+T
1 1 _ _ —
im0 T, 2T, 4T, =0 o] -
Gdy wewnatrz rozpatrywanego uktadu wystepujg zrodta Plane wall /vmume
; : ; : 1 P element
ciepta g, to po obowigzuje rownanie: | of nodem
Em
d 2 T g annd, left ~ u Qcond, right
—+ —=90( A general
{ix 2 .IE{ interior node
0 ~ - - ..-"/. L -
° ° ° AE | 0 .i- E m—'l .?;‘I H‘;-I'- 1 M ;
_ elementu __
Qkondukcji,lewa+ Qkondukcji, prawa+ Gelementu = At =0 W
N
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PRZYKLAD: uktad jednowymiarowy — przeptyw ciept przez ptaskg duzg sciane

AEe ementu
Qkondukcji,lewa+ Qkondukcji, prawa+ Gelementu = # =0
- Tm— _Tm
Qkond,lewa =k- AT
- Tm+ _Tm
Qkond, prawa k- AlA—X
Gelementu = g m elementu =0- A-AX
T .—-T. T
AL K AL g A AX =0
Ax g, mm)

Plane wall Volume
e element
_ of node m
Em
annd, left ~ u Qcond, right
A general

interior node

e

i 5 m—1 mn;+l

A lﬁx

= | =

16
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Zadanie. Obliczy¢ rozktad temperatury

£,AAx

;(AT'_T2~ _kAT3_T3

Ax Ax
. . .
1 2 3
!Elen!e_nt
/fuh]:léojacmzmy
I,-T, T,-T

kA —!

Ax Ax

+hkA—=—2 + 3 AAx=0
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Warunki brzegowe w obliczeniach cieplnych

Plane wall

1. Warunek Dirichleta 35°€ j/c

T(0) =T, = Wartosci ustalonej

T(L) =T,, = Wartosci ustalonej s ;
Dodatkowo, jesli w weztach wewnetrznych wystepuja zrédta ciepfta: T = 35°C
r, =82°c
: : : AE T —2T +T . g
Qkondukcji,lewa+ Qkondukcji, prawa+ Gelementu = % =0 ‘ m-1 A)r(n II=E +E =0

Gdy lewa krawedz jest izolowana termicznie:

Tm—l B 2Tm +Tm+1 _I_g -0
AX k

18



Jesli na brzegach obszaru wystepuja zrddta ciepta w postaci strumienia ciepta :

2 Element

~T" objetosciowy
g wezia 0
0

| "kAT'_Tﬂ

Qleft surface

0

Ax

. T.—-T, ° AX
Qlewejkraw+ kKA 1AX >+ Jo A? =0
. T.-T, ° AX
A+kA+—L24+9g, A—=0
Ao Ax 0T



Warunki brzegowe wymiany ciepta z brzegow obszaru.

g — emisyjnosc powierzchni uktadu

o — stata promieniowania
5,670373(21) x 107®

T, — T
[S(TH(T;LW — T-'*)]« kA — . Y+ 6 (AAX2) = 0

[
»

W

meK4

T] - Tﬂ.
AT = To)[+ kA —1— + §o(AAx/2) = 0

h — wspotczynnik konwekcji [W/(m?2K)]

surr

ecA(T? T}

surr

Promieniowanie L ‘

» Konwekcja

hA(T. - T,)

Przewodzenie

r-T,
“,m

Y

e Ax——Ax—]

20



Potgczone warunki brzegowe — konwekcja | promieniowanie

1_Tn

Ax

T
GoA + hA(T,, — Ty) + ecA(T, — T3 + kA + gy(AAX/2) = 0

h — konwekcja (unoszenie czgsteczek)

surr

£ Ax
2
hca}kowite =h+e¢

T, — T,
- : + Jo (AAx/Z) 86A(T:urr - Té) Przewodzenie

Ax
Promieniowanie_~ T _T
9, o
Konwekcja ~ Ax

hA(T - T,)

heatkowiteA(Too — Ty) + kA

0 o o

0 1 2 .-
A" = Ax—f—Ax—]

21
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Wymiana ciepta na styku dwéch powierzchni.

Styk dwéch powierzchni

4

Ciato A _ _ Ciato B
k gA__rn gﬁ’,m k

2

|

-

3

+

- ¥

A.fi’r'

n—1 Tm Tm+| o Tm . .
kiAd =+ depA T g (ADD) + g5, (AAXI2) = O
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m-1,n

() @ mn
e () m,n-1
/ f{n’n * AN
/ [ \
O—@—O () mn+1
\ m —1,n m,n m+'1,1/
\ I}C:)r:'l"l n- -%/ . m’n
\\ L O mn-t
Tm+1,n +Tm,n+1 +Tm—1,n +Tm,n 1 _4Tm,n =0
Tm,n — (Tm+1,n +Tm,n+1 +Tm—1,n +Tm,n—1

23



m-1,n

Tm- I.n + (Tm.u+l + T.n-llr.mr-I}‘"'2 + BITI

T:: + %(ZTm-I,n + Tﬂf.ﬂ+| + Tm_n—l} - (

() @ mn
) m,n-1
m,n + [1
Fa
L
O—@—O
m-=1,n m,n  (m+1,p
F
p—
m,n -1
h Ax
0=—
k
T, = -
2 + Bi1
. h Ax
Bl = —
k

h Ax
p + 2

).

24



I

) e\ Va
O—@—O (O m,n+1
m—1,n mn m+1,h
=
O @ mn
m,n -1
() m,n-1

h Ax
ﬂ — Zﬁk;u T:n + (Tm—l,n + Tm.u—l) - 2 (T + l) TH'I.H

— (Tm-l.n + Tm,n-l)fz + BITm

T 1 + Bi

h Ax

Bi ==

25



Nieustalony przeptyw ciepta

W przypadku nieustalonego przeptywu ciepta dyskretyzacji podlega zaréwno
przestrzen (Ax, Ay, Az), w ktorej liczymy rozktad temperatury, jak i czas (At), w
ktorym liczymy osiggniecie w danym uktadzie quasi-ustalonego rozktadu

temperatury.

Ia
"r."+] -;-r'+| 'lrr'."+]
. m—=11"m i+ 1
P+ 1 l
AT i i i
I Tm | Tm m +1
i F » . .
1 5
LAT
] Ax | Ax
a ﬂ""‘ R N P —

0 1 m-1 m m+1

Dyskretyzacja Kolejny krok
_ / czasu . / czasowy
|
Tm Tm
\ Dyskretyzacja

przestrzeni

ti — lAt

Przyktad.

Analiza rozktadu temperatury wstepnie
nagrzanego do temperatury T, bloku
metalowego, ktory wyjety z pieca w
chwili t, stygnie przez czas

t = 3 godz. do temperatury Txoscowe-



Bilans energii przy analizie stanow cieplnie nieustalonych

elementu z kazdej jego w objetoSci elementu w objetosci elementu

ciepto doptywajace do ( Ciepto generowane ) ( Zmiana energii )
+ =
powierzchni w czasie At w czasie At w czasie At

At X ;} Q + At X Gelem - AEelem AEelem — mCAT = pVelemCAT
elem
' : AE, AT
Q+ Getem = % = pVelemCA—t
pow
elem
| i+1 i _
' . . T —T D
V Il Z Q + Getem = PVetemC = AL uL T, = iAt
pow |
. elem T7;1+1 — (i + 1)At
Wezet m
4




Nieustalony przeptyw ciepta przez ptaskg sciane

aAt . , . :
4 Plane wall T = YT Bezwymiarowy wspoétczynnik Fouriera
\ g”; |_— Volume x
element
of node m
Ti+! a = = dyfuzja cieplna
f pC
T,
Nt P ey T =T
: Ax Ax gmsz lefr L — Tf:J
Tm—l_ZT +Trr+]+ k T
Ax J;ﬁ)l
— . 4 . 4 . 4 _;— ‘_; . 4 . =
01 2 m=1|mm+l M-1 [M X
Ax
. gm ):2 &I‘z
TJ? ZT;H + Tn + 1 + f'{ L\f {Tn{1+| o ;r;:i}
Tm—I o T;n T;JHI o Tm ?:.f1+] o TJ.‘{!
kA + kA + g, AAx = pAAxC
Ax Ax At
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Nieustalony przeptyw ciepta przez ptaska sciane

al A 2 i+l i
. ZTr T 15"1."”&":" o Il’H IHT
m ] m + m 1 [ o T

(explicit)

H_I&I T:+1 T:

iIJ';I m i

k T

ijxl II - 2Ta:rH + ‘T:-;;JL:-II +

(implicit)

Rownanie przeptywu ciepta wewnatrz ptaskiej sciany

g‘,;;ﬁf _adt
k  Ax2

T.Fi{f = '_( m— 1 rfr 1} T (l o ZT) u;l
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Nieustalony przeptyw ciepta w ptaskiej scianie z

warunkiem brzegowym lll rodzaju

Ax
- i+
1\ iﬁ%c—f“ m_ o
(é“
hA(T,, - T})
. HMJ
A A
0| 1 > L x
| Ti—T§ .  Ax Ax T§t' — Ty
AT, — T + + gi A= = pA =
hA( o) T kA Ax 80 2 P 2C At
hAX?
Tt —(1 —27—?Thi"r) T{1+2TT|r+2T%T + 1 ‘{’”k
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Kryterium stabilnosci

Stabilnos¢ obliczen zostanie zachowana, jesli wspotczynniki przy
wszystkich formutach obliczajgcych temperatury T}, oraz T}t! beda
wieksze lub rowne zeru.

hAx = !
1_2T—27T20 > T_Z(I—Fhﬁxﬁf}
A Ax-

[ =
2a0(1 + hAx/k)
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Dwuwymiarowy, nieustalony przeptyw ciepta.

m,n+1
n+ 1 Vol
S Wezet Srodkowy.
Ay element
) r=37Y 1
| g |
ym—1,n! "= on m+1,n
n ¢ l . 2 : K3
Ay ' L 4 —— '
l m,n—1
n-1 @
- Ax - Ax -
y m— | m m+ 1
Jr(.i Tm—l.u_ Tm.n k&x an.rr*] - Tm.n k.i Tm+|.n_ Tm.n
Ay + L + A
X > Ax Ay Y Ax
kﬁ T.ln.n—l_an n A.X,A ﬁ & C?—;;{r ]_Tr:l
+ —_— —
x A-}; g”‘? n .}' p r } AI
> 2 + 1 !
Am. n[ Tz;: o Tm
Tm“l.n+Tn+ln+Tnn+I+Tnn—l 4Tmn k T
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: 2 i+ 1 ]
Znodel * node 4 node
Tlcl'l T Tmp T Trighl T Thnuum o 4Tnndc T k = T

' ' ' ' ' - gi( Iclz
T’+l - T(Tl:‘l‘l + T’ = T" ht ET Tliollnm) £ (I o 4T) I = -

node top rg node k

Kryterium stabilnosci:
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Convection

Vi h, T,
- C L= T
.l .2 2 Ql T+ Gclcmcn( = pvclcmcnl C—Af_
Af : : Ax=Ay=1 All sides
y l-=—4=<=<4 .
3 [ [ q
* 04 - 05 ——————— 08 99<L
Ay ——l—~~-i————+l—~-—l-——-—+——~— h, T,
| ‘10: ‘ll: ’12:’ ‘13: ‘14115:—’ | 5
.
90°C i
— AX - Ax =l Ax =t Ax =+ Ax—+ 4t
Wezet nr 1. Ax .. oo AT T AT T
hz(Tx T,)+k2 Ax +k2 Ay
. AxAy  AxAy T{T' T
R R s N N v
L )
, hl\ ... . ~ hl gl-
Ti'=(1—dr—2vr |T{+ 27|\ T3+ T|+T.+
1 k | 2 4 k Zk .




Wezet nr 2.

Convection

l._,i>$l-7,[>4|
- -
-l-l —
R ——
|
!
J‘l: (&)
- I SR Rp——
|
! !
: [} W
—] 7 %
1 8
; 3
. e
-
e
1>
-
o |
et
h
| g% ]
L

1 = WAKT, — T + k2B ), B0
fotapadlatedobal b= RAx(l, — 17 Ax
o' [ {120 L1t [iatisf— ? 2 Ax Ay
90°C ' + i Ay T]!' — T,’ N Ay . Ay c T’ F1 ng
= AX = Ax == A X o= AX —j- Ax ) ﬁx 82 2 — P ) ﬂf
12
Tf+'=(l—4T—2T%) +T(T1+T{+2T{+2TMT +8T)

a T, — T§
Ay
AyTi — T  AxAy  AxAyT{"'— T4

WQZG’[ nr 3. (% + ?)(T _ T;) + k

> T Ar 83 3P 3 At

_ hi\ . | hi 8l
i+1 — _ _ oo i i ikl o
T4 (1 4t 4Tk)T3+2T(T4 +2kT + ZR)
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Convection Weze+ nr 6

. h, T,
| 2 3 . . . ) )
1) | | Ax=Ay=1 &x A T;.{ - Té TIIZ - Té T5 - Tﬁr
Ay F-+-—4—-+- ’ . ——|—_ — + Iy - p
i’L IE)T-—_I—ITH-I_ZE“—l_ﬁ—“l:&?l—;: n Ax T3 — T§ + g 3AxAy _ 3AxAy Tyt' — Ty
9002‘ X 2 ﬂi‘r‘ 86 4 P 4 :ﬁr
= Ax e Ax =+t Ax =t Ax -t Ax—+
; hi
i+l — _ _ Eict
T (l 4t — 47 %)
hl ,*—
2T3+4T5+2T?+4><90+4—
Wezet nr 7. . Ay e ME-T L TE- T
¢ 7 (T 1) 2 Ax J Ay
\ Ay T —Ti Ay Ay Titl—T
— Yie — 47 _ _‘P 7
13 2 Ax * g?h\x pAX At

. : _ 21
T{"=(l—4*r—27%) {+{T{;+T —|—2><9U+%T +l’1]
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Wezet nr 9

Convection
h, TI h. T. h, Tx

L 2,/ 3
: ﬁ\m: Ay=1 9,
T R — . le— :
, ; » q
ay stle 7\ 8 9 % ﬁ hﬂ _ R
|

i

P

'15

90°C

= Ax e Ax =+t Ax =t Ax -t Ax—+

Ax AxTis — 1§
h—(T —T.;,)+ Rzkz Ay
kAy T§ — TJ+ . Ax Ay Ax &.FCTJ“ - T3
2 Ax 7 2 ~ P2 At
Tét! = l—r'-’l’r—ZfrE Té + 27| T +9{)+—E—|-ET —I—g
k| °° i k k 2k
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1 [’

hi
I =—4r=dn b =0 > A= o d F R

K = TS0 + ik
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400C

m-1,n

() @ mn
() m,n-1
m,n + [1
faaY
)
O—@—O O mn+1
m —1,n m,n m+1,n
O @ mn
m,n -1
() m,n-1
izolacja
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Wezet powierzchniowy izolowany

I%5 = Fo [2T% - 1n + Thns Fo =}
+ Thn-al + (1 = 4 (Fo)IT%..,

Wezel powierzchniowy

T2 = Fo [2T%,_,,. + T% .4\ Fo(2 + Bi) =1
+ T%,.,.-, + 2 (Bi) T%)
+ [1 — 4 (Fo) —

2 (Fo) (Bi)} T%..,

Wezet powierzchniowy narozny

Te = 2 (Fo) [T8 -0 + To._, Fo(1 + Bi) =}
+ 2 (Bi) 2] + [1 - 4 (Fo)
~ 4 (Fo) (B1))] 1%,
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75 = Fo (T%,

Wezet srodkowy

- .n 7 Tv’;l.n+l

T Tm+l.n + Tl’;l.n"l)
+ (1 — 4(Fo)] T2,

Fo

IA
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MODELING OF CHAMBER RESISTANCE PLANTS




Model pieca komorowego
A

Okresli¢ symetrie uktadu
Okresli¢ warunki brzegowe zwigzane z
wybrang symetrig ukfadu.

\/

#T _ 13T

gx_z a ot
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Wiasnosci pieca komorowego mozna odwzorowac¢ za pomocg analizy
rozptywu ciepta w ptaskiej scianie.

Y k-2
S p-7?
—_ c-7?
| —w h-?
P [W/m~"3] —

J < —

NN — \\~ Konwekcja

—»
/‘
—> h a i1 i i b) \
/ 74
T
P[W/mA3] - . | e
\\T Al
\ 7t ﬂ-""*-cr"’“ AN
\ \
L 5
k’ p’ C Ry SR UAPR
Ax x Ax X -
D - A, Ter [T [Tin t
Ax Ax_ At | At
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|
| Gestoié

Wspélczynnik

{ Temperatura przewodzenia
Skifad ! i clepha
Nazwa cegly chemiczny | t | T » Pl
w % i

o oK ﬂ_ keal w
m? h mdeg m deg
Szamot 50...75 l 0 273,15 800 0,18 0,209
SiOa, 200 47315 0,21 0,244
20...50 400 67315 0,24 0,279
Alz0s 600 873.15 0,27 0,314
800 1073.15 0,30 0,349
| 1000 127315 033 0,384
[ 1200 147315 0,36 0,419
0 273,15 1000 0,25 0,291
200 473,15 0,28 0,326
400 673,15 0,31 0.361
600 | 87315 0,35 0,407
80 | 1073,15 0,38 0,442
1000 | 1273.15 0,42 0,488
I 1200 1473,15 0,45 0,523
0 273.15 1200 0,33 0,384
200 473,15 0,35 0,407
400 673,15 0,38 0,442
600 873,15 0,41 0.477
800 1073.15 0,45 0,523
1000 127315 0,48 0,558
1200 147315 0,52 0,605
0 273,15 2000 0.92 1,070
200 473,15 0,97 1,128
400 673,15 1,03 1,198
600 873,15 1,08 1,256
800 1073,15 1,15 1,337
1000 1273,15 1,21 1,401
1200 1473,15 1,28 1,489
0 273,15 2200 1,34 1,558
200 47315 1,42 1,651
400 673,15 1,50 1,745
600 873,15 1.58 1,838
800 1073,15 1,67 1,942
1000 1273.15 1.76 2,047
1200 1473,15 1,85 2,152

|

1 keallh—1,163 W

1 Temperatura Srednie cieplo whiciwe ¢
t T keal k)
] °C °K kg deg kg deg
Szamot : 20 293,15 0.20 0,837
500 773,15 0,27 1,130
‘ 1000 1273,15 0,27 1,130

45



Analiza przeptywu ciepta w osrodkach
0 réznych geometriach

5 Volume A . .
C (e (Wartos¢ przeptywu ciepta w x) 0,
T
™ i
L (Wartos¢ przeptywu ciepta w x + Ax) Quinx
L
L +
= |
— — = — 7 7 . A
T [ Gerar AT (Wartos¢ ciepta wytworzonego w x) G
] - . /: _::—«.. -
- | P _
x < - -
x+Ax [ ’ o, . ‘s . AE
¥ WartoS¢ zmiany energii w elemencie x elementu
A.r = A.1'+ Ax A At

ﬁE‘h‘.lllt]ll — Ef + Ar Ef — "HCTT; + At r) = pﬂjﬂﬂ‘x{Tr+ Ar T.r)

L

Gclcmcnl = g vclcmcnt = gAAx



.&:_Tr
At

AAx

L T,,
Q.t _ Q.r-{- Ax + gAAx = pCAAx

A Ax

m Qrar — O _ 90 9 —kA-a-I Z definicji prawa Fouriera dla przewodzenia
Ar— 0 Ax ox  0x ciepta.

) oT\ | . oT 9 (9T, ._ ~9T
—(kA—)+g=pC— ax("ax)+3‘pcar
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Powierzchnia cylindra A=2nrL

(Wartos¢ przeptywu ciepta w r) Q.
(Wartos¢ przeptywu ciepta w r + Ar) Qripr
+
(Wartos¢ ciepta wytworzonego w r) G
WartoS¢ zmiany energii w elemencie r ALetementu
At
AE«:lem-ent

Qr — Qr+ ar T Gclcmcnl — At

AEgement = Ep v ar = E, = mC(T, 4 5, — T)) = pCAAKT, 1 o, — T)
Gelemenl = g Velemem = gAAr



AAr

Tf+.ir_ Tr |

4 Q,— 0, + 8AAr = pCAAr A7

1Qr+5r_Qr . Tf"‘m_T’
A Ar re=ec At
1 0 aT _ ~9T
dr\ dr) k
19 (0T T 3 (f‘aT):lﬂ
1o ,01 — 2L Far\ or X ot
rar("kar)+ Cat '
d( dT\ _
dr(rdr)_o
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Powierzchnia sfery A=4mr?

19[4, 0T\, ,_ 0T
rzar(" kar)+g‘pcar

Element objetosciowy 1 a n aT . aT
r"ar(r k ar) +tg=pC ot
rcar r n=0 dla ptaskiej sciany
n=1 dla cylindra
Li (r2 ﬂ‘) _ lg n=2 dla sfery
r2aor r & gt

d dT d?T dT _
—(r2 )=0 lub rp-i*ZE-—-O



Ztozona jednowymiarowa wymiana ciepta

L=0,4cm — grubosc¢ denka patelni
D=18 cm — srednica patelni

UtozyC rownania opisujgce przewodzenie
ciepta oraz obliczyC rozktad temperatury
wzdtuz grubosci denka. Zaktadamy stan
cieplnie ustalony. Patelnia stoi na grzejniku
elektrycznym o mocy 800W.
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Przewodzenie ciepta w elemencie grzejnym.

@ Moc grzatki 2kW. Przewodnosc cieplna
k=15 W/m2K. Srednica D=0,4cm, dtugo$¢

Woda
= L=50cm. Zaktadamy statg wartos¢ k.

| | — Element grzejny

Grzatka traktowana jako bardzo dtugi cylinder
(dtugos¢ L >> srednicy D).

/
v To oznacza, ze mozna zatozy¢ rownomierny

rozktad temperatury wzdtuz srednicy grzatki.

G __ G _ 2000 W
Vaie  (wDY4)L  [m(0.004 m)¥4](0.5 cm)

= 0.318 X 10° W/m?

52



Ogolne rownanie przewodzenia ciepta

0.z (Wartos¢ przeptywu cieptaw x,y, z)

Volume element \ o~
(WartoS¢ przeptywu cieptaw x + Ax,y + Ay, z + Az)

+

(Wartos$c¢ ciepta wytworzonego w x,y, z)

WartoS¢ zmiany energii w elemencie x,y, z

L . . . AEgmmen
Qx+Qy+Qz_Q.r+m‘_Qy+-.‘ay_Qz+.f.’tz+Gelement_ At

AE ement = Er v ar — E; = mC(T; 4 o — T)) = pCAXAYAZ(T; 4 o — T))
Gelement = 8 Velcment = gA.XAy AZ
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Ogolne rownanie przewodzenia ciepta

. . . . . . . T+ﬁ - T
Q,r + Qy + Qz - Qx+Ar - Qy+A_'.' - Q2+Az+ SMA)’AZ = PCAxﬁyAZ : Arf ’
1 Qx+A=- - Qx _ 1 Q)‘*M‘ B Q)’ 1 Qz+Az B Qz 4= CTr+ar T,
AyAz  Ax AxAz Ay AxAy Az §=PE Ty
im L Qerar 7O 1 90 1 o, Ayaz L) = — 2 (T
Ax — 0 &}!,ﬁ 7 Ax ;i}-‘,&g dx A }!ﬂz ox 0x dx dx
' Ay +-.* d y - -
im L Zra "G 1 % 1 4 (—k&x&zﬂ - —i(kﬁ)
Ay -0 AxAz Ay AxAz dy  AxAzdy ay dy \ oy
. Q... — 0. 90.
lim l s J— Q_ — i —k&x&y{?—T =2 k{?—T
Az—0 AxAy Az AxAy dz  AxAydz 0z dz \ 0z



Ogolne rownanie przewodzenia ciepta

T 0T , &*T 8
+ ., -+ 5 + — = Stan ustalony — réwnanie Poissona

axr 9yt 02k
92 2 2
T + J ?: + J ?: = l g Stan nieustalony — rownanie dyfuzji
x> 9y* 977 X ot

2 2 12
J-T + o-T + J-T = () Stan ustalony — rownanie Laplace’a



Ogolne rownanie przewodzenia ciepta
Wspotrzedne cylindryczne

‘2 X =rcos o, y =rsin ¢, and 2=12

A=t N

>
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Ogolne rownanie przewodzenia ciepta
Wspotrzedne sferyczne

z4 x = rcos ¢ sin 6, y = rsin ¢ sin 0, and Z=cos0

Q

10, ,0T 1 d [, 0T 1 o . 0T . _ ~0T
(kr )+rzsin298¢~(k8¢)+r23in969(ksmeae)+g pC ot
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Warunki brzegowe

Rozwazmy rownanie rozniczkowe:

T(x) = 2x + 5
d°T B Tx) = —x + 12
o2 0 — Tx)=Cx+C,— T = —3

T(x) = 6.2x

Poniewaz rownanie rozniczkowe nie zawiera w sobie informaciji o
dodatkowych warunkach rozwigzania nalezy je poda¢ oddzielnie w postaci
warunkéw brzegowych i poczatkowych.



T

20°C

Mozliwe rozwigzania

d-T _

1
ey -

()

- Jest tylko 1 rozwiazanie

dla danych
warunkow brzegowych

170y = 50°C
and T(L) = 15"C.

Matematyczne warunki brzegowe
wynikajg z warunkow fizycznych
panujgcych w czasie obliczania
rozktadu ciepta wewnatrz uktadu.

Przyktadowo, rozktad temperatury
w analizowanej scianie zalezy od
zmieniajgcych sie w czasie
warunkow atmosferycznych, np.
predkosci wiatru, sity i czasu
nastonecznienia sciany.
Uogdlniajgc je mozna podac w
postaci dwoch wartosci temperatur
na powierzchniach sciany.

Aby rozwigzac¢ réwnanie rézniczkowe liczba warunkow brzegowych musi by¢
rowna rzedowi rownania rozniczkowego opisujgcego zjawisko fizyczne.
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Warunek brzegowy | rodzaju
(okreslona wartos¢ temperatury)

150°C T(x, 1) 70°C
b T, 1) = T,

L, =T,

700, 1) = 150°C
(L, 1) ="70"C



Warunek brzegowy okreslajgcy strumien ciepta

Strumien
ciepta Kondukcja

Mozna go okresli¢ w przypadku znajomosci
wymiany energetycznej na powierzchni

uktadu
aT(0, 1
9=~k =5, . . ol
Prawo Fouriera g = —k-——:
Strumien 8.?-:
Kondukcja | ciepta
d1(0, 1) dT(L, 1) i
k— = —f— = IT(L,
ox S e L G B

dx

Oe T T ~

61



Warunki specjalne

a7(0, 1) ] N
k e =0 Izolacja T(x, 1) 60°C
o I >
8T, H _
dx 9T0.1) _
ox
(L, t)=60°C
L 0$ symetrii
|
Nachylenie;
ol (L2, 1) TR Symetryczny rozktad
T =0 " temperatury

IT(LI2, 1)
dx B

L
2

0

62



Konwekcja

d07(0, 1)

_k — hl[Tﬂ:‘l

ox

Convection | Conduction

WIT,., - T, )] =~k ==

Convection | Conduction

1 (T, 1) - T, ] =k 97(0, 1)

Przewodzenie .
ciepta na powierzchni)

— 1(0, 1]

a7(0, 1)

ox
!

dT(L, 1)

Unoszenie )

ciepta z powierzchni

—k = h[T(L, t) — T.,]

ox

Convection ‘ Conduction

';I|[TI| - T(0, 1] =—k%

I Conduction | Convection

T, )

dT(L, 1)
i dx

= 1 |T(L, 1) = T,,,]

-
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ciepta na powierzchni)

RadlaCJa ( _ Przewodzenie ) (

Radiacyjna Wymiana>
ciepla z powierzchni

v aT(0, 1) T (0. {¥
Radiation | Conduction x 10 [ 5, (0, £)°]
aT(O 1) af{l, ¢
86[ surr, 1 = T(0; Dl ox — % = e,o[T(L, 0 — T2
€, £,
Tsurr. l Tsurr. 2

Conduction | Radiation

*
9T, 1)

= =¢&,0[T(L, N4 —

e

xurr "]
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Styk dwoch powierzchni

Interface

Tp(xg, 1) = Ty(xg, 1)

OT4(Xp, 1) I 9T p(x, 1)
A 9x 0B ax
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Potgczone warunki brzegowe.

(Przep}yw ciepta do éciany) _ (Przep%yw ciepta od éciany)
poprzez konw,radiacje )/ \ poprzez konw,radiacje

A1)

= hg[T(L) — T.,] + SQU[T(L)4 o T;'iky] o aq.solar

dx

o - absorpcyjnosc
Sl pcy) |
%gun energii stoneczne;
- S
- South R o _ t *
Inner a0 o - stata
bt Yot 4 e M| 3 promieniowania
dT(O) = Conduction
—k = [T, — T(0)]
dx ;
| O/)[,
"

Convection | Conduction o
,— Outer

surface

0 3 s
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Warunki brzegowe

d*T

——5 =0 Przyktad:
dT
oo

T(X) = Clx + Cz
Dla x=0
T1=C1XO+C2 —_— C2=T1

Dla x=L

I, —Th

T2=C1L+C2 —_— C1= I

T,=120°C
T,=50°C
Plane
wall
e T
T, T,
0 L x
I
T(x) =

L

1x+T1



Przyktad liczbowy:

Grubosc sciany: L=0,2m
Wspotczynnik konwekcji: k = 1,2
Powierzchnia $ciany: A=15m?

w
m2K

Temperatura w potowie grubosci sciany:

(50 — 120)°C
0.2 m

7(0.1 m) = (0.1 m) + 120°C = 85°C

Korzystajgc z prawa Fouriera mozna wyznaczy¢ wartos¢ mocy, ktora przenika
przez sciane:

. dT _ L-17 T,—T1,
Qwall _ kA dx _ kACl _ kA I = kA 3
F =T (120 = 50)°C
QO =kA = (1.2 W/m - °C)(15 m?) = 6300 W

L 0.2 m
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15°C

— Plane
» wall

40 Wiem? ~ 7
— T(x)

=¥

=0 T(}C) — C[I + Cg

d.x—c' —k I 4o 1= 4o

T(0)=T0 TO=C1X0+C2 CQ:TO

T0) = -2+ T,

Dwa warunki brzegowe zostaty zdefiniowane w tym samym miejscu. Nie ma zatem
potrzeby definiowania ich w ré6znych miejscach.
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T
=0 T(x) = C\x + C,

2
— Plane - d.:f
- wall -
40 W/em? ~] T a Dla ¢, # ¢, nie ma rozwigzania rownania
— - Laplace’a.
- ~— 25 W/cm?
. o Jest to wyttumaczalne, gdyz jezeli w tym
- - samym czasie dwie dwa strumienie cieplne
_”:' L] x docierajg do dwoch bokdw Sciany, nie jest
mozliwe zapewnienie stanu cieplnie
ustalonego.
dT
— = C
dx 1
—dT(O)—' — —kC,=g —>C——@
dx 4o | qdo | k
—dT(L)—-q' - —kCi=4q4, — C'—'—@
dx L | L l k



d*T

— Plane = v, — O T(x) = C[x + C2
- wall - d.l'
40 W/em? — 7 - T )
- ~ .
. . qo
- — 40 W/cm? T(JC) — '—? X + CQ
O¢ A W tym przypadku C, musi by¢ przyjete arbitralnie.
o - Matematycznie rozwigzanie przedstawia rodzine
rownolegtych linii prostych o nachyleniu —q,/k.
dT _
dx :
d7(0) do
—~ =g, —» —kC,=¢4, —» C,=——
dx 10 1 = 4o 1 2
di(L) . O = g C qo
dx q0 1 — 4o 1 k
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Element grzejny Moc elementu grzejnego P=1200W

1200 W
Izolacja cieplna Yy~ Powierzchnia ptyty A=300 cm?
' Konduktywnosé ptyty k=15 W/mK
|~ 300 cm? Wspétczynnik konwekcji h=80 W/m?2K

Temperatura otoczenia T,,=20°C

-l T, =20°C
a
Base plate
Strumien
ciepta Conduction ,
T
. __, dT(0) ”
QQ - dx:

Strumien
Conduction | cjepta

anid) _
kS = HT(L) - T,

Qo 1200 W

N = 40,000 W/’
qo Abuse 0.03 m2 m ' L -}
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d°T _ s dT(0)
dx

A2
dT(L)

Base plate o k dx = h[T(L) - T:r.]
Strumien
ciepta Conduction ,
-’L’ dT _

é0=—k% C] T(J{') — C[JC + Cg

= g, = 40,000 W/m?

Conducti S_trumier‘l (Ix B
ciepla dT(O) o - - q,o
—k%=h[TiL)—TxJ o dx =4qdo — _kCl =dqo — Cl — _?
"l L‘ x Uwzgledniajgc, ze: dT/dx=C, oraz T(L)=C,L+C,
dT(L)
—k = W[T(L) —T,] — —kC,=h[(C,L+ C,) — T,]

dx
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- Iy B 40 | 9o
Podstawiajagc ¢, = =gy /k ——> C, =T, + i +- T L
2 2

. (L — 1
T(X)=Tx+f?0( ,{XW)

Jest to rownanie opisujgce zmiane temperatury w analizowanym uktadzie.

_ (L 1 0.005 m | ‘
T{}_Tx+ (——|‘—)= 0 2( =5 o
(©) ol ) =20°C + (40,000 Wm){ 15m =5 + oo UC) 33°C
1 40,000 W/m? _
T(L) =T, + g, 0 +—]=20°C + - = 520°C
(L) | "?“( h) 80 W/m? - °C S20°C
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Plane wall NP

Conduction

Grubos¢ sciany L=0,06m
Konduktywnos¢ k=1,2 W/mK
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