
Metody komputerowe w 
zagadnieniach cieplnych. 

Dr inż. Piotr Urbanek. 
1 



Metoda Różnic Skończonych 

Metoda różnic skończonych (MRS) jest jedną z najprostszych metod numerycznego 
rozwiązywania zagadnień opisanych przez układy równań różniczkowych. Idea tej 
metody polega na zastąpieniu pochodnych występujących w tych równaniach przez 
odpowiednie ilorazy różnicowe. Pewne trudności w zastosowaniu tej metody wiążą 
się z warunkami brzegowymi oraz z nieregularnym kształtem brzegu. 
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Ilorazy różnicowe jako przybliżenia pochodnych 

Ilorazy dla pierwszej pochodnej 

Pochodna funkcji f(x) w punkcie x0 jest zdefiniowana jako 

Geometryczna interpretacja pochodnej: dla x → 
0 sieczna (czerwona linia) dąży do stycznej 
(zielona linia) 

Geometrycznie, jest to tangens kąta nachylenia stycznej do 
krzywej y = f(x) w punkcie x0. Stąd dla „małych” h mamy w 
przybliżeniu: 

• obliczamy wartość funkcji w punkcie x0, 
• obieramy pewien bliski punkt x0 + h  
 i obliczamy w nim wartość funkcji, 
• odejmujemy od niej wartość funkcji w 
 punkcie x0, 
• dzielimy przez przyrost h zmiennej x. 
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iloraz różnicowy wprzód ilorazem różnicowym wstecz Symetrycznego ilorazu 
różnicowego 

Rodzaje ilorazów różnicowych 
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Obliczyć przybliżoną wartość pochodnej funkcji f(x) = x3 w punkcie x0 = 2, przyjmując h = 0,1. 

Przykład obliczeniowy 

Dokładna wartość pochodnej 

Wartość obliczona ilorazem różnicowym wprzód 

Iloraz różnicowy wstecz 

iloraz symetryczny 
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Iloraz różnicowy dla drugiej pochodnej 

W przypadku drugiej pochodnej najwygodniej jest rozpocząć od rozwinięcia funkcji f(x) w 
szereg Taylora w otoczeniu punktu x = x0: 

Przyjmując w nim x = x0 + h, gdzie h > 0, dostajemy 

a dla x = x0 – h mamy 

Po dodaniu stronami powyższych równań i przekształceniu dostajemy: 
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Przykład obliczeniowy 

Obliczyć przybliżoną wartość drugiej pochodnej funkcji f(x) = x3 w punkcie x0 = 2 przyjmując h = 0,1. 

Dokładna wartość drugiej pochodnej wynosi 

natomiast wzór różnicowy daje 

Wynik jest dokładny, gdyż czwarta i wyższe pochodne f(x) równe są zeru. 
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Ogólna idea metody różnic skończonych 

Rozwiązywanie równania różniczkowego metodą różnic skończonych można 

podzielić na cztery etapy: 

 

1.  Zapisanie równania różniczkowego w postaci różnicowej, tj. na 
zastąpienie 

 pochodnych odpowiednimi ilorazami różnicowymi. 

2.  Nałożenie na obszar działania siatki węzłów, w których poszukiwane będą 

 wartości funkcji pola. 

3.  Ułożenie równania różnicowego dla każdego węzła, z uwzględnieniem 

 warunków brzegowych. 

4.  Rozwiązanie powstałego układu liniowych równań algebraicznych ze 
względu na nieznane wartości węzłowe funkcji pola. 
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Schemat rozwiązywania zagadnienia 
polowego za pomocą MRS 
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Uwzględnianie warunków brzegowych 

Zakładamy, że ograniczamy rozważania do równań różniczkowych I i II rzędu   

Operatory różnicowe zawierają wartości funkcji tylko w węzłach bezpośrednio 
sąsiadujących z węzłem, dla którego zapisujemy operator. 

Warunki Dirichleta (I rodzaju) Warunki brzegowe III rodzaju (warunki Neumana) 
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Jednowymiarowy, ustalony przepływ ciepła. 
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PRZYKŁAD: układ jednowymiarowy – przepływ ciepł przez płaską dużą ścianę 
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Jednowymiarowy, ustalony przepływ ciepła bez źródeł ciepła. 
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Zadanie. Obliczyć rozkład temperatury    
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Warunki brzegowe w obliczeniach cieplnych 

1. Warunek Dirichleta 

T(0) =T0 = Wartości ustalonej  

T(L) =TM = Wartości ustalonej 

Dodatkowo, jeśli w węzłach wewnętrznych występują źródła ciepła:  
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Jeśli na brzegach obszaru występują źródła ciepła w postaci strumienia ciepła : 
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Warunki brzegowe wymiany ciepła z brzegów obszaru. 

Promieniowanie 

Konwekcja 

Przewodzenie 

 – emisyjność powierzchni układu 

s – stała promieniowania 

h – współczynnik konwekcji [W/(m2K)] 
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Połączone warunki brzegowe – konwekcja i promieniowanie  

ℎ𝑐𝑎ł𝑘𝑜𝑤𝑖𝑡𝑒𝐴 𝑇∞ − 𝑇0 + 𝑘𝐴
𝑇1 − 𝑇0
∆𝑥

+ 𝑔 0 𝐴∆𝑥/2  

ℎ𝑐𝑎ł𝑘𝑜𝑤𝑖𝑡𝑒 = ℎ + 𝜀 

h – konwekcja (unoszenie cząsteczek) 

21 



Styk dwóch powierzchni 

Ciało A Ciało B 

Wymiana ciepła na styku dwóch powierzchni. 
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Nieustalony przepływ ciepła 

W przypadku nieustalonego przepływu ciepła dyskretyzacji podlega zarówno 

przestrzeń (∆𝑥, ∆𝑦, ∆𝑧), w której liczymy rozkład temperatury, jak i czas (∆𝑡), w 

którym liczymy osiągnięcie w danym układzie quasi-ustalonego rozkładu 

temperatury. 

Przykład. 

Analiza rozkładu temperatury wstępnie 

nagrzanego do temperatury 𝑇0 bloku 

metalowego, który wyjęty z pieca w 

chwili 𝑡0 stygnie przez czas  

𝑡 = 3 godz. do temperatury 𝑇𝑘𝑜ń𝑐𝑜𝑤𝑒. 

i

mT
1i

mT
Dyskretyzacja 

przestrzeni 

Dyskretyzacja 

czasu 

Kolejny krok 

czasowy 

𝑡𝑖 = 𝑖∆𝑡 
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Węzeł m 

Bilans energii przy analizie stanów cieplnie nieustalonych 

𝑐𝑖𝑒𝑝ł𝑜 𝑑𝑜𝑝ł𝑦𝑤𝑎𝑗ą𝑐𝑒 𝑑𝑜
𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢 𝑧 𝑘𝑎ż𝑑𝑒𝑗 𝑗𝑒𝑔𝑜 
𝑝𝑜𝑤𝑖𝑒𝑟𝑧𝑐ℎ𝑛𝑖 𝑤 𝑐𝑧𝑎𝑠𝑖𝑒 ∆𝑡

 + 
𝐶𝑖𝑒𝑝ł𝑜 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑜𝑤𝑎𝑛𝑒
𝑤 𝑜𝑏𝑗ę𝑡𝑜ś𝑐𝑖 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢

𝑤 𝑐𝑧𝑎𝑠𝑖𝑒 ∆𝑡

=
𝑍𝑚𝑖𝑎𝑛𝑎 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑖

𝑤 𝑜𝑏𝑗ę𝑡𝑜ś𝑐𝑖 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢
𝑤 𝑐𝑧𝑎𝑠𝑖𝑒 ∆𝑡

 

∆𝑡 ×  𝑄 

𝑝𝑜𝑤
𝑒𝑙𝑒𝑚

+ ∆𝑡 × 𝐺 𝑒𝑙𝑒𝑚 = ∆𝐸𝑒𝑙𝑒𝑚 
∆𝐸𝑒𝑙𝑒𝑚 = 𝑚𝐶∆𝑇 = 𝜌𝑉𝑒𝑙𝑒𝑚𝐶Δ𝑇 

 𝑄 

𝑝𝑜𝑤
𝑒𝑙𝑒𝑚

+ 𝐺 𝑒𝑙𝑒𝑚 =
Δ𝐸𝑒𝑙𝑒𝑚
Δ𝑡

= 𝜌𝑉𝑒𝑙𝑒𝑚𝐶
Δ𝑇

Δ𝑡
 

 𝑄 

𝑝𝑜𝑤
𝑒𝑙𝑒𝑚

+ 𝐺 𝑒𝑙𝑒𝑚 = 𝜌𝑉𝑒𝑙𝑒𝑚𝐶
𝑇𝑚
𝑖+1 − 𝑇𝑚

𝑖

∆𝑡
 𝑇𝑚

𝑖 = 𝑖∆𝑡 

𝑇𝑚
𝑖+1 = 𝑖 + 1 ∆𝑡 
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Nieustalony przepływ ciepła przez płaską ścianę 

𝜶 =
𝒌

𝝆𝑪
 ⟹ 𝑑𝑦𝑓𝑢𝑧𝑗𝑎 𝑐𝑖𝑒𝑝𝑙𝑛𝑎 

𝝉 =
𝜶𝜟𝒕

𝜟𝒙𝟐
 Bezwymiarowy współczynnik Fouriera 
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Nieustalony przepływ ciepła przez płaską ścianę 

Równanie przepływu ciepła wewnątrz płaskiej ściany 
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Nieustalony przepływ ciepła w płaskiej ścianie z 
warunkiem brzegowym III rodzaju 
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Kryterium stabilności 

Stabilność obliczeń zostanie zachowana, jeśli współczynniki przy 

wszystkich formułach obliczających temperatury 𝑇𝑚
𝑖  oraz 𝑇𝑚

𝑖+1  będą  

większe lub równe zeru. 
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Dwuwymiarowy, nieustalony przepływ ciepła. 

Węzeł środkowy. 
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Kryterium stabilności: 
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Węzeł nr 1. 
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Węzeł nr 2. 

Węzeł nr 3. 
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Węzeł nr 6. 

Węzeł nr 7. 

36 



Węzeł nr 9 
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Węzeł powierzchniowy izolowany 

Węzeł powierzchniowy 

Węzeł powierzchniowy narożny 
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Węzeł środkowy 
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MODELING OF CHAMBER RESISTANCE PLANTS 
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Model pieca komorowego 

Określić symetrię układu 

Określić warunki brzegowe związane z 

wybraną symetrią układu. 
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Konwekcja

k, , c

h

P [W/m^3]

P [W/m^3]

Własności pieca komorowego można odwzorować za pomocą analizy 

rozpływu ciepła w płaskiej ścianie. 

k - ? 

 - ? 

c - ? 

h - ? 
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Analiza przepływu ciepła w ośrodkach  
o różnych geometriach 

46 

𝑊𝑎𝑟𝑡𝑜ść 𝑝𝑟𝑧𝑒𝑝ł𝑦𝑤𝑢 𝑐𝑖𝑒𝑝ł𝑎 𝑤 𝑥  

(𝑊𝑎𝑟𝑡𝑜ść 𝑝𝑟𝑧𝑒𝑝ł𝑦𝑤𝑢 𝑐𝑖𝑒𝑝ł𝑎 𝑤 𝑥 + ∆𝑥) 

(𝑊𝑎𝑟𝑡𝑜ść 𝑐𝑖𝑒𝑝ł𝑎 𝑤𝑦𝑡𝑤𝑜𝑟𝑧𝑜𝑛𝑒𝑔𝑜 𝑤 𝑥) 

𝑄 𝑥 

𝑄 𝑥+∆𝑥 

𝐺  

𝑊𝑎𝑟𝑡𝑜ść 𝑧𝑚𝑖𝑎𝑛𝑦 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑖 𝑤 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑐𝑖𝑒 𝑥 
∆𝐸𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢

∆𝑡
 

- 

+ 

= 
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𝐴∆𝑥 

∆𝑥 → 0 ∆𝑡 → 0 

Z definicji prawa Fouriera dla przewodzenia 

ciepła. 
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Powierzchnia cylindra A=2𝜋𝑟𝐿 

𝑊𝑎𝑟𝑡𝑜ść 𝑝𝑟𝑧𝑒𝑝ł𝑦𝑤𝑢 𝑐𝑖𝑒𝑝ł𝑎 𝑤 𝑟  

(𝑊𝑎𝑟𝑡𝑜ść 𝑝𝑟𝑧𝑒𝑝ł𝑦𝑤𝑢 𝑐𝑖𝑒𝑝ł𝑎 𝑤 𝑟 + ∆𝑟) 

(𝑊𝑎𝑟𝑡𝑜ść 𝑐𝑖𝑒𝑝ł𝑎 𝑤𝑦𝑡𝑤𝑜𝑟𝑧𝑜𝑛𝑒𝑔𝑜 𝑤 𝑟) 

𝑊𝑎𝑟𝑡𝑜ść 𝑧𝑚𝑖𝑎𝑛𝑦 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑖 𝑤 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑐𝑖𝑒 𝑟 

- 

+ 

= 

𝑄 𝑟 

𝑄 𝑟+∆𝑟 

𝐺  

∆𝐸𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢

∆𝑡
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𝐴∆𝑟 
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Powierzchnia sfery A=4𝜋𝑟2 

lub 

n=0 dla płaskiej ściany 

n=1 dla cylindra 

n=2 dla sfery 
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Złożona jednowymiarowa wymiana ciepła  

L=0,4cm – grubość denka patelni 

D=18 cm – średnica patelni 

Ułożyć równania opisujące przewodzenie 

ciepła oraz obliczyć rozkład temperatury 

wzdłuż grubości denka. Zakładamy stan 

cieplnie ustalony. Patelnia stoi na grzejniku 

elektrycznym o mocy 800W. 
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Przewodzenie ciepła w elemencie grzejnym. 

Moc grzałki 2kW. Przewodność cieplna  

k=15 W/m2K. Średnica D=0,4cm, długość 

L=50cm. Zakładamy stałą wartość k. 

Grzałka traktowana jako bardzo długi cylinder 

(długość L >> średnicy D). 

To oznacza, że można założyć równomierny 

rozkład temperatury wzdłuż średnicy grzałki. 
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𝑊𝑎𝑟𝑡𝑜ść 𝑝𝑟𝑧𝑒𝑝ł𝑦𝑤𝑢 𝑐𝑖𝑒𝑝ł𝑎 𝑤 𝑥, 𝑦, 𝑧  

(𝑊𝑎𝑟𝑡𝑜ść 𝑝𝑟𝑧𝑒𝑝ł𝑦𝑤𝑢 𝑐𝑖𝑒𝑝ł𝑎 𝑤 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦, 𝑧 + ∆𝑧) 

(𝑊𝑎𝑟𝑡𝑜ść 𝑐𝑖𝑒𝑝ł𝑎 𝑤𝑦𝑡𝑤𝑜𝑟𝑧𝑜𝑛𝑒𝑔𝑜 𝑤 𝑥, 𝑦, 𝑧) 

𝑊𝑎𝑟𝑡𝑜ść 𝑧𝑚𝑖𝑎𝑛𝑦 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑖 𝑤 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑐𝑖𝑒 𝑥, y, z 

- 

+ 

= 

Ogólne równanie przewodzenia ciepła 
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Ogólne równanie przewodzenia ciepła 
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Stan ustalony – równanie Poissona 

Stan nieustalony – równanie dyfuzji 

Stan ustalony – równanie Laplace’a 

Ogólne równanie przewodzenia ciepła 
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Ogólne równanie przewodzenia ciepła 

Współrzędne cylindryczne 
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Ogólne równanie przewodzenia ciepła 

Współrzędne sferyczne 
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Warunki brzegowe 

Rozważmy równanie różniczkowe: 

𝑇 𝑥 = 𝐶1𝑥 + 𝐶2 

Ponieważ równanie różniczkowe nie zawiera w sobie informacji o  

dodatkowych warunkach rozwiązania należy je podać oddzielnie w postaci  

warunków brzegowych i początkowych. 
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Matematyczne warunki brzegowe 

wynikają z warunków fizycznych 

panujących w czasie obliczania 

rozkładu ciepła wewnątrz układu. 

Przykładowo, rozkład temperatury 

w analizowanej ścianie zależy od 

zmieniających się w czasie 

warunków atmosferycznych, np. 

prędkości wiatru, siły i czasu 

nasłonecznienia ściany.  

Uogólniając je można podać w 

postaci dwóch wartości temperatur 

na powierzchniach ściany. 

Aby rozwiązać równanie różniczkowe liczba warunków brzegowych musi być 

równa rzędowi równania różniczkowego opisującego zjawisko fizyczne. 



Warunek brzegowy I rodzaju 
(określona wartość temperatury) 
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Warunek brzegowy określający strumień ciepła 
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Można go określić w przypadku znajomości 

wymiany energetycznej na powierzchni 

układu 

Prawo Fouriera 
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Warunki specjalne 
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Konwekcja 𝑃𝑟𝑧𝑒𝑤𝑜𝑑𝑧𝑒𝑛𝑖𝑒
𝑐𝑖𝑒𝑝ł𝑎 𝑛𝑎 𝑝𝑜𝑤𝑖𝑒𝑟𝑧𝑐ℎ𝑛𝑖

=
𝑈𝑛𝑜𝑠𝑧𝑒𝑛𝑖𝑒

𝑐𝑖𝑒𝑝ł𝑎 𝑧 𝑝𝑜𝑤𝑖𝑒𝑟𝑧𝑐ℎ𝑛𝑖
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Radiacja 𝑃𝑟𝑧𝑒𝑤𝑜𝑑𝑧𝑒𝑛𝑖𝑒
𝑐𝑖𝑒𝑝ł𝑎 𝑛𝑎 𝑝𝑜𝑤𝑖𝑒𝑟𝑧𝑐ℎ𝑛𝑖

=
𝑅𝑎𝑑𝑖𝑎𝑐𝑦𝑗𝑛𝑎 𝑤𝑦𝑚𝑖𝑎𝑛𝑎
𝑐𝑖𝑒𝑝ł𝑎 𝑧 𝑝𝑜𝑤𝑖𝑒𝑟𝑧𝑐ℎ𝑛𝑖
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Styk dwóch powierzchni 
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Połączone warunki brzegowe. 

𝑃𝑟𝑧𝑒𝑝ł𝑦𝑤 𝑐𝑖𝑒𝑝ł𝑎 𝑑𝑜 ś𝑐𝑖𝑎𝑛𝑦
𝑝𝑜𝑝𝑟𝑧𝑒𝑧 𝑘𝑜𝑛𝑤, 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑐𝑗ę

=
𝑃𝑟𝑧𝑒𝑝ł𝑦𝑤 𝑐𝑖𝑒𝑝ł𝑎 𝑜𝑑 ś𝑐𝑖𝑎𝑛𝑦
𝑝𝑜𝑝𝑟𝑧𝑒𝑧 𝑘𝑜𝑛𝑤, 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑐𝑗ę

 

 - absorpcyjność 

energii słonecznej 

s - stała 

promieniowania 
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Warunki brzegowe 

T1=120C 

T2=50C 

𝑑2𝑇

𝑑𝑥2
= 0 

𝑑𝑇

𝑑𝑥
= 𝐶1 

𝑇 𝑥 = 𝐶1𝑥 + 𝐶2 

Dla x=0 

𝑇1 = 𝐶1 × 0 + 𝐶2 𝐶2 = 𝑇1 

Dla x=L 

𝑇2 = 𝐶1𝐿 + 𝐶2 𝐶1 =
𝑇2 − 𝑇1

𝐿
 

𝑇 𝑥 =
𝑇2 − 𝑇1

𝐿
𝑥 + 𝑇1 

Przykład: 
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Przykład liczbowy: 

Grubość ściany: L=0,2m 

Współczynnik konwekcji: 𝑘 = 1,2
𝑊

𝑚2𝐾
 

Powierzchnia ściany: A=15m2 

Temperatura w połowie grubości ściany: 

Korzystając z prawa Fouriera można wyznaczyć wartość mocy, która przenika  

przez ścianę: 
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Dwa warunki brzegowe zostały zdefiniowane w tym samym miejscu. Nie ma zatem 

potrzeby definiowania ich w różnych miejscach. 
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Dla  𝑞 0 ≠ 𝑞 𝐿 nie ma rozwiązania równania 

Laplace’a. 

 

Jest to wytłumaczalne, gdyż jeżeli w tym 

samym czasie dwie dwa strumienie cieplne 

docierają do dwóch boków ściany, nie jest 

możliwe zapewnienie stanu cieplnie 

ustalonego. 
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W tym przypadku C2 musi być przyjęte arbitralnie. 

Matematycznie rozwiązanie przedstawia rodzinę 

równoległych linii prostych o nachyleniu −𝑞 0/𝑘. 
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Moc elementu grzejnego P=1200W 

Grubość płyty L=0,5 cm 

Powierzchnia płyty A=300 cm2   

Konduktywność płyty k=15 W/mK 

Współczynnik konwekcji h=80 W/m2K 

Temperatura otoczenia T∞=20C 
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Uwzględniając, że: dT/dx=C1 oraz T(L)=C1L+C2  
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Podstawiając 𝐶1 = −𝑞 0/𝑘 

Jest to równanie opisujące zmianę temperatury w analizowanym układzie. 
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Grubość ściany L=0,06m 

Konduktywność k=1,2 W/mK 

 


