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Krzywa Béziera i inne
krzywe sk³adane

Listingi z tego rozdzia³u znajduj¹ siê na CD-ROM-ie w katalogu: Béziers and Other Splines.

Co to jest krzywa sk³adana (ang. spline)? * – a wiêc „krzywik”. Ta definicja przy-
wodzi na myœl obraz in¿yniera, który trzyma w rêku niewygodne narzêdzie i –
zgarbiony nad arkuszem papieru milimetrowego – próbuje dopasowaæ krzyw¹
do rozproszonego zbioru punktów. Obecnie lepsz¹ definicj¹ tego s³owa jest
„krzywa obliczana przez funkcjê matematyczn¹, która g³adko ³¹czy odrêbne
punkty... Zobacz tak¿e krzywa Béziera”**.

Pierre Etienne Bézier urodzi³ siê w Pary¿u w 1910 roku w rodzinie in¿ynierów.
W 1930 roku uzyska³ dyplom in¿yniera mechanika, a rok póŸniej – dyplom in¿y-
niera elektryka. W 1933 roku zacz¹³ pracowaæ we francuskiej firmie samochodo-
wej Renault, gdzie pozosta³ do 1975 roku. W latach piêædziesi¹tych Bézier by³ od-
powiedzialny za wdro¿enia pierwszych maszyn do wiercenia i frezowania, które
dzia³a³y pod kontrol¹ NC, czyli sterowania numerycznego (ang. numerical control
– dziœ rzadko u¿ywa siê tego terminu).

Od roku 1960 praca Béziera by³a zwi¹zana g³ównie z programem UNISURF,
wczesnym systemem CAD/CAM u¿ywanym w Renault do interaktywnego pro-
jektowania czêœci samochodowych. System ten wymaga³ matematycznej defini-
cji skomplikowanych krzywych, którymi projektanci mogliby manipulowaæ bez
odwo³ywania siê do wzorów i które mo¿na by wykorzystaæ w procesach produk-
cyjnych. Z tych prac narodzi³a siê krzywa, która dziœ nosi nazwisko Béziera. Pier-
re Bézier zmar³ w 1999 roku.***

Krzywa Béziera zyska³a du¿e znaczenie w grafice komputerowej i plasuje siê tu¿
za lini¹ prost¹ oraz ³ukiem eliptycznym. W PostScripcie krzywa Béziera opisuje
wszystkie krzywe – aproksymuje nawet ³uki eliptyczne. Krzywe Béziera s³u¿¹

* Angielskie s³owniki definiuj¹ s³owo spline jako „giêtki kawa³ek drzewa, twardej gumy lub metalu
u¿ywany do rysowania krzywych” American Heritage Dictionary of the English Language, 4th ed. (Bo-
ston: Houghton Mifflin, 2000).

** Microsoft Computer Dictionary, 4th ed. (Redmond, WA: Microsoft Press, 1999).

*** Wiêkszoœæ informacji biograficznych zaczerpniêto z artyku³u Pierra Béziera „Style, Mathematics
and NC”, Computer-Aided Design 22, nr 9 (listopad 1990): 523. Na angielski prze³o¿ono dwie ksi¹¿ki
Béziera: Pierre Bézier, Numerical Control: Mathematics and Application (Londyn: John Wiley & Sons,
1972) oraz The Mathematical Basis of the UNISURF CAD System (Londyn: Butterworths, 1986).
Zobacz tak¿e Pierre Bézier, „How a Simple System Was Born” w Gerald Farin, Curves and Surfaces
for Computer-Aided Geometric Design: A Practical Guide, 4th ed. (San Diego: Academic Press, 1997).



równie¿ do definiowania obrysów czcionek postscriptowych (czcionki TrueType
u¿ywaj¹ prostszego i szybszego rodzaju krzywej).

Krzywa Béziera w praktyce
Pojedyncz¹ krzyw¹ Béziera jednoznacznie identyfikuj¹ cztery punkty, które na-
zwiemy p0, p1, p2 i p3. Krzywa zaczyna siê w punkcie p0 i koñczy w p3; p0 jest zatem
punktem pocz¹tkowym, a p3 – punktem koñcowym (zbiorczo punkty p0 i p3 s¹ czêsto
nazywane koñcowymi). Punkty p1 i p2 to punkty kontrolne. Punkty kontrolne
dzia³aj¹ jak magnesy i przyci¹gaj¹ do siebie krzyw¹. Oto przyk³adowa krzywa
Béziera z dwoma punktami koñcowymi i dwoma kontrolnymi:

Zauwa¿, ¿e krzywa zaczyna siê w punkcie p0 i zmierza w stronê p1, ale potem po-
rzuca ten szlak i kieruje siê w stronê p2. Nie dotykaj¹c p2, koñczy siê w punkcie p3.
Oto inna krzywa Béziera:

Rzadko siê zdarza, ¿eby krzywa Béziera przechodzi³a przez punkty kontrolne.
Jeœli jednak umieœcisz oba punkty kontrolne miêdzy punktami koñcowymi, krzy-
wa Béziera zmieni siê w liniê prost¹ i bêdzie przechodziæ przez oba punkty:
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Mo¿na te¿ wybraæ punkty, które zawin¹ krzyw¹ Béziera w pêtlê:

Aby narysowaæ krzyw¹ Béziera w Windows Forms, musisz okreœliæ cztery punk-
ty: albo jako cztery struktury Point lub PointF, albo jako osiem wartoœci typu float:

Metody DrawBezier klasy Graphics

void DrawBezier(Pen pen, Point pt0, Point pt1, Point pt2, Point pt3)

void DrawBezier(Pen pen, PointF ptf0, PointF ptf1, PointF ptf2,

PointF ptF3)

void DrawBezier(Pen pen, float x0, float y0, float x1, float y1,

float x2, float y2, float x3, float y3)

Czasem wygodniej jest okreœliæ cztery punkty jako tablicê struktur Point lub
PointF. Pozwalaj¹ na to dwie wersje metody DrawBeziers (zwróæ uwagê na liczbê
mnog¹). Mo¿esz przekazaæ do metody DrawBeziers tablicê czterech struktur Point
lub PointF albo u¿yæ tej metody do rysowania wielu po³¹czonych krzywych Béziera:

Metody DrawBeziers klasy Graphics

void DrawBeziers(Pen pen, Point[] apt)

void DrawBeziers(Pen pen, PointF[] aptf)

Gdy rysujesz wiele krzywych Béziera, punkt koñcowy jednej krzywej staje siê
punktem pocz¹tkowym nastêpnej, co oznacza, ¿e ka¿da dodatkowa krzywa wy-
maga okreœlenia trzech punktów. Jeœli chcesz narysowaæ N krzywych Béziera,
liczba punktów w tablicy musi byæ równa 3N + 1. Gdy rozmiar tablicy jest inny
ni¿ 3N + 1, dla N � 1, metoda zg³asza wyj¹tek.

Nie ma metod FillBezier ani FillBeziers. Jeœli chcesz u¿yæ krzywych Béziera do wy-
pe³niania zamkniêtych obszarów, musisz skorzystaæ ze œcie¿ek graficznych, któ-
re omawiam w rozdziale 15.

¯eby zyskaæ wprawê w manipulowaniu krzywymi Béziera, poeksperymentuj
z poni¿szym programem:

Listing Bezier.cs

//-------------------------------------

// Bezier.cs © 2001 by Charles Petzold

//-------------------------------------

using System;

using System.Drawing;
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using System.Windows.Forms;

class Bezier: Form

{

protected Point[] apt = new Point[4];

public static void Main()

{

Application.Run(new Bezier());

}

public Bezier()

{

Text = "Bezier (Mouse Defines Control Points)";

BackColor = SystemColors.Window;

ForeColor = SystemColors.WindowText;

ResizeRedraw = true;

OnResize(EventArgs.Empty);

}

protected override void OnResize(EventArgs ea)

{

base.OnResize(ea);

int cx = ClientSize.Width;

int cy = ClientSize.Height;

apt[0] = new Point( cx / 4, cy / 2);

apt[1] = new Point( cx / 2, cy / 4);

apt[2] = new Point( cx / 2, 3 * cy / 4);

apt[3] = new Point(3 * cx / 4, cy / 2);

}

protected override void OnMouseDown(MouseEventArgs mea)

{

Point pt;

if (mea.Button == MouseButtons.Left)

pt = apt[1];

else if (mea.Button == MouseButtons.Right)

pt = apt[2];

else

return;

Cursor.Position = PointToScreen(pt);

}

protected override void OnMouseMove(MouseEventArgs mea)

{

if (mea.Button == MouseButtons.Left)

{

apt[1] = new Point(mea.X, mea.Y);

Invalidate();

}

else if (mea.Button == MouseButtons.Right)

{

apt[2] = new Point(mea.X, mea.Y);

Invalidate();

}

}

protected override void OnPaint(PaintEventArgs pea)
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{

Graphics grfx = pea.Graphics;

grfx.DrawBeziers(new Pen(ForeColor), apt);

Pen pen = new Pen(Color.FromArgb(0x80, ForeColor));

grfx.DrawLine(pen, apt[0], apt[1]);

grfx.DrawLine(pen, apt[2], apt[3]);

}

}

Po³o¿enie punktów koñcowych jest sta³e, a dwoma punktami kontrolnymi mo-
¿na sterowaæ za pomoc¹ myszy. Lewy przycisk myszy kontroluje punkt p1, a pra-
wy – punkt p2. W programie zrealizowa³em funkcjê „przyci¹gania”: kiedy naciœ-
niesz lewy lub prawy przycisk myszy, program u¿ywa statycznej w³aœciwoœci
Cursor.Position, ¿eby przesun¹æ wskaŸnik myszy do odpowiedniego punktu kon-
trolnego. Program rysuje tak¿e szare linie od punktów koñcowych do kontrol-
nych. Oto typowe wyniki:

Krzywe Béziera maj¹ kilka cech, które predestynuj¹ je do zastosowania w projek-
towaniu wspomaganym komputerowo. Po pierwsze, przy odrobinie wprawy
zwykle da siê dopasowaæ krzyw¹ do ¿¹danego kszta³tu.

Po drugie, krzywa Béziera jest bardzo dobrze kontrolowana. Niektóre krzywe
nie przechodz¹ przez ¿aden z definiuj¹cych je punktów. Krzywa Béziera jest za-
wsze zakotwiczona w dwóch punktach koñcowych (jak siê niebawem przekona-
my, jest to jedno z za³o¿eñ u¿ywanych podczas wyprowadzania wzorów Bézie-
ra). Co wiêcej, pewne rodzaje krzywych maj¹ osobliwoœci, w których krzywa
ucieka do nieskoñczonoœci (co w komputerowym projektowaniu jest raczej nie-
po¿¹dane). Krzywa Béziera jest znacznie bardziej zdyscyplinowana. Zawsze
ogranicza j¹ czworok¹t (nazywany pow³ok¹ wypuk³¹) utworzony przez po³¹czenie
punktów koñcowych i kontrolnych. (Sposób ³¹czenia punktów w celu utworze-
nia pow³oki wypuk³ej zale¿y od konkretnej krzywej).
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Trzecia w³aœciwoœæ krzywej Béziera dotyczy zwi¹zku miêdzy punktami koñco-
wymi i kontrolnymi. W punkcie pocz¹tkowym krzywa jest zawsze styczna do li-
nii prostej biegn¹cej od punkt pocz¹tkowego do pierwszego punktu kontrolnego
i ma ten sam kierunek (tê zale¿noœæ ilustruje graficznie nasz przyk³adowy pro-
gram). W punkcie koñcowym krzywa jest zawsze styczna do linii prostej bie-
gn¹cej od drugiego punktu kontrolnego do punktu koñcowego i ma ten sam kie-
runek. To kolejne dwa za³o¿enia u¿ywane do wyprowadzania wzorów Béziera.

Po czwarte, krzywe Béziera czêsto wywo³uj¹ pozytywne wra¿enia estetyczne.
Wiem, ¿e to doœæ subiektywne kryterium, ale nie jestem jedyn¹ osob¹, która uwa-
¿a krzywe Béziera za pe³ne wdziêku.

Bardziej stylowy zegar
Minê³y dwie dekady od napisania pierwszego programu zegara analogowego,
a programy tego typu wci¹¿ wygl¹daj¹ prawie identycznie. Niemal zawsze pro-
gramista u¿ywa prostych wielok¹tów do rysowania wskazówek zegara. Pora
zbadaæ nowe perspektywy, rysuj¹c wskazówki zegara za pomoc¹ krzywych
Béziera.

Jak pamiêtasz, program AnalogClock z rozdzia³u 10 – „Zegar i czas” u¿ywa³ kon-
trolki, któr¹ zrealizowa³em w klasie ClockControl. Na szczêœcie by³em doœæ prze-
widuj¹cy, aby wyodrêbniæ rysuj¹cy wskazówki kod w chronionych wirtualnych
metodach tej klasy. Oto klasa BezierClockControl, która wywo³uje metody Draw-
Beziers w nowych metodach DrawHourHand i DrawMinuteHand.

Listing BezierClockControl.cs

//-------------------------------------------------

// BezierClockControl.cs © 2001 by Charles Petzold

//-------------------------------------------------

using System;

using System.Drawing;

using System.Drawing.Drawing2D;

using System.Windows.Forms;

namespace Petzold.ProgrammingWindowsWithCSharp

{

class BezierClockControl: ClockControl

{

protected override void DrawHourHand(Graphics grfx, Pen pen)

{

GraphicsState gs = grfx.Save();

grfx.RotateTransform(360f * Time.Hour / 12 +

30f * Time.Minute / 60);

grfx.DrawBeziers(pen, new Point[]

{

new Point( 0, -600), new Point( 0, -300),

new Point(200, -300), new Point( 50, -200),

new Point( 50, -200), new Point( 50, 0),

new Point( 50, 0), new Point( 50, 75),

new Point(-50, 75), new Point( -50, 0),
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new Point(-50, 0), new Point( -50, -200),

new Point(-50, -200), new Point(-200, -300),

new Point( 0, -300), new Point( 0, -600)

});

grfx.Restore(gs);

}

protected override void DrawMinuteHand(Graphics grfx, Pen pen)

{

GraphicsState gs = grfx.Save();

grfx.RotateTransform(360f * Time.Minute / 60 +

6f * Time.Second / 60);

grfx.DrawBeziers(pen, new Point[]

{

new Point( 0, -800), new Point( 0, -750),

new Point( 0, -700), new Point( 25, -600),

new Point( 25, -600), new Point( 25, 0),

new Point( 25, 0), new Point( 25, 50),

new Point(-25, 50), new Point( -25, 0),

new Point(-25, 0), new Point( -25, -600),

new Point(-25, -600), new Point( 0, -700),

new Point( 0, -750), new Point( 0, -800)

});

grfx.Restore(gs);

}

}

}

W obu wywo³aniach DrawBeziers przekazywana jest tablica szesnastu struktur
Point w celu narysowania piêciu krzywych Béziera. (Pamiêtaj, ¿e pierwsza krzy-
wa Béziera rysowana przez DrawBeziers wymaga czterech punktów, a ka¿da ko-
lejna – dalszych trzech).

Pierwotny program AnalogClock by³ bardzo ma³y, wiêc zdecydowa³em, ¿e nie
ma sensu wyprowadzaæ z niego podklasy. Oto zupe³nie nowy program Bezier-
Clock, który wykorzystuje klasê BezierClockControl.

Listing BezierClock.cs

//------------------------------------------

// BezierClock.cs © 2001 by Charles Petzold

//------------------------------------------

using Petzold.ProgrammingWindowsWithCSharp;

using System;

using System.Drawing;

using System.Windows.Forms;

class BezierClock: Form

{

BezierClockControl clkctl;

public static void Main()

{

Application.Run(new BezierClock());

}

public BezierClock()

{

Text = "Bezier Clock";
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clkctl = new BezierClockControl();

clkctl.Parent = this;

clkctl.Time = DateTime.Now;

clkctl.Dock = DockStyle.Fill;

clkctl.BackColor = Color.Black;

clkctl.ForeColor = Color.White;

Timer timer = new Timer();

timer.Interval = 100;

timer.Tick += new EventHandler(OnTimerTick);

timer.Start();

}

void OnTimerTick(object obj, EventArgs ea)

{

clkctl.Time = DateTime.Now;

}

}

A oto program w dzia³aniu:

Zakrzywione zakoñczenie wskazówki sk³ada siê z dwóch krzywych Béziera, jed-
nej po ka¿dej stronie. Proste czêœci wskazówki to kolejna para krzywych Béziera,
a zaokr¹glona czêœæ w œrodku to jeszcze jedna krzywa – co w sumie daje piêæ.

Wspó³liniowe krzywe Béziera
Choæ po³¹czone krzywe Béziera wspó³dziel¹ punkty koñcowe, jest mo¿liwe, ¿e
punkt, w którym jedna krzywa siê koñczy, a druga zaczyna, nie bêdzie g³adki.
W jêzyku matematyki z³o¿on¹ krzyw¹ nazywa siê g³adk¹ tylko wtedy, gdy jej
pierwsza pochodna jest ci¹g³a – to znaczy nie zachodz¹ w niej ¿adne nag³e zmiany.

Gdy rysujesz wiele krzywych Béziera, mo¿esz sobie ¿yczyæ, ¿eby z³o¿ona krzy-
wa by³a g³adka w punktach, w których zaczynaj¹ siê i koñcz¹ poszczególne od-
cinki – ale niekoniecznie. We wskazówkach zegara potrzebna jest kombinacja
g³adkoœci i nieci¹g³oœci. W szczytowym punkcie, w którym zbiegaj¹ siê dwie
krzywe Béziera, pierwsza pochodna jest nieci¹g³a. Podobn¹ nieci¹g³oœæ obserwu-
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jemy tam, gdzie zakrzywiona czêœæ wskazówki spotyka siê z lini¹ prost¹. Jedna-
k¿e linie proste g³adko ³¹cz¹ siê z zaokr¹glon¹ czêœci¹ na œrodku zegara.

Je¿eli chcesz, ¿eby krzywe Béziera by³y g³adko po³¹czone, poni¿sze trzy punkty
musz¹ byæ wspó³liniowe (tzn. le¿eæ na tej samej prostej):

· drugi punkt kontrolny pierwszej krzywej Béziera;

· punkt koñcowy pierwszej krzywej Béziera (zarazem bêd¹cy punktem pocz¹tko-
wym drugiej krzywej Béziera);

· pierwszy punkt kontrolny drugiej krzywej Béziera.

Oto program rysuj¹cy cztery po³¹czone krzywe Béziera, które s¹ g³adkie w ka-
¿dym punkcie ³¹cz¹cym. Koniec czwartej krzywej pokrywa siê z pocz¹tkiem
pierwszej, tworz¹c krzyw¹ zamkniêt¹.

Listing Infinity.cs

//---------------------------------------

// Infinity.cs © 2001 by Charles Petzold

//---------------------------------------

using System;

using System.Drawing;

using System.Windows.Forms;

class Infinity: PrintableForm

{

public new static void Main()

{

Application.Run(new Infinity());

}

public Infinity()

{

Text = "Infinity Sign Using Bezier Splines";

}

protected override void DoPage(Graphics grfx, Color clr, int cx, int cy)

{

cx--;

cy--;

Point[] apt =

{

new Point(0, cy / 2), // Begin

new Point(0, 0), // Control

new Point( cx / 3, 0), // Control

new Point( cx / 2, cy / 2), // End/Begin

new Point(2 * cx / 3, cy), // Control

new Point( cx, cy), // Control

new Point( cx, cy / 2), // End/Begin

new Point( cx, 0), // Control

new Point(2 * cx / 3, 0), // Control

new Point( cx / 2, cy / 2), // End/Begin

new Point( cx / 3, cy), // Control

new Point(0, cy), // Control

new Point(0, cy / 2) // End

};

grfx.DrawBeziers(new Pen(clr), apt);

}

}
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W powy¿szej tablicy ka¿dy punkt oznaczony komentarzem Begin, End, albo
End/Begin jest wspó³liniowy z punktami kontrolnymi po obu stronach. Cztery
krzywe tworz¹ kszta³t, który nieco przypomina znak nieskoñczonoœci:

Rysowanie okrêgów i ³uków za pomoc¹ krzywych
Béziera

Jak wspomnia³em ju¿ w tym rozdziale, PostScript u¿ywa krzywych Béziera do
rysowania ³uków eliptycznych. W rozdziale 15 dowiesz siê, ¿e tak samo postêpu-
je Windows Forms, przynajmniej kiedy trzeba przechowaæ ³uki i elipsy na œcie¿ce
graficznej.

Dostêpnych jest kilka artyku³ów opisuj¹cych przybli¿anie ³uków eliptycznych za
pomoc¹ krzywych Béziera*. Pierwszy artyku³ opisuje doœæ prost¹ technikê, której
mo¿na u¿yæ do rysowania fragmentów okrêgu. Przypuœæmy, ¿e chcesz u¿yæ krzy-
wej Béziera do narysowania ³uku ko³owego o okreœlonym promieniu i k¹cie � .
Wiesz, ¿e musisz ustawiæ p0 i p3 na pocz¹tek i koniec ³uku, ale jak ustawiæ p1 i p2?
Jak pokazuje poni¿szy wykres, problem sprowadza siê do wyznaczenia odleg³oœci
miêdzy punktami koñcowymi a kontrolnymi – tê odleg³oœæ oznaczymy liter¹ L:
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Na rysunku zaznaczy³em, ¿e linie ³¹cz¹ce punkty koñcowe z kontrolnymi tworz¹
k¹t prosty z promieniami. Sk¹d to wiemy? Poniewa¿ do zachowania g³adkoœci
niezbêdna jest wspó³liniowoœæ. Gdybyœ chcia³ u¿yæ krzywej Béziera do naryso-
wania kolejnego, przyleg³ego ³uku o tym samym œrodku i promieniu, wspólny
punkt koñcowy i dwa przyleg³e punkty kontrolne musia³yby byæ wspó³liniowe.
Oznacza to, ¿e linia biegn¹ca od punktu koñcowego do punktu kontrolnego musi
tworzyæ k¹t prosty z promieniem okrêgu.

Jeœli znasz L, do obliczenia wspó³rzêdnych p1 i p2 wystarczy podstawowa trygo-
nometria. Spójrz jednak, jak ³atwe staj¹ siê obliczenia p1 i p2, gdy u¿ywasz k¹ta
90 stopni wyrównanego do wspó³rzêdnych poziomych i pionowych:

Obliczenia p1 i p2 s¹ banalnie proste tak¿e wtedy, gdy u¿ywasz k¹ta 180 stopni.

Pierwszy zacytowany przeze mnie artyku³ dowodzi, ¿e dobre przybli¿enie mo-
¿na uzyskaæ, mno¿¹c

L tg� �
�
� �

�
	

4
3

1
4

�

przez promieñ okrêgu.

Program BezierCircles rysuje dwa pe³ne okrêgi, u¿ywaj¹c tego przybli¿enia, naj-
pierw za pomoc¹ dwóch krzywych Béziera, a potem (dok³adniej) – za pomoc¹
czterech krzywych.

Listing BezierCircles.cs

//--------------------------------------------

// BezierCircles.cs © 2001 by Charles Petzold

//--------------------------------------------

using System;

using System.Drawing;

using System.Windows.Forms;

class BezierCircles: PrintableForm

{

public new static void Main()

{
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Application.Run(new BezierCircles());

}

public BezierCircles()

{

Text = "Bezier Circles";

}

protected override void DoPage(Graphics grfx, Color clr, int cx, int cy)

{

int iRadius = Math.Min(cx - 1, cy - 1) / 2;

grfx.DrawEllipse(new Pen(clr), cx / 2 - iRadius, cy / 2 - iRadius,

2 * iRadius, 2 * iRadius);

// Two-segment (180-degree) approximation

int L = (int) Math.Round(iRadius * 4f / 3 * Math.Tan(Math.PI / 4));

Point[] apt = {

new Point(cx / 2, cy / 2 - iRadius),

new Point(cx / 2 + L, cy / 2 - iRadius),

new Point(cx / 2 + L, cy / 2 + iRadius),

new Point(cx / 2, cy / 2 + iRadius),

new Point(cx / 2 - L, cy / 2 + iRadius),

new Point(cx / 2 - L, cy / 2 - iRadius),

new Point(cx / 2, cy / 2 - iRadius)

};

grfx.DrawBeziers(Pens.Blue, apt);

// Four-segment (90-degree) approximation

L = (int) Math.Round(iRadius * 4f / 3 * Math.Tan(Math.PI / 8));

apt = new Point[]

{

new Point(cx / 2, cy / 2 - iRadius),

new Point(cx / 2 + L, cy / 2 - iRadius),

new Point(cx / 2 + iRadius, cy / 2 - L),

new Point(cx / 2 + iRadius, cy / 2),

new Point(cx / 2 + iRadius, cy / 2 + L),

new Point(cx / 2 + L, cy / 2 + iRadius),

new Point(cx / 2, cy / 2 + iRadius),

new Point(cx / 2 - L, cy / 2 + iRadius),

new Point(cx / 2 - iRadius, cy / 2 + L),

new Point(cx / 2 - iRadius, cy / 2),

new Point(cx / 2 - iRadius, cy / 2 - L),

new Point(cx / 2 - L, cy / 2 - iRadius),

new Point(cx / 2, cy / 2 - iRadius)

};

grfx.DrawBeziers(Pens.Red, apt);

}

}

Program demonstruje te¿, jak przybli¿enie Béziera ró¿ni siê od metody DrawElli-
pse. Program zaczyna przetwarzanie DoPage od wywo³ania metody DrawEllipse
w celu narysowania czarnej elipsy. Przybli¿enie z dwoma krzywymi Béziera jest
rysowane na niebiesko, a wersja z czterema krzywymi – na czerwono. Pamiêtaj,
¿e argumenty funkcji trygonometrycznych z klasy Math s¹ wyra¿one w radia-
nach, wiêc zamiast dzieliæ k¹t przez 4 zgodnie z wzorem na L, u¿ywam wyra¿e-
nia opartego na sta³ej Math.PI.
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Sztuka Béziera
Wiele osób – w tym sam Pierre Bézier* – u¿ywa³o krzywych Béziera do tworzenia
interesuj¹cych wzorów i deseni. Tego rodzaju prace zwykle okreœla siê mianem
„sztuki Béziera”. Nie ma tu ¿adnych regu³, choæ zazwyczaj korzysta siê z pêtli for.
Oto przyk³ad:

Listing BezierArt.cs

//----------------------------------------

// BezierArt.cs © 2001 by Charles Petzold

//----------------------------------------

using System;

using System.Drawing;

using System.Windows.Forms;

class BezierArt: PrintableForm

{

const int iNum = 100;

public new static void Main()

{

Application.Run(new BezierArt());

}

public BezierArt()

{

Text = "Bezier Art";

}

protected override void DoPage(Graphics grfx, Color clr, int cx, int cy)

{

Pen pen = new Pen(clr);

PointF[] aptf = new PointF[4];

for (int i = 0; i < iNum; i++)

{

double dAngle = 2 * i * Math.PI / iNum;

aptf[0].X = cx / 2 + cx / 2 * (float) Math.Cos(dAngle);

aptf[0].Y = 5 * cy / 8 + cy / 16 * (float) Math.Sin(dAngle);

aptf[1] = new PointF(cx / 2, -cy);

aptf[2] = new PointF(cx / 2, 2 * cy);

dAngle += Math.PI;

aptf[3].X = cx / 2 + cx / 4 * (float) Math.Cos(dAngle);

aptf[3].Y = cy / 2 + cy / 16 * (float) Math.Sin(dAngle);

grfx.DrawBeziers(pen, aptf);

}

}

}
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Obrazki zawieraj¹ce wiele narysowanych linii lub krzywych zwykle wygl¹daj¹
lepiej po wydrukowaniu, ale poni¿ej zamieszczam wersjê wideo wyników pro-
gramu:

Choæ w tej ksi¹¿ce muszê siê ograniczyæ do czarno-bia³ych obrazków, nie zapo-
mnij o kolorach, gdy bêdziesz tworzy³ w³asne dzie³a.

Wyprowadzenie wzoru na krzyw¹ Béziera
Czasem warto znaæ podstawowe wzory, których system graficzny u¿ywa do wy-
œwietlania krzywych. Mo¿e kiedyœ zechcesz u³o¿yæ inne elementy graficzne (np.
znaki tekstowe) wzglêdem krzywej narysowanej przez system. Zreszt¹, wzór war-
to wyprowadziæ choæby po to, ¿ebyœ nie myœla³, ¿e pewnego dnia spad³ z nieba.

Krzywa Béziera to wielomian trzeciego stopnia. Jak wszystkie wielomiany trze-
ciego stopnia, krzyw¹ Béziera jednoznacznie okreœlaj¹ cztery punkty, które na-
zwaliœmy p0 (punkt pocz¹tkowy), p1 i p2 (dwa punkty kontrolne) oraz p3 (punkt
koñcowy). Te cztery punkty mo¿na równie¿ oznaczyæ jako (x0, y0), (x1, y1), (x2, y2)
i (x3, y3).

Ogólna, parametryczna postaæ wielomianu trzeciego stopnia dwóch zmiennych
to:

x(t) = ax � t3 + bx � t2 + cx � t + dx

x(t) = ay � t3 + by � t2 + cy � t + dy

gdzie ax, bx, cx, dx, ay, by, cy oraz dy to sta³e, a t przybiera wartoœci od 0 do 1. Ka¿da
krzywa Béziera jest jednoznacznie okreœlona przez te osiem sta³ych. Wartoœci
sta³ych zale¿¹ od czterech punktów definiuj¹cych krzyw¹. Celem tego æwiczenia
jest wyprowadzenie wzorów na obliczanie oœmiu sta³ych w zale¿noœci od
po³o¿enia czterech punktów.

Pierwsze za³o¿enie jest takie, ¿e krzywa Béziera zaczyna siê w punkcie (x0, y0),
gdy t jest równe 0:
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x(0) = x0

y(0) = y0

Nawet to proste za³o¿enie pozwala nam uczyniæ pierwszy krok na drodze do wy-
prowadzenia sta³ych. Jeœli podstawimy 0 za t w równaniach parametrycznych,
otrzymamy:

x(0) = dx

y(0) = dy

Oznacza to, ¿e dwie sta³e s¹ po prostu wspó³rzêdnymi punktu pocz¹tkowego:

dx = x0 (1a)

dy = y0 (1b)

Drugie za³o¿enie zwi¹zane z krzyw¹ Béziera jest takie, ¿e koñczy siê ona w punk-
cie (x3, y3), gdy t jest równe 1:

x(1) = x3

y(1) = y3

Podstawiaj¹c 1 za t w równaniach parametrycznych, otrzymujemy:

x(1) = ax + bx + cx + dx

y(1) = ay + by + cy + dy

Oznacza to, ¿e miêdzy sta³ymi a wspó³rzêdnymi punktu koñcowego zachodzi
nastêpuj¹cy zwi¹zek:

ax + bx + cx + dx = x3 (2a)

ay + by + cy + dy = y3 (2b)

Pozosta³e dwa za³o¿enia dotycz¹ pierwszych pochodnych równañ parametrycz-
nych, które opisuj¹ nachylenie krzywej. Pierwsze pochodne uogólnionych rów-
nañ parametrycznych wielomianu trzeciego stopnia liczone wzglêdem t to:

x'(t) = 3axt2 + 2bxt + cx

y'(t) = 3ayt2 + 2byt + cy

Interesuje nas zw³aszcza nachylenie krzywej w dwóch punktach koñcowych.
W punkcie pocz¹tkowym krzywa Béziera jest styczna do linii biegn¹cej od punk-
tu pocz¹tkowego do pierwszego punktu kontrolnego i ma ten sam kierunek. Tê
liniê prost¹ zwykle definiowa³oby równanie parametryczne:

x(t) = (x1 – x0) t + x0

y(t) = (y1 – y0) t + y0

dla t z zakresu od 0 do 1. Jednak¿e inn¹ reprezentacj¹ tej linii prostej mog¹ byæ po-
ni¿sze równania parametryczne:

x(t) = 3 (x1 – x0) t + x0

y(t) = 3 (y1 – y0) t + y0

gdzie t przybiera wartoœci od 0 do 1/3. Dlaczego 1/3? Poniewa¿ fragment krzy-
wej Béziera, który jest styczny do linii prostej od p0 do p1 i ma ten sam kierunek, to
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mniej wiêcej 1/3 ca³ej krzywej. Oto pierwsze pochodne tych zmodyfikowanych
równañ parametrycznych:

x'(t) = 3 (x1 – x0)

y'(t) = 3 (y1 – y0)

Chcemy, ¿eby te równania reprezentowa³y nachylenie krzywej Béziera, gdy t jest
równe zeru, a zatem

x'(0) = 3 (x1 – x0)

y'(0) = 3 (y1 – y0)

Podstawiamy 0 za t w uogólnionych pierwszych pochodnych i otrzymujemy:

x'(0) = cx

y'(0) = cy

Oznacza to, ¿e:

cx = 3 (x1 – x0) (3a)

cy = 3 (y1 – y0) (3b)

Ostatnie za³o¿enie jest takie, ¿e w punkcie koñcowym krzywa Béziera jest stycz-
na do linii prostej biegn¹cej od drugiego punktu kontrolnego do punktu koñco-
wego i ma taki sam kierunek. Innymi s³owy:

x'(1) = 3 (x3 – x2)

y'(1) = 3 (y3 – y2)

Z uogólnionych wzorów wiemy, ¿e:

x'(1) = 3ax + 2bx + cx

y'(1) = 3ay + 2by + cy

a zatem:

3ax + 2bx + cx = 3 (x3 – x2) (4a)

3ay + 2by + cy = 3 (y3 – y2) (4b)

Równania 1a, 2a, 3a i 4a to uk³ad czterech równañ z czterema niewiadomymi,
który pozwala nam obliczaæ ax, bx, cx i dx na podstawie x0, x1, x2 i x3. Po kilku pro-
stych przekszta³ceniach otrzymujemy:

ax = –x0 + 3x1 – 3x2 + x3

bx = 3x0 – 6x1 + 3x2

cx = 3x0 + 3x1

dx = x0

Równania 1b, 2b, 3b i 4b pozwalaj¹ obliczyæ w ten sam sposób wspó³czynniki y.
Mo¿emy teraz podstawiæ sta³e do uogólnionych równañ parametrycznych trze-
ciego stopnia:

x(t) = (–x0 + 3x1 – 3x2 + x3) t3 + (3x0 – 6x1 + 3x2) t2 + (3x0 + 3x1) t + x0

y(t) = (–y0 + 3y1 – 3y2 + y3) t3 + (3y0 – 6y1 + 3y2) t2 + (3y0 + 3y1) t + y0
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To ju¿ w³aœciwie wszystko. Zwykle przestawia siê jednak sk³adniki, ¿eby otrzy-
maæ bardziej eleganckie i ³atwiejsze w u¿yciu równania parametryczne:

x(t) = (1 –t)3 x0 + 3t (1 – t)2 x1 + 3t2 (1 – t) x2 + t3 x3

y(t) = (1 –t)3 y0 + 3t (1 – t)2 y1 + 3t2 (1 – t) y2 + t3 y3

W³aœnie takimi równaniami zwyczajowo opisuje siê krzyw¹ Béziera.

Klasa BezierManual w poni¿szym programie przes³ania klasê Bezier z programu
zamieszczonego wczeœniej w tym rozdziale i rysuje drug¹ krzyw¹ Béziera – tym
razem obliczan¹ „rêcznie” wed³ug w³aœnie wyprowadzonych równañ.

Listing BezierManual.cs

//-------------------------------------------

// BezierManual.cs © 2001 by Charles Petzold

//-------------------------------------------

using System;

using System.Drawing;

using System.Windows.Forms;

class BezierManual: Bezier

{

public new static void Main()

{

Application.Run(new BezierManual());

}

public BezierManual()

{

Text = "Bezier Curve \"Manually\" Drawn";

}

protected override void OnPaint(PaintEventArgs pea)

{

base.OnPaint(pea);

BezierSpline(pea.Graphics, Pens.Red, apt);

}

void BezierSpline(Graphics grfx, Pen pen, Point[] aptDefine)

{

Point[] apt = new Point[100];

for (int i = 0; i < apt.Length; i++)

{

float t = (float) i / (apt.Length - 1);

float x = (1 - t) * (1 - t) * (1 - t) * aptDefine[0].X +

3 * t * (1 - t) * (1 - t) * aptDefine[1].X +

3 * t * t * (1 - t) * aptDefine[2].X +

t * t * t * aptDefine[3].X;

float y = (1 - t) * (1 - t) * (1 - t) * aptDefine[0].Y +

3 * t * (1 - t) * (1 - t) * aptDefine[1].Y +

3 * t * t * (1 - t) * aptDefine[2].Y +

t * t * t * aptDefine[3].Y;

apt[i] = new Point((int) Math.Round(x), (int) Math.Round(y));

}

grfx.DrawLines(pen, apt);

}

}
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Metoda OnPaint w klasie BezierManual wywo³uje metodê OnPaint w klasie pod-
stawowej (czyli Bezier), a nastêpnie metodê BezierSpline we w³asnej klasie. Meto-
da BezierSpline jest zdefiniowana podobnie jak DrawBezier, z tym ¿e przyjmuje
obiekt Graphics jako pierwszy argument i potrafi obs³u¿yæ tylko jedn¹ krzyw¹
Béziera. Metoda wykorzystuje tablicê 100 struktur Point, oblicza ka¿dy punkt na
podstawie wyprowadzonych wy¿ej równañ parametrycznych, a nastêpnie
sk³ada krzyw¹ z odcinków. Rêcznie obliczona krzywa jest rysowana na czerwo-
no, ¿ebyœ móg³ j¹ porównaæ z wersj¹ rysowan¹ przez Windows Forms. Krzywe
nie pokrywaj¹ siê dok³adnie, ale nigdy nie ró¿ni¹ siê wiêcej ni¿ o jeden piksel.

Krzywa kanoniczna
Klasa Graphics zawiera jeszcze jeden typ krzywej, nazywany krzyw¹ kanoniczn¹,
czyli standardow¹ lub normaln¹. Krzywe kanoniczne rysuje siê za pomoc¹ jednej
z metod DrawCurve. Metoda DrawCurve ma siedem wersji, ale prawdopodobnie
najczêœciej bêdziesz u¿ywa³ poni¿szych czterech:

Metody DrawCurve klasy Graphics (wybór)

DrawCurve(Pen pen, Point[] apt)

DrawCurve(Pen pen, PointF[] aptf)

DrawCurve(Pen pen, Point[] apt, float fTension)

DrawCurve(Pen pen, PointF[] aptf, float fTension)

Potrzebne s¹ co najmniej dwa punkty. Jeœli tablica zawiera tylko dwa punkty, me-
toda DrawCurve rysuje liniê prost¹ od pierwszego punktu do drugiego. Jeœli pun-
któw jest wiêcej, metoda rysuje zakrzywion¹ liniê ³¹cz¹c¹ wszystkie punkty.

Krzywa kanoniczna ró¿ni siê od krzywej Béziera przede wszystkim tym, ¿e prze-
chodzi przez ka¿dy punkt okreœlony w tablicy. Krzywe miêdzy poszczególnymi
parami punktów s¹ czasem nazywane segmentami pe³nej krzywej. Kszta³t ka¿de-
go segmentu krzywej jest okreœlony przez punkty na jego pocz¹tku i koñcu
(oczywiœcie), ale tak¿e przez pozosta³e dwa przyleg³e punkty. Na przyk³ad w ta-
blicy struktur Point o nazwie apt na kszta³t segmentu miêdzy apt[3] i apt[4] maj¹
wp³yw tak¿e punkty apt[2] i apt[5].

Na krzyw¹ wp³ywa tak¿e naprê¿enie, które jest jawnym argumentem niektórych
wersji metody DrawCurve. Jeœli porównamy krzyw¹ do drewnianych lub metalo-
wych krzywików, naprê¿enie bêdzie odpowiednikiem sztywnoœci krzywika.
Wartoœæ domyœlna to 0,5. Naprê¿enie równe zeru daje w wyniku linie proste:
DrawCurves zmienia siê w DrawLines. Przy naprê¿eniach wiêkszych od 0,5 krzy-
wa staje siê bardziej zakrzywiona. Mo¿na ustawiæ naprê¿enie mniejsze od 0, ale
czêsto prowadzi to do powstawania pêtli. Naprê¿enia znacznie wiêksze od 1
równie¿ mog¹ tworzyæ pêtle.

Poeksperymentujmy. Poni¿szy program jest podobny do programu Bezier, ale
zawiera tak¿e pasek przewijania do ustawiania naprê¿enia i daje wiêksz¹ swobo-
dê przesuwania punktów.
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Listing CanonicalSpline.cs

//----------------------------------------------

// CanonicalSpline.cs © 2001 by Charles Petzold

//----------------------------------------------

using System;

using System.Drawing;

using System.Windows.Forms;

class CanonicalSpline: Form

{

protected Point[] apt = new Point[4];

protected float fTension = 0.5f;

public static void Main()

{

Application.Run(new CanonicalSpline());

}

public CanonicalSpline()

{

Text = "Canonical Spline";

BackColor = SystemColors.Window;

ForeColor = SystemColors.WindowText;

ResizeRedraw = true;

ScrollBar scroll = new VScrollBar();

scroll.Parent = this;

scroll.Dock = DockStyle.Right;

scroll.Minimum = -100;

scroll.Maximum = 109;

scroll.SmallChange = 1;

scroll.LargeChange = 10;

scroll.Value = (int) (10 * fTension);

scroll.ValueChanged += new EventHandler(ScrollOnValueChanged);

OnResize(EventArgs.Empty);

}

void ScrollOnValueChanged(object obj, EventArgs ea)

{

ScrollBar scroll = (ScrollBar) obj;

fTension = scroll.Value / 10f;

Invalidate(false);

}

protected override void OnResize(EventArgs ea)

{

base.OnResize(ea);

int cx = ClientSize.Width;

int cy = ClientSize.Height;

apt[0] = new Point( cx / 4, cy / 2);

apt[1] = new Point( cx / 2, cy / 4);

apt[2] = new Point( cx / 2, 3 * cy / 4);

apt[3] = new Point(3 * cx / 4, cy / 2);

}

protected override void OnMouseDown(MouseEventArgs mea)

{

Point pt;

if (mea.Button == MouseButtons.Left)
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{

if (ModifierKeys == Keys.Shift)

pt = apt[0];

else if (ModifierKeys == Keys.None)

pt = apt[1];

else

return;

}

else if (mea.Button == MouseButtons.Right)

{

if (ModifierKeys == Keys.None)

pt = apt[2];

else if (ModifierKeys == Keys.Shift)

pt = apt[3];

else

return;

}

else

return;

Cursor.Position = PointToScreen(pt);

}

protected override void OnMouseMove(MouseEventArgs mea)

{

Point pt = new Point(mea.X, mea.Y);

if (mea.Button == MouseButtons.Left)

{

if (ModifierKeys == Keys.Shift)

apt[0] = pt;

else if (ModifierKeys == Keys.None)

apt[1] = pt;

else

return;

}

else if (mea.Button == MouseButtons.Right)

{

if (ModifierKeys == Keys.None)

apt[2]= pt;

else if (ModifierKeys == Keys.Shift)

apt[3] = pt;

else

return;

}

else

return;

Invalidate();

}

protected override void OnPaint(PaintEventArgs pea)

{

Graphics grfx = pea.Graphics;

Brush brush = new SolidBrush(ForeColor);

grfx.DrawCurve(new Pen(ForeColor), apt, fTension);

grfx.DrawString("Tension = " + fTension, Font, brush, 0, 0);

for (int i = 0; i < 4; i++)

grfx.FillEllipse(brush, apt[i].X - 3, apt[i].Y - 3, 7, 7);

}

}
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Podobnie jak w programie Bezier, lewy i prawy przycisk myszy s³u¿¹ do zmiany
po³o¿enia punktów p1 i p2. Program CanonicalSpline pozwala ponadto zmieniæ
po³o¿enie punktów p0 i p3 za pomoc¹ przycisków myszy u¿ywanych ³¹cznie
z klawiszem [Shift]. Oto typowy wynik:

Naprê¿enie reguluje siê za pomoc¹ paska przewijania; wartoœæ jest wyœwietlana
w lewym górnym rogu okna. Zakres regulacji wynosi od -10 do 10, wiêc mo¿esz
sam zobaczyæ, jak skrajne wartoœci wp³ywaj¹ na kszta³t krzywej. Oto jeden z mo-
ich ulubionych kszta³tów, uzyskany przy domyœlnym ustawieniu tablicy Point:

Mo¿na tak¿e u¿yæ podzbioru tablicy punktów w poni¿szych metodach DrawCurve:

Metody DrawCurve klasy Graphics (wybór)

DrawCurve(Pen pen, PointF[] aptf, int iOffset, int iSegments)

DrawCurve(Pen pen, Point[] apt, int iOffset, int iSegments,

float fTension)

DrawCurve(Pen pen, PointF[] aptf, int iOffset, int iSegments,

float fTension)
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Argument iOffset to indeks do tablicy Point lub PointF. Od tego punktu zaczyna
siê krzywa. Argument iSegments okreœla liczbê rysowanych segmentów, a tak¿e
liczbê dodatkowych struktur Point lub PointF, których u¿yje metoda. Przypuœæmy,
¿e aptf to tablica struktur PointF. Wywo³anie:

grfx.DrawCurve(pen, aptf, 2, 3);

rysuje trzy segmenty: od aptf[2] do aptf[3], od aptf[3] do aptf[4] i od aptf[4] do
aptf[5]. Wyniki nie s¹ takie same, jak w przypadku wywo³ania prostszej wersji
DrawCurve z tymi czterema punktami. Wersje przyjmuj¹ce argumenty iOffset
oraz iSegments u¿ywaj¹ punktu aptf[1] do okreœlenia kszta³tu krzywej miêdzy
punktami aptf[2] i aptf[3], a punktu aptf[6] – do okreœlenia kszta³tu krzywej miê-
dzy aptf[4] i aptf[5].

Metody DrawClosedCurve ³¹cz¹ ostatni punkt w tablicy z pierwszym punktem za
pomoc¹ dodatkowej krzywej:

Metody DrawClosedCurve klasy Graphics

DrawClosedCurve(Pen pen, Point[] apt)

DrawClosedCurve(Pen pen, PointF[] aptf)

DrawClosedCurve(Pen pen, Point[] apt, float fTension, FillMode fm)

DrawClosedCurve(Pen pen, PointF[] aptf, float fTension, FillMode fm)

Metoda DrawClosedCurve nie rysuje po prostu dodatkowego odcinka. Pierwszy
segment rysowany przez DrawClosedCurve ró¿ni siê od segmentu rysowanego
przez DrawCurve, poniewa¿ ma na niego wp³yw ostatni punkt w tablicy; podob-
nie, na przedostatni¹ krzyw¹ wp³ywa pierwszy punkt w tablicy.

Dwie wersje metody DrawClosedCurve maj¹ argument FillMode. Z pewnoœci¹ pa-
miêtasz FillMode, typ wyliczeniowy zdefiniowany w przestrzeni nazw Sys-
tem.Drawing.Drawing2D i u¿ywany w metodzie DrawPolygon w celu okreœlenia
obszarów, które maj¹ zostaæ wype³nione:

Wyliczenie FillMode

Sk³adowa Wartoœæ Komentarz

Alternate 0 Wartoœæ domyœlna; na zmianê obszary wype³nione
i niewype³nione

Winding 1 Wype³nia wiêkszoœæ wewnêtrznych obszarów

Do czego jednak – zapytasz – s³u¿y tryb wype³niania w metodzie, która po prostu
rysuje linie i niczego nie wype³nia? To tajemnica, a metody zdaj¹ siê dzia³aæ tak
samo bez wzglêdu na ustawienie FillMode.

Argument FillMode ma znacznie wiêcej sensu w metodach FillClosedCurve:
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Metody FillClosedCurve klasy Graphics

FillClosedCurve(Brush brush, Point[] apt)

FillClosedCurve(Brush brush, PointF[] aptf)

FillClosedCurve(Brush brush, Point[] apt, FillMode fm)

FillClosedCurve(Brush brush, PointF[] aptf, FillMode fm)

FillClosedCurve(Brush brush, Point[] apt, FillMode fm, float fTension)

FillClosedCurve(Brush brush, PointF[] aptf, FillMode fm, float fTension)

Poni¿szy program ClosedCurveFillModes jest niemal identyczny z programem
FillModesClassical z rozdzia³u 5. Rysuje dwie piêcioramienne gwiazdy, ¿eby po-
kazaæ ró¿nicê miêdzy trybami FillMode.Alternate i FillMode.Winding.

Listing ClosedCurveFillModes.cs

//---------------------------------------------------

// ClosedCurveFillModes.cs © 2001 by Charles Petzold

//---------------------------------------------------

using System;

using System.Drawing;

using System.Drawing.Drawing2D;

using System.Windows.Forms;

class ClosedCurveFillModes: PrintableForm

{

public new static void Main()

{

Application.Run(new ClosedCurveFillModes());

}

ClosedCurveFillModes()

{

Text = "FillClosedCurve Fill Modes";

ClientSize = new Size(2 * ClientSize.Height, ClientSize.Height);

}

protected override void DoPage(Graphics grfx, Color clr, int cx, int cy)

{

Brush brush = new SolidBrush(clr);

Point[] apt = new Point[5];

for (int i = 0; i < apt.Length; i++)

{

double dAngle = (i * 0.8 - 0.5) * Math.PI;

apt[i] = new Point(

(int)(cx *(0.25 + 0.24 * Math.Cos(dAngle))),

(int)(cy *(0.50 + 0.48 * Math.Sin(dAngle))));

}

grfx.FillClosedCurve(brush, apt, FillMode.Alternate);

for (int i = 0; i < apt.Length; i++)

apt[i].X += cx / 2;

grfx.FillClosedCurve(brush, apt, FillMode.Winding);

}

}

Choæ kszta³ty rysowane przez program nadal mo¿na uznaæ za gwiazdy, maj¹
bardziej miêkki wygl¹d:
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Przypominaj¹ ciasteczka w kszta³cie gwiazdy, które zaraz po wyciêciu mia³y
proste krawêdzie, ale zaokr¹gli³y siê nieco podczas pieczenia.

Wyprowadzenie wzoru na krzyw¹ kanoniczn¹
Podobnie jak krzywa Béziera, krzywa kanoniczna jest wielomianem trzeciego
stopnia, wiêc jej uogólnione wzory parametryczne to:

x(t) = axt3 + bxt2 + cxt + dx

y(t) = ayt3 + byt2 + cyt + dy

dla t z zakresu od 0 do 1. Pierwsze pochodne to:

x'(t) = 3axt2 + 2bxt + cx

y'(t) = 3ayt2 + 2byt + cy

Rozwa¿my cztery punkty, p0, p1, p2 i p3. Zamierzam wyprowadziæ wzór na seg-
ment miêdzy punktami p1 i p2. Kszta³t segmentu zale¿y od tych dwóch punktów,
a tak¿e od dwóch s¹siednich – p0 i p3. Zak³adamy, ¿e krzywa zaczyna siê w punk-
cie p1 i koñczy w p2:

x(0) = x1

y(0) = y1

x(1) = x2

y(1) = y2

Z uogólnionych wzorów parametrycznych mo¿emy wyprowadziæ nastêpuj¹ce
równania:

dx = x1

dy = y1

ax + bx + cx + dx = x2

ay + by + cy + dy = y2

Pozosta³e dwa za³o¿enia okreœlaj¹ nachylenie krzywej w punktach p1 i p2. Nachy-
lenie w punkcie p1 to iloczyn naprê¿enia (które okreœlimy liter¹ T) oraz nachyle-
nia linii prostej miêdzy punktami p0 i p2. Podobnie, nachylenie w punkcie p2 to na-
prê¿enie razy nachylenie linii prostej miêdzy p1 i p3:
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x'(0) = T (x2 – x0)

y'(0) = T (y2 – y0)

x'(1) = T (x3 – x1)

y'(1) = T (y3 – y1)

Z pierwszych pochodnych uogólnionych wzorów parametrycznych wnioskuje-
my, ¿e:

cx = T (x2 – x0)

cy = T (y2 – y0)

3ax + 2bx + cx = T (x3 – x1)

3ay + 2by + cy = T (y3 – y1)

Po rozwi¹zaniu tego uk³adu równañ otrzymujemy:

ax = T (x2 – x0) + T (x3 – x1) + 2x1 – 2x2

ay = T (y2 – y0) + T (y3 – y1) + 2y1 – 2y2

bx = –2T (x2 – x0) – T (x3 – x1) – 3x1 +3x2

by = –2T (y2 – y0) – T (y3 – y1) – 3y1 +3y2

cx = T (x2 – x0)

cy = T (y2 – y0)

dx = x1

dy = y1

Program CanonicalSplineManual dowodzi, ¿e te sta³e s¹ prawid³owe.

Listing CanonicalSplineManual.cs

//----------------------------------------------------

// CanonicalSplineManual.cs © 2001 by Charles Petzold

//----------------------------------------------------

using System;

using System.Drawing;

using System.Windows.Forms;

class CanonicalSplineManual: CanonicalSpline

{

public new static void Main()

{

Application.Run(new CanonicalSplineManual());

}

public CanonicalSplineManual()

{

Text = "Canonical Spline \"Manually\" Drawn";

}

protected override void OnPaint(PaintEventArgs pea)

{

base.OnPaint(pea);

CanonicalSpline(pea.Graphics, Pens.Red, apt, fTension);

}

void CanonicalSpline(Graphics grfx, Pen pen, Point[] apt, float T)
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{

CanonicalSegment(grfx, pen, apt[0], apt[0], apt[1], apt[2], T);

CanonicalSegment(grfx, pen, apt[0], apt[1], apt[2], apt[3], T);

CanonicalSegment(grfx, pen, apt[1], apt[2], apt[3], apt[3], T);

}

void CanonicalSegment(Graphics grfx, Pen pen, Point pt0, Point pt1,

Point pt2, Point pt3, float T)

{

Point[] apt = new Point[10];

float SX1 = T * (pt2.X - pt0.X);

float SY1 = T * (pt2.Y - pt0.Y);

float SX2 = T * (pt3.X - pt1.X);

float SY2 = T * (pt3.Y - pt1.Y);

float AX = SX1 + SX2 + 2 * pt1.X - 2 * pt2.X;

float AY = SY1 + SY2 + 2 * pt1.Y - 2 * pt2.Y;

float BX = -2 * SX1 - SX2 - 3 * pt1.X + 3 * pt2.X;

float BY = -2 * SY1 - SY2 - 3 * pt1.Y + 3 * pt2.Y;

float CX = SX1;

float CY = SY1;

float DX = pt1.X;

float DY = pt1.Y;

for (int i = 0; i < apt.Length; i++)

{

float t = (float)i / (apt.Length - 1);

apt[i].X = (int) (AX * t * t * t + BX * t * t + CX * t + DX);

apt[i].Y = (int) (AY * t * t * t + BY * t * t + CY * t + DY);

}

grfx.DrawLines(pen, apt);

}

}

Kilka uwag dotycz¹cych tego programu: metoda CanonicalSpline obs³uguje tylko
tablicê czteroelementow¹ i trzykrotnie wywo³uje metodê CanonicalSegment, za ka-
¿dym razem wyœwietlaj¹c jeden segment. Pierwszy i ostatni segment trzeba trakto-
waæ specjalnie, poniewa¿ krzyw¹ wyznaczaj¹ tylko trzy, a nie cztery punkty.

Metoda CanonicalSegment rysuje segment, wykorzystuj¹c tablicê zaledwie 10
struktur Point. To za ma³o, ¿eby krzywa by³a g³adka, ale wystarcza, by dowieœæ,
¿e metoda rzeczywiœcie imituje dzia³anie metody DrawCurve z klasy Graphics.

W rozdzia³ach 15 i 19 znajdziesz wiêcej przyk³adowych programów wykorzy-
stuj¹cych krzywe Béziera i krzywe kanoniczne.
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