WLODZIMIERZ LAPIS

Matematyka dla laika

(z wprowadzeniem z zakresu logiki i metodologii nauk)

Podrecznik podstaw matematyki dla humanistow
(aby nie byli ignorantami)

"Nie przejmuj sig, jesli masz problemy z matematyka.
Zapewniam Cig, ze ja mam jeszcze wigksze."
Albert Einstein

Inne sentencje:

Od Mentum (z http://forum.liceum36.pl/):
1) Matematyka jest wiedza, w ktorej, jezeli si¢ wie, to si¢ wie, ze si¢ wie.
2) "Czy cztowiek nie umiejacy liczy¢ , ktory znalazt czterolistng koniczyne , ma tez prawo do szczescia ?"
3) "wigcej potu na ¢wiczeniach , mniej goryczy na pisemnej maturze” .
4) Przystowie méwi :"Cztowiek uczy sie na bledach" , ale dodaje :"Zycie jest krotkie i lepiej uczyé sie na
cudzych btedach"

Marcina Wojcika, autora skeczy i zatozyciela kabaretu Ani Mru-Mru, matura 1993
"tylu baranow przede mng zdawato, to i mi tez si¢ jako$ uda".

Opanowanie tak trudnej dziedziny jak matematyka
daje prawo do wkraczania na inne obszary.
/B. A. Russell/
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W opracowaniu tym:

- cz¢$¢ materiatu ujeta zostata w prostokatne ramki z cieniem, dla lepszego uwypuklenia materiatu typu
,,metodyka matematyka”, ktory ,,nie zmiescit si¢” w rozdziale ,,Metodologiczne podstawy matematyki”

Vs

- czg$¢ materiatu ujeta zostata w prostokatne ramki z zaokraglonymi rogami, dla lepszego uwypuklenia
materiatu wtraconego (spoza gléwnego watku rozwazan), a nie bedacego kategorii ,,metodyka matematyka”

\
Dodatkowo:
1) Znakiem ©  oznaczac bedziemy zart / dowcip (zawsze si¢ przyda),
2) Znakiem | —wytlumaczenia poje¢ matematycznych,
3) A znakiem ? —wazne rzeczy do zapamigtania (rowniez spoza matematyki) ;
4) Dla czesto stosowanego w tekscie wyrazenia ,,wtedy i tylko wtedy, gdy” — bedziemy stosowac skrot

L,witw gdy”.



[. PRELIMINARIA

1. Wprowadzenie, czyli dlaczego warto uczy¢ sie
matematyKki

11 listopada 2001 r. w tygodniku ,,Wprost” ukazatl si¢ tekst Krzysztofa Lozinskiego pt. ,.Lek na
ignorancj¢; Dlaczego maturzysci powinni zdawaé¢ matematyke”, ktory napisalt w nim:

Kilkanascie lat temu uczestniczylem w spotkaniu z kilkunastoma wyksztalconymi Chinczykami z
Singapuru i Hongkongu, kilkoma Hindusami, Japonczykami oraz kilkoma Polakami. Oczywiscie wszyscy rodacy
legitymowali si¢ wyzszym wyksztalceniem i uwazali si¢ za swiatlych ludzi. W pewnym momencie jeden z nich
powiedzial: ,,Nigdy nie moglem zrozumie¢ matematyki, ale na szczescie nie byta mi do niczego potrzebna”. U
Chinczykow, Hindusow i Japonczykow zdanie to wywolato szok. Ludzie ci, a zwlaszcza Japonczycy, uwazajq, zZe
przyznanie si¢ do niemoznosci opanowania matematyki na poziomie szkolnym kompromituje kazdego, kto chce
uchodzi¢ za swiatlego cztowieka.

Minister Krystyna Ltybacka ttumaczyla tymczasem dziennikarzom, Ze ,,wprowadzenie obowigzkowego
egzaminu z matematyki w szkole ponadgimnazjalnej skonczy sig¢ katowaniem humanistow matematykq”.
Zacytowanie tej opinii przez prase amerykanskq groziloby powstaniem nowych polish jokes [niewybredne
amerykanskie zarty o Polakach — W.L.]. £atwo sobie wyobrazi¢ na przyktad taki dowcip:

,»Co mowi Polak, kiedy nie umie obliczy¢ podatku VAT?”. ©
,,Jestem humanistq” — tak brzmiataby prawidlowa odpowiedz.

Problem ujawniony przez minister edukacji jest znacznie powazniejszy niz tylko to, czy na maturze ma by¢
egzamin z matematyki, czy nie. Konieczne jest radykalne przewartosciowanie pojec¢: ktos, kto nie moze opanowaé
szkolnej matematyki, to nie humanista, lecz ignorant. [wythuszczenie moje — W.L.]

Wbrew powszechnym wyobrazeniom matematyka w szkole nie stuzy jedynie do tego, bysmy nauczyli si¢
liczy¢. Gdyby tak bylo, wystarczyloby kupi¢ kazdemu kalkulator zamiast sterty podrecznikow. Matematyka uczy
logicznego myslenia i dyscypliny naukowej. Ich brak wida¢ w produkcji naukowej humanistow i przedstawicieli
nauk spolecznych. Dominujq prace bez tezy i dowodu, czyli bezwartosciowe. (...)

Zaden kraj, a tym bardziej kraj na dorobku, nie moze sobie pozwoli¢ na ignorowanie matematyki i
zwiqzanej z nig logiki. W takim kraju nie ma miejsca dla ,, naukowcow” szukajgcych wartosciowosci helu,
obalajgcych zasady termodynamiki czy przeprowadzajgcych operacje statystyczne na trzech liczbach. Usunigcie
matematyki z egzaminu maturalnego jest wigc uderzeniem w polskq gospodarke, uderzeniem w spoleczenstwo i
jego przysztosc.

Tekst ten zawiera wiele watkow. Wsrod nich przewija sie:
1) thluczenie si¢ z nieznajomosci matematyki stowami ,,jestem humanista” Swiadczy o kompletnej ignorancji
wypowiadajacej te stowa osoby,
2) warto uczy¢ si¢ matematyki, gdyz nie do$¢, ze przydaje si¢ roéznych dziedzinach wiedzy, to jeszcze
odpowiednio rzezbi bruzdy w naszym mozgu.

Zobacz 20 najwazniejszych powodoéw dlaczego warto zdawaé matematyke na maturze, przytoczonych za
rektorem Politechniki Gdanskiej, prof. Januszem Rachoniem (podanych gdy matura z matematyki jeszcze nie byta
obowigzkowa):

1. Matura z matematyki jest furtkg do kariery zawodowe;.

2. Matura z matematyki daje wigksze mozliwos$ci na znalezienie atrakcyjnej pracy.

3. Matura z matematyki decyduje w duzej mierze o przysztym sukcesie zawodowym.

4. Matura z matematyki decyduje o naszym by¢ albo nie by¢ na europejskim, a nawet .§wiatowym rynku pracy.
5. Matura z matematyki daje przecig¢tnie wyzsze zarobki w przysztym zyciu zawodowym.

6. Matura z matematyki znaczgco zmniejsza szanse na zasilenie szeregow bezrobotnych z wyzszym
wyksztatceniem.

7. Matura z matematyki zmniejsza grozbe przymusowej emigracji zarobkowej po skonczeniu studiow.

8. Matura z matematyki dowodzi rzeczywistej dojrzatosci w ksztattowaniu swojej przysztosci.

9. Matura z matematyki sprawia, ze studia techniczne s3 w zasiggu naszych mozliwosci.

10. Matura z matematyki ulatwia studiowanie na kierunkach $cistych i technicznych.

11. Matura z matematyki daje S$wiadectwo analitycznego sposobu myslenia przydatnego wszedzie, niezaleznie od
rodzaju pracy.



12. Matura z matematyki daje motywacj¢ do nauki samej matematyki.

13. Matura z matematyki wyzwala od zahamowan w kontaktach z matematyka na co dzien.

14. Matura z matematyki pozwala lepiej radzi¢ sobie w zyciu codziennym.

15. Matura z matematyki dowodzi umiejg¢tnosci logicznego rozumowania i jasnego formutowania mysli.

16. Matura z matematyki chroni przed analfabetyzmem matematycznym.

17. Matura z matematyki nie pozwala na manipulowanie nami przez $rodki masowego przekazu i politykow.
18. Matura z matematyki daje poczucie bezpieczenstwa w obcowaniu z otaczajacym nas Swiatem liczb.

19. Matura z matematyki daje trzezwe spojrzenie na wszechobecne dane statystyczne.

20. Matura z matematyki, pobudzajac do myslenia, wybudza z letargu intelektualnego.

To, co daje Ci matura z matematyki, daje Ci i sama matematyka.

Tak jak zapewne nie wyobrazasz sobie nieznajomos$ci jezyka ojczystego, czy co najmniej jednego z
migdzynarodowych jezykéw obcych — tak samo jak widzisz trudno jest sobie wyobrazi¢ wyksztalconym osobom
kogos, kto jest ignorantem matematycznym.

Przy tym, co tu bardzo wazne!, matematyka przydaje si¢ nie tylko matematykom (by gnegbi¢ humanistéw) czy
adeptom nauk $cistych czy technicznych, ale ma zastosowanie w KAZDEJ dziedzinie wiedzy. Pomysl sobie
chocby o lekarzu, ktory w ciggu dwudziestu minut wyraza sie o planowanym zabiegu, ze:

a) wigze sig z ryzykiem jak jeden do miliona,

b) jest w 99% bezpieczny,

¢) zazwyczaj przebiega bez komplikacji,

to na ile lekarz ten powinien by¢ wiarygodny dla pacjenta w podejmowaniu decyzji, jakie mogq zawazy¢ na jego
zdrowiu czy nawet zyciu? A moze kolejnym krokiem bedzie zapisanie na recepcie 10% roztworu pewnego leku
zamiast 0,1%? Czy takie Swiadectwo matematycznej ignorancji nalezy przyjqc jako norme? (tekst z artykutu
Barbary Cwikiel pt. ,,Czy warto zdawa¢ matematyke na maturze™)

Wtedy — niestety — jak najbardziej na miejscu jest zart, ktory otrzymatem w przestanym mi e-zinie (eHumor.pl,
numer 125/2002):
Spotykajq sie dwaj kumple ze studiow.
Jeden do drugiego: ©
"Wiesz co Jasiu, jak sobie pomysle jaki ze mnie inZynier, to si¢ k* boje is¢ do lekarza..."

W kwestii nauczania / uczenia si¢ matematyki nie chodzi wigc o to, by i§¢ na tatwizne, ale by zdobywaé wiedze i
umiejetnosci. Jak wida¢, ,,czkawka” moze to si¢ odbi¢ na kazdym z nas.

Do tego, Ty Studencie, spojrz na matematyke przyjaznym okiem i zglgbiaj (wyselekcjonowane tu dla Ciebie) jej
fragmenty, cho¢by bardzo przyziemnie ,,egoistycznie” mysle¢ o sobie samym:

1.  zeby moéc zaliczy¢ ten przedmiot (co jest podstawa do ukonczenia roku, a to z kolei do ukonczenia studiow),
2.  zeby nie mie¢ etykietki ,,ignorant”,

3. zebyradzi¢ sobie na innych przedmiotach i w ogdle w zyciu.

Aby jeszcze bardziej Ci¢ ,,nagrza¢” na matematyke, ponizej przytaczam jeszcze (korelujacy z listg 20 powodow
prof. Rachonia) tekst Marka Legutko, ktory znalaztem w Przegladzie Tygodniowym z 7 kwietnia 1999 r. (s. 20):

Matematyka rozwija szczegolnie umiejetnosci:
1. rozpoznawania, czy dany obiekt spetnia okreslone kryteria (przy postugiwaniu si¢ definicjami),

2. klasyfikowania obiektow (przy formutowaniu definicji),

3. argumentowania, korzystajqc z danych faktow (przy postugiwaniu sie twierdzeniami);

4. dostrzegania ogolnych prawidlowosci, podobienstw i analogii dotyczqcych danych obiektow (przy
formulowaniu hipotez, wnioskow i ogolnych zasad);

5. wskazywania i uznawania konsekwencji przyjetych zatozen (przy logicznym wnioskowaniu);

6. okreslania instrukcji i krokow postgpowania;

7. postepowania wedlug danych regul;

8. opisywania danych obiektow i procesow za pomocq liczb, funkcji i figur geometrycznych (tzw.
matematyzowanie),;

9. korzystanie z danych ilosciowych i jakosciowych opisanych w rozny sposob (przy interpretacji danych
statystycznych);

10. postugiwania si¢ jezykiem w sposob jasny, zwiezly, wlasciwy dla danej sytuacji (matematyka sprzyja
ksztaltowaniu szacunku dla jezyka).



Ucz si¢ wigc matematyki! Marek Piekarczyk (lider heavy-metalowego zespotu TSA) powiedzial swego czasu
(wypowiedz z artykutu ,,Wszyscy muszg” z ,,Gazety na Mazowszu” - wktadki do ,,Gazety Wyborczej” z 31 VIII —
11X 1991 r.):

Ludzie! Najpickniejsza rzecz na swiecie to uczy¢ sig i poznawaé swiat. Robcie wszystko, aby wam belfry tego nie
obrzydzily. Jak ktos przestanie si¢ uczy¢, poznawacd, to juz koniec, staros¢. Juz nic nowego nie zobaczy. Nawet jak
sig ma te gowniane trojki, nie przejmowac sie, robi¢ swoje, i kochac te matme niezaleznie od baby ktora jej uczy i
chce ci jg obrzydzic.

By¢ moze myslisz sobie: ,,No dobrze, ale jak ja sobie z tym poradzg, jesli jestem ignorantem?!”. Po prostu sprobuj
przekona¢ si¢ do matematyki (jesli jeszcze to nie nastapilo po przeczytaniu tych ,paru” stow mego
wprowadzenia).

Aby zachegci¢ Cig jeszcze bardziej — na koniec jeszcze kilka wypowiedzi znanych osob.

Byly minister edukacji - prof. Mirostaw Handke — swego czasu powiedziat:
1.  Matematyka jest pickna, tam jest czysta logika.
2. Nie ma ludzi, ktorzy nie sq matematycznie uzdolnieni, sq tylko ci, ktorzy mieli pecha i trafili na zlego
nauczyciela lub przespali czes¢ lekcji.

Z kolei w ,,Gazecie Wyborczej” z 12-13 VI 2004 r., w artykule ,,O czym nie mowi szkota” (str. 19-20),
znajdziemy nastgpujace cickawe wypowiedzi nt. nauczania matematyki:

1) Prof. Lukasz Andrzej TURSKI:
Uwazam, ze kazdy powinien zna¢ matematyke. Nieszczescia, ktore spotkaly cywilizacje, zwigzane byly z tym, Ze
spoleczenstwa glupialy. I to glupialy na wlasne zZyczenie, gtownie dlatego, ze nie znaly matematyki.

2) Danuta ZAGRODZKA:
W czasach, w ktorych co pie¢ minut pojawiajq sie jakies nowe przedmioty czy nowe technologie, bez matematyki i
nauk scistych daleko nie zajdziemy. Zostaniemy w tyle, a swiat bedzie nam dalej uciekal.

3) Prof. Wiktor OSIATYNSKI:

Jest dla mnie oczywiste, ze czlowiek, ktory konczy szkole, powinien mie¢ elementarne umiejetnosci logicznego
myslenia, wiedzy matematycznej i umiejetnos¢ postugiwania sig¢ jezykiem matematycznym na niezbyt
skomplikowanym poziomie.



2. Wstep

Ksigzka ta zostala napisana celem przyblizenia matematyki studentom poczatkowych lat kierunkoéw
humanistycznych. Ze wzgledu na ograniczonos¢ czasowg takiego kursu na uczelni, rowniez zawarty w niej
materiatl zostal powaznie ograniczony. Z biegiem lat zamierzam go jednak rozszerzy¢, tak aby poszczegolni
wyktadowy — ktorzy beda chcieli z niej korzysta¢ — mieli mozliwo$¢ wybierania tych partii materiatu, ktore uznaja
za najbardziej pozadane dla swoich studentéw (jak sadze, juz zapewne tak jest z ta edycja, jako ze zawiera ona
wigcej materialu niz mozna zrobi¢ w ciggu tradycyjnego 30-godzinnego, jednosemestralnego kursu; w przypadku
kursu dtuzszego, oczywiscie mozna wybra¢ wigcej materiatu).

Niniejsze wydanie sktada si¢ z czterech czesci. W pierwszej z nich, zatytutowanej ,,PRELIMINARIA”.
1. Zaczelismy od wprowadzenia, w ktorym dowiedziates sie juz, ze WARTO SIE UCZYC MATEMATYKI.
2. We wstepie (czyli teraz) znajdziesz opis zawartosci tej ksigzki i wytlumaczenie dlaczego akurat takie (a nie
inne) partie materiatu si¢ w niej znalazty.
W nastepnych dwoch rozdziatach oméwimy warsztat matematyka.
3. W pierwszym z nich omowmy logiczne podstawy matematyki, ktore stanowig odpowiednio dwa rachunki —
rachunek zdan i rachunek kwantyfikatorow.
4. W nast¢gpnym rozdziale zajmiemy si¢ metodologicznymi podstawami matematyki, gdzie omowimy szereg
podstawowych poje¢, z ktérymi spotykamy si¢ majac kontakt z matematyka.

Wiedzac juz, jak si¢ poruszaé po terenie matematyki, na wlasciwy jej podbdj wyruszymy w kolejnych
czeSciach niniejszej ksigzki.

W czesci 11, zatytutowanej ,,ZBIORY I LICZBY™:

5. w rozdziale ,teoria mnogo$ci” omoéwimy teori¢ mnogosci, zajmujaca si¢ zbiorami, gdzie dodatkowo w
praktyczny sposéb zaznajomimy si¢ z zasadami budowy teorii formalnej,

6. wiedzac juz jak zbudowana jest teoria mnogosci, w nastepnym rozdziale (,,algebra zbioréw”) przejdziemy
do jej praktycznego wykorzystania w opisie zbiorow i wykonywaniu operacji na nich,

7. w rozdziale ,,nieelementarna arytmetyka liczb naturalnych (teoria Peano)” dowiesz si¢ jak wykorzystaé
teori¢ mnogos$ci do konstrukcji zbioru liczb naturalnych, nauczysz si¢ dodawac¢ i mnozy¢ i dowiesz si¢, co to
znaczy ,,dziata¢ indukcyjnie”,

W III czgdci, zatytutlowanej ,,RELACJE”:

8. w rozdziale ,relacje — podstawowe informacje” dowiesz si¢, ze Kartezjusza nalezy ceni¢ nie tylko za
wprowadzenie do matematyki ,kartezjanskiego uktadu wspoétrzednych”, lecz rowniez za wprowadzenie
Liloczynu kartezjanskiego”; dowiesz si¢ co to jest relacja (jesli nie studiowale§ wezesniej matematyki, jestem
sktonny zatozy¢ sig, ze tego nie wiesz!) oraz jak mozna jg scharakteryzowac;

9. wrozdziale ,,wlasnosci formalne relacji” oraz jak mozna scharakteryzowa¢ dowolna relacje, jak rowniez w
jaki sposob mozna reprezentowa¢ dane (m.in. w oparciu o grafy, ktorymi zajmuje si¢ ,,matematyka
dyskretna” /cickawa nazwa, nieprawdaz?/, ale poki co na razie jej nie rozwing, gdyz w mysl jednej z zasad
dydaktyki, ,,lepiej nie dopowiedzieé¢ niz przegadac”, a zaintrygowany czytelnik zapewne sam zacznie szukaé
jej wyjasnienia),

Kolejne trzy rozdziaty

10. ,,réwnowaznos¢”,

11. ,funkcja”

12. i, porzadek i czeSciowy porzadek”

poswigcone sg szczegolnym rodzajom relacji, a omoéwione w nich zagadnienia (j. np. klasy abstrakcji, zasada

abstrakcji, bijekcja, surjekcja, iniekcja, i inne) powinny Ci¢ szczerze zainteresowaé (na pewno zaintryguja!), a

jesli ,,sumy, iloczyny i produkty uogdélnione” nie odstrasza Ci¢ — to juz bedzie bardzo dobrze!,

Po takiej juz — sporej — porcji matematyki, w IV (ostatniej juz) czgéci ksigzki, zatytulowanej

~ROZSZERZENIE”:

13. w rozdziale zatytutlowanym ,,moce zbioréw”, zmierzymy si¢ z badaniem ich liczebnosci, dochodzac przy
tym do wielu ciekawych spostrzezen (np., ze liczb catkowitych jest tyle samo, co naturalnych, choc
naturalne, to zaledwie ich ,,podzbidr wihasciwy”, czy tez ze istnieje nieskonczenie wiele rodzajow
nieskonczono$ci) oraz poznamy ciekawe okreslenia (np. liczby /a nie btedy!/ kardynalne, continuum, czy alef
Zero),

14. w rozdziale ,,algebra Boole’a” zapoznamy si¢ z tym dziatem matematyki (c6z za pigkny truizm!), a teori¢ te
omawiamy tu ze wzgledu na jej izomorfizm z innymi systemami z zakresu logiki czy tez matematyki (co to
jest izomorfizm tez si¢ dowiesz z tej ksigzki).
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[ Truizm — banalna prawda, na ktérg ,,nie warto strzgpi¢ sobie jezyka” ]

15. w nastgpnym rozdziale omowimy ,,elementy lingwistyki matematycznej i teorii automatow”, aby studenci
autentycznie wiedzieli, o czy mowig i rozumieli to, co z kolei si¢ do nich mowi.
Tu dygresja — cytat z ksigzki (Michael J. Gelb, ,Mysle¢ jak Leonardo da Vinci; siedem krokow do
genialnosci na co dzien”, przetozyt Piotr Turski, Dom Wydawniczy REBIS, Poznan 2002, s. 99):
(...) Leonardo [da Vinci — W.L.] ze smutkiem zauwazyl, ze przecietny czlowiek
., patrzy, nie widzqc, stucha, nie slyszqc, dotyka, nie czujgc, je, nie smakujqgc,
porusza si¢ bez swiadomosci swojego ciata, wdycha, nie zdajgc sobie sprawy
z zapachu ani aromatu, i wreszcie mowi, lecz nie mysli”.
Teraz, gdy minglo juz kilka stuleci, opinia ta brzmi jak zacheta do doskonalenia zmystow, a przy
okazji —rozwijania umystu i wzbogacania doswiadczen.
16. dopetnienie kursu, na wyrazne zyczenie prof. dra hab. Jerzego Banczerowskiego, stanowi rozdziat ,,elementy
mereologii”, czyli nauki opisujacej §wiat za pomocag poje¢ ,,bycia czeScig” i ,nastgpstwa czasowego”
(niezmiernie przydatny dla humanistow — jezykoznawcow).

UWAGA!
Paragrafy 15. 1 16. Jako opracowane zostang dodane dopiero w nastgpnych wydaniach niniejszego podre¢cznika.

Przez caly kurs przewija¢ si¢ bedzie ,,zagadnienie metod reprezentacji danych”, co jak najbardziej jest tu
na miejscu, gdyz matematyka jest wlasnie narzgdziem shuzacym nam do opisu otaczajacej nas rzeczywistosci

Widzisz wigc zapewne, ze czeka nas ogrom pracy, ale — jak podatem we wprowadzeniu — z mojg i Boza
pomocg na pewno dasz sobie radg, oczywiscie, jesli i sam si¢ przytozysz do pracy, gdyz — jak mi to kto$ kiedys
powiedzial — sg tylko nie-uki i samo-uki, czyli innymi stowy, nikt nikogo nie jest w stanie na sil¢ niczego nauczyc,
jesli de facto ten sam si¢ do tego nie przyltozy.

Niniejsza ksigzka (rozdziaty 5 — 10 1 12 — 13) powstata w oparciu o moje notatki z wyktadu ze ,,wstepu
do matematyki” prof. Czajsnera na kierunku ,,matematyka” UAM w Poznaniu, w ktorych to zajeciach w roku
akademickim 1985/86 mialem przyjemnos¢ uczestniczyc.

Dodam, ze wiele poje¢ 1 zagadnien z zakresu matematyki znajdziesz na http://pl.wikipedia.org/wiki/
Podstawowe zagadnienia z zakresu matematyki. Inne podreczniki z matematyki (szczerze polecam):
— do przedmiotu ,,wstepu do matematyki” znajdziesz na www.math.uni.wroc.pl/~kraszew/sources/Main.pdf
— aodnoszace si¢ gtownie do logiki:
— na www.cyf-kr.edu.pl/~atolszad/dl/wyklady z logiki dla roku pierwszego v6.pdf
— 1ina www.republika.pl/logikadlaopornych .

Ksigzka ta jest z serii ,,... dla laika”.

LAIK (zgodnie ze ,,Stownikiem wyrazéw obcych” Tokarskiego), to (w stosownym u nas
znaczeniu) ,,cztowiek nie znajacy si¢ na danej rzeczy, nickompetentny w danej dziedzinie; ?
dyletant”.

Drogi czytelniku. Prosze, nie przyjmuj tego okreslenia do Siebie jako pejoratywnego

?
[ Pejoratywny — w negatywnym znaczeniu ] )

lecz jedynie jako wpasowanie si¢ w swoj poziom, wiedzac, ze gdyby$ zaczal czyta¢ madre ksigzki, napisane
bardzo madrym jezykiem, to zapewne (a moze i nawet na pewno)

[ LZapewne” pisze si¢ razem, a ,,na pewno” oddzielnie ] |

nic (lub prawie nic) by$ z niej nie zrozumiat. Po co wigc by Ci ona byta potrzebna? A tak — prosz¢ bardzo. Masz
ksiazke dla siebie ,,jak ulal”. Ot, i cala ,,filozofia”.

Ja — wecale nie bedac laikiem — mentalnie wszedlem w skorg laika, aby méc do niego (=do Ciebie) przemowié, i to
W ten sposob, abys mdgt mnie zrozumiec.



3. Logiczne podstawy matematyki

Tak jak matematyka jest krolowa nauk, tak krolowa matematyki jest logika. Najogdlniej mozna
powiedzie¢, ze jest ona naukg zajmujaca si¢ metodologia badania prawdy(a jako ze dokonuje si¢ tego poprzez
dowodzenie — jest ona nauka o dowodzeniu). Sktada si¢ ona z wielu dziatéw, sposrod ktorych pokrdtce omowimy
tylko dwa, ktore stanowig podstawe do dalszych naszych rozwazan. Sa to konkretnie dwa ,,rachunki”: rachunek
zdan i rachunek predykatéow (czgsto zwany tez rachunkiem kwantyfikatorow, cho¢ ,predykat” i
.kwantyfikator” to okre$lenia odnoszace si¢ do czego$ innego). Ponizej rachunki te omawiamy JEDYNIE
POKROTCE, pamietajac, ze ksiazka ta nie nazywa sie ,,logika dla laika”, lecz ,matematyka dla laika” (choé i o
napisaniu ,,Logiki dla laika” powaznie mysli autor niniejszego opracowania).

A. RACHUNEK ZDAN

W logice zajmujemy si¢ jedynie tymi zdaniami jezyka naturalnego, o ktérych mozna orzec, ze sa
prawdziwe lub Ze sg falszywe. Zdaniami w sensie logicznym sg wiegc jedynie zdania orzekajace (tak twierdzace,
jak 1 przeczace), a nie sg nimi ani pytania, ani polecenia. O zdaniu ,,Ksi¢zyc $wieci $wiatlem odbitym”, mozesz
orzec (W oparciu o swdj zasob wiedzy), ze jest ono prawdziwe, a o zdaniu ,,najstarszy cztowiek zyjacy na $wiecie
ma 300 lat”, ze jest falszywe. Z kolei nie sposob jest orzec prawdziwos¢ zdania ,,Co jutro Jasiu Kowalski robi po
obiedzie?” (pytanie), czy tez zdania ,,Podejdz do mnie!” (zdanie rozkazujace).

W potencjalnym sformulowaniu ,,zbada¢ prawdziwos¢ zdania”, kryje si¢ ?
polecenie ,,orzec, czy jest ono prawdziwe, czy tez fatszywe”.

O zdaniach prawdziwych bedziemy mowic, ze majg warto$¢ logiczng 1, a o zdaniach falszywych — ze
majg warto$¢ logiczng 0. (W niektorych podrgcznikach mozna spotkaé tez oznaczenia 7 w przypadku zdan
prawdziwych /z jezyka angielskiego, od true = prawda/ oraz F w przypadku zdan falszywych /z jezyka
angielskiego, od false = falsz/).

Dotychczas mielismy do czynienia jedynie ze zdaniami prostymi. O prawdziwosci tych zdan orzekalismy
wchodzgc w semantyke (znaczenie) i odwotujac si¢ do wlasnego zasobu wiedzy (czyli orzekajac, ,,czy jest tak, jak
moéwi to zdanie, czy tez nie?”’). Na dobrg sprawe, ciekawie robi si¢ dopiero w przypadku zdan ztozonych. Logicy
wyrozniajg 4 podstawowe typy takich zdan, budowanych w oparciu o 2 zdania proste.

Na ,,pierwszy ogien” wezmy na przyktad zdanie ,,Mam mas¢ roboty i nie wiem co robi¢”. Sktada si¢ ono
z dwoch zdan prostych: ,,Mam mas¢ roboty” i ,,Nie wiem co robi¢”, potaczonych spdjnikiem ,,i”. Z kolei w
przypadku zdania ,,JJestem bogatym mezczyzng”, ktdre choé ,,na pierwszy rzut oka” jest zdaniem prostym, to
jednak dla logika jest ono tej samej struktury, co poprzednie. De facto kryje ono bowiem w sobie 2 zdania proste:
Jestem bogaty” i1 ,Jestem me¢zczyzng”, gdyz o tych dwdch faktach orzeka. O zdaniach tego typu (a wigc
moéwigceych, ze ,,zachodzi tak i tak™), bedziemy mowié, ze sa one koniunkcjami, a ,,i” (wystepujace w pierwszym
z nich) nazwiemy spéjnikiem koniunkcji. Poniewaz drugie z omawianych tu zdan tez jest koniunkcja, wigc i w
nim wystepuje spojnik koniunkcji, lecz w postaci niejawnej. Oczywiscie, w jezyku naturalnym mamy jeszcze
wiele innych spojnikdéw koniunkceji, j. np.: jak takze, jak rowniez, tudziez, oraz, tak ... jak i ..., zarowno ... i .... itp.
Doda¢ do tego trzeba jeszcze spdjniki a, zas i1 z kolei, taczace zdania pozostajace ze sobg w opozycji (np. ,Ja
jestem tu, a ty jeste$ tam”™).

Zauwazmy przy okazji, ze zdanie ,,Jan jest pospolitym zloczynca” nie glosi wcale, ze ,,Jan jest pospolity”
i ze ,,Jan jest ztoczyncy”, a wigc, ze jest to koniunkcja dwoch zdan prostych. Okreslenie ,,pospolity ztoczynca” jest
bowiem zwigzkiem frazeologicznym, a wigc wskazuje na ,,ztoczynce”, ktéory wcale nie musi by¢ osobg
,.pospolitg”. Nie nalezy wiec tu (i nie tylko tu!) dziata¢ mechanicznie, lecz zachowujac uwagge dziata¢ rozwaznie.
W rachunku zdan do oddawania zdan prostych uzywa si¢ tzw. zmiennych zdaniowych, ktére oznaczamy matymi
literami (a, b, c, ... lub czgsciej p, g, r, ...). Z kolei do potaczenia ich w koniunkcje uzywamy tzw. spojnika
zdaniowego koniunkcji oznaczonego symbolem ,,A” (jednego, uniwersalnego, nie baczac na ukazane wyzej
bogactwo jego oddania w jezyku naturalnym). Kazde z przytoczonych w poprzednim akapicie zdan-koniunkcji
zapiszemy wigc w postaci: p A g, gdzie w przypadku zdania pierwszego p = ,,Mam masg¢ roboty”, ¢ = ,,Nie wiem
corobi¢”, ap A g jest a p A g jest formulg rachunku zdan (FRZ) bedacg schematem calego rozpatrywanego
zdania. Jezeli zdanie jest koniunkcjg, to o jego schemacie tez powiemy ze jest koniunkcja.

W analogiczny sposéob buduje si¢ zdania innych typdw. Obrazuje to ponizsza tabela, w ktorej dodatkowo:
- ze wzgledu na zachowanie jej komplementarnosci, dotagczono omoéwiong juz koniunkcje,

- a nadto — z uwagi na wzgledng czgstos¢ stosowania (i mozliwo$¢ pomylenia z alternatywg) — dotaczono
dyzjunkcje (inaczej: alternatywe wyltaczajaca).



Nazwa zdania | Spoj- | Sposdb | Nazwy dla | Przyktadowy | Przyktadowe Przyktad odpowiednie-
nik |uzycia | wystepujacych | (najczesSciej | oddania spdjnika | go zdania w jezyku na-
zda- |spdjnika [tu pig stosowany) zdaniowego W |turalnym  przy p =

niowy | zdanio- Sposob jezyku naturalnym | ,,Mam mas¢ roboty”, ¢
wego odczytu FRZ = ,,Nie wiem co robi¢”
w FRZ
koniunkcja A |lpnrg czynniki pigq a, za$; tudziez, i, jak | Mam mase roboty i nie
réwniez, oraz, tak ... | wiem co robic.
jak i ..., zarowno ... i
alternatywa v |pvyg skladniki plubg Iub, badz, albo Mam mas¢ roboty lub
nie wiem co robic.
implikacja — |p—>q |odpowiednio: |Jeslip,tog |jesli..., to..; skoro..., | JeSli (w tym przypadku
i= lewa i prawa zatem... ; o ile tylko | raczej: gdy) mam mase
strona wowczas  ...; | roboty, to nie wiem co
implikacji poniewaz..., zatem... |robi¢
réwno- < |p<>q |odpowiednio: |p wtedy i|wtedyitylko wtedy,|Mam mas¢ roboty
waznosé i lewa i prawa|tylko wtedy, |gdy wtedy 1 tylko wtedy,
strona gdy g gdy nie wiem co robié.
rownowaznosci
dyzjunkcja v o |pvg skladniki Albo p albo g | Albo ... albo ... Albo mam mas¢ roboty

(alternatywa albo nie wiem co robic.

wylaczajaca)

Uwagi i wnioski:
1)

tabeli przyktad zdania dla implikacji);

2)

sposob wyrazania w jezyku naturalnym musi by¢ dopasowany do zdan sktadowych (zob. w powyzszej

spojniki zdaniowe implikacji i rownowaznosci podane s w dwoch wariantach. Na co dzien stosujemy

jednak te ,,z pojedynczg kreska poziomg”, gdyz wymagaja mniej wysitku przy pisaniu (nie jest to wcale
zart, gdyz autentycznie taka jest przyczyna takiego postgpowanial);

3)

znaczek dyzjunkcji, to znaczek alternatywy rozszerzony o kropke miedzy ramionami ,,v-ki”.

Teraz sprawa najwazniejsza. Jaka warto$¢ logiczng majg zdania ztozone? Poniewaz w tej kwestii ludzka
intuicja jest czg¢sto zawodna, zatem w naukach formalnych, jakimi sg logika i matematyka (aby uniknaé
nieporozumien) potrzeba tego typu kwestie $cisle okreslic.

ustala  nastgpujaca

Zaleznosci  te
dwuargumentowymi)
p q A V=Y
1 1| 1|1 |1]1]|0
1 00| 1]0| 0] 1
0 1o |1 |1]0]|1
0o |1o0jo|lo|1|1]0

tabela

prawdziwo$ciowa

(dla

formut

ze spljnikami

W pierwszych jej dwoch kolumnach podano wszystkie mozliwe kombinacje podstawien 0 i [ za p i g. W
nastgpnych kolumnach oddane sg wartosci wyrazen postaci ,,p — spdjnik zdaniowy — ¢”. Przypatrzmy si¢ im z
bliska. Najpierw pokrotce, a nastepnie szerzej:

koniunkcja jest prawdziwa witw gdy oba jej czynniki sg prawdziwe. (uzycie tu zwrotu ,,wtedy i tylko wtedy,

gdy” oznacza, ze wtedy jest tak jak mowimy, a w pozostatych przypadkach tak nie jest, czyli ze wowczas
wyrazenie to przyjmuje warto$¢ logiczng zero, czyli jest falszywe).

Alternatywa jest falszywa witw gdy obydwa jej skladniki sg fatszywe.
Implikacja jest falszywa witw gdy jej poprzednik jest prawdziwy, a (mimo to) jej nastepnik jest falszywy.

Jesli wige jej poprzednik jest fatszywy, to (bez wzgledu na warto$¢ jej nastepnika) jest prawdziwa. Oznacza
to, ze ,,z falszu wynika (lub: mozna wyprowadzi¢) dowolne (a wigc zarowno prawdziwe, jak i falszywe)

1)
2)
3)

zdanie”.
4)

logiczna.
5)

Réwnowaznos¢ jest prawdziwa witw gdy obie jej strony (tak lewa, jak i prawa) majg t¢ samg warto$¢

Dyzjunkcja jest prawdziwa witw gdy obie jej strony (tak lewa, jak i prawa) maja t¢ samg warto$¢ logiczng




Omowmy szerzej te typy zdan.

1)

2)

3)

4)

5)
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Poniewaz koniunkcja moéwi ,,jest tak i tak”, wigc aby byta spelniona — musi by¢ tak pierwsze ,,tak”, jak i
drugie ,,tak”. Aby koniunkcja nie zachodzita (nie byla spetniona) - musi zachodzi¢ jedna z pozostatych trzech
sytuacji (tj. nie zachodzi¢ co najmniej jedno z dwu powyzszych ,.tak”).. W zyciu codziennym czg¢sto zamiast
Hlub” uzywa si¢ ,,i”. Np. zdanie ,Na imprez¢ zaprositem kupli i dziewczyny”, logik-formalista
wypowiedzialby: ,Na imprez¢ zaprositem kumpli Iub dziewczyny”. Moim jednak zdaniem, powinni$my
trzymac si¢ ustalonych konwenansow, i w zyciu stosowac reguly zyciowe, a w logice — logiczne.

Wiele osob wartosciuje (na co dzien — w zyciu, ale niestety i w logice) alternatywe tak, jak podaje tabela dla
dyzjunkcji. Niestety, jest to bledem. Alternatywa zachodzi (= ma warto$¢ logiczng I, jest prawdziwa) nie
tylko wtedy, gdy jeden z skladnikow jest prawdziwy, a drugi falszywy, czy tez na odwrdt, ale tez w
(newralgicznej w tym opisie) sytuacji, gdy oba jej sktadniki sa prawdziwe. Przypatrzmy si¢ zdaniu: ,,do kina
moga iS¢ ci, ktorzy maja bilet lub dysponuja 20 ztotymi”. Kto moze i$¢ do kina? Wszyscy oprocz tych, co nie
maja biletu, ani wystarczajgco duzo pieni¢dzy. Tak wigc s3 to:

— ci, co maja tylko bilet,

—  ci, co majg tylko pienigdze,

—  jak réwniez ci, co maja tak bilet, jak i pienigdze (ale wtedy - rzecz jasna - pieniedzy nie muszg juz

wykorzystywac).

Takie jest wlasnie znaczenie alternatywy.

W przypadku dyzjunkcji, ktorg czytamy za pomoca spdjnika ,,albo... albo ...” (ewentualnie ,,... albo ...”, gdy
nie wprowadza to nieporozumien), sprawa ma si¢, jak w przypadku pewnego przepisu na ciasto, w ktérym
znajduje si¢ zdanie: ,,dodaj kostk¢ masta albo margaryny”, gdzie oczywiscie wypiek si¢ uda tylko wtedy, gdy
w ciedcie znajdzie si¢ kostka jednego (doktadnie jednego!) z wymienionych ttuszczow. A wigc albo 1 kostka
masta albo 1 kostka margaryny, a nie po jednej kostce masta i margaryny (jak réwniez nie bez zadnego z tych
thuszczow).

Z kolei rownowazno$¢ orzeka, ze obie jej strony muszg mie¢ identyczng warto$¢ logiczng (tj., ze musi by¢ / z
1 1ub 0 z 0), a gdy jest inaczej (tj. gdy mamy zdania o roznej wartosci logicznej) — wowczas rownowaznosc
nie jest spetniona lub (innymi stowy) jest fatszywa.

Niebywale istotne jest rozréznienie znakow <> i <. Co prawda, w przedostatniej tabeli zostaly podane
jako wymienne, to jednak owa wymienno$¢ nigdy nie jest stosowana przez tego samego tzw. porzadnego
logika! Po prostu czg$¢ logikow w tej sytuacji, w jakiej 6w znak rownowaznosci zostal uzyty w owej
tabeli, uzywa go w postaci <>, a czg§¢ w postaci <, i s3 w tym konsekwentni. My przyjmiemy, ze w
formutach bedziemy uzywac¢ go w postaci <>, a znaczek < shuzy¢ nam bedzie do wskazywania
rownowaznosci miedzy calymi zdaniami, formutami, itp.

Implikacja, to najtrudniejszy rodzaj sposréd omawianych tu typéw zdan. Méwi ona:

jesli zachodzi poprzednik, to musi zachodzi¢ nastepnik, (1)
czyli (innymi stowy):
nie moze by¢ tak, ze zachodzi poprzednik, a mimo to nie zachodzi nastgpnik. 2)

I rzeczywiscie, w tabeli tylko t¢ jedng sytuacje oznaczyliSmy zerem, a pozostate jedynkami. Z kolei
wychodzac od zdania (1) — widzimy, Ze zaczyna si¢ ono od stowa JESLI: ,,Jesli jest TAK, to musi by¢ SIAK”.
Owo ,,jesli” ma tu dwie konsekwencji :

- jesli rzeczywiscie jest TAK, to musi by¢ SIAK, a wigc nie moze by¢ wtedy inaczej (tj. jest /prawdziwe/
1 — 1, anie moze by¢ /a wigc i nie jest/ I — 0),

-z drugiej strony, to ,,jesli” $wiadczy, ze zdanie to méwi TYLKO co musi by¢ gdy 6w warunek bedzie
spelniony, nie moéwi za$ nic o wartoSci nastgpnika w przypadku, gdy poprzednim nie jest spetniony;
dopuszcza wigc dowolng jego warto$¢ (tj. przy poprzedniku 0, formula jest prawdziwa tak przy
nastepniku rownym 0, jak i /, tj. prawdziwe sa: 0 — 010 — ).

Spojrzmy obecnie na jaki$ przyktad odnosnie implikacji. Najlepszy, jaki dotychczas udato mi si¢ wymysli¢

jest nastgpujacy. Wezmy zdanie: ,,Jesli zostale§ wybrany do sejmu, to znaczy ze masz co najmniej 21 lat”.

,,C0 najmniej” pisze si¢ oddzielnie, podobnie jak ,,co najwyzej”; |
Znamienne ze ,,przynajmniej” pisze si¢ jednak razem!

Co najmniej x = x lub wiecej ?
Co najwyzej X = nie wigcej niz X, czyli x lub mniej

Zapewne kazdy si¢ z nim zgadza (w takie ,,szczegdly”, ze nie mozna by¢ réwnoczesnie pozbawionym praw
obywatelskich, nie wnikamy tu). Co to zdanie oznacza? Popatrzmy po kolei:



Jesli zostates wybrany do sejmu, to znaczy ze masz co najmniej 21 lat

— ~— J - ~ J
p - q
p | g | Wybrany (p) | Przykladowy wiek | jest to co naj- Moze | Zatem warto$¢
niej 21 lat (q) tak by¢ p—q
1|1 TAK 30 lat TAK TAK 1
110 TAK 5 lat NIE NIE 0
0| 1 NIE 30 lat TAK TAK 1
010 NIE 5 lat NIE TAK 1

Gdzie (jak zwykle) / oznacza prawdziwo$¢ zdania, a 0 — jego falszywosc¢.

Ponizej zamieszczam tabele prawdziwosciowa dla negacji (spojnik jednoargumentowy)

p
/1 |0
0| 1

~ (tzw ,falka” - standardowo) lub q (tzw. ,rosyjskie g”), to jednoargumentowy spdjnik logiczny negacji. Jego
dodanie (przed zdaniem, czy zmienng) powoduje zmiang jego warto$ci na przeciwna, tj. z prawdy (/) na falsz (0)
lub z fatszu (0) na prawde (/).

Dwie liczby (a 1 b) nazywamy przeciwnymi, jesli maja przeciwny znak, a t¢ sama wartos¢
bezwzgledna (tj. gdy spelniony jest warunek a = -b, czyli gdy a + b = 0), a odwrotnymi
(pamigtasz zapewne, ze ,,podzieli¢, to pomnozy¢ przez odwrotnos¢ dzielnika”,
czylia : b =a- (1/b), czyli liczba odwrotna do b, to 1/b),
jesli b jest odwrotnoscig a (czyli b = 1/a), czy tez (rownowaznie) a jest odwrotnoscia b (tj. a = 1/b), co
zresztg — z przeksztatcenia dowolnego z tych warunkow — daje nam po prostu: @ - b =1.

Zadanie
Jak myslisz, dlaczego w logice mamy do czynienia z warto$ciami przeciwnymi, a nie odwrotnymi?

Spojnik negacji (oznaczany: ~ lub ) czytamy: nie; nie jest tak, Ze; nie jest prawdq, ze; nieprawda, Ze .
Np. jesli p = ,Jan jest tysy”, to ~p = ,nie jest prawda, ze Jan jest tysy” lub po prostu ,,Jan nie jest tysy”.
Trzeba jednak uwazac! Nie zawsze jest bowiem tak, ze gdy ,,nie jest x”, to ,,jest nie x”!

PRZYKLAD!

Wezmy znane ze szkoty pojecia: ,,funkcja parzysta” i ,,funkcja nieparzysta”.

f jest parzysta witw, gdy A f(-x) =f(x), tj. gdy jej wykres jest symetryczny wzgledem osi OY (tej pionowe;).
xeD

f jest nieparzysta witw, gdy A f(-x) =-f(x), tj. gdy jej wykres jest symetryczny wzgledem poczatku uktadu

xeD

wspotrzednych (tj. punktu (0,0)).

Moga jednak by¢ funkcje, ktore nie sg ,,ani parzyste, ani nieparzyste”, np. taka, jakg znajdziesz na ponizszym

wykresie

Y A

/\ / 0,0) | X
Al

Jej wykres nie jest ani symetryczny wzgledem osi OY, ani wzgledem punktu (0,0).

A\ A
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Tak wige pojecia ,,funkcja parzysta” i ,,funkcja nieparzysta” wcale si¢ nie dopetniajg. Konsekwencjg tego jest
fakt, ze czym innym jest stwierdzenie ,,X nie jest n”, a czym innym ,,X jest nie-n”, a zatem obydwa one wymagaja
oddzielnej definicji i olbrzymiej ostroznos$ci z naszej strony (by ich nie pomyli¢). Taka dziatalno$¢ wcale nie jest
nadmiarowa i (wWbrew pozorom) nic tu nie jest ,,przegadane”.

Podajmy jeszcze dwie uwagi nt. rOwnowaznosci:

1) Rownowaznos¢ nie jest tozsama z implikacja, gdyz rézni si¢ od niej w tabelce prawdziwosciowej (w wierszu
p = 1, g = 0). Mimo to, wigkszo$¢ osob mysli, ze jak ojciec méwi do syna: ,Jak bedziesz grzeczny (p), to
dostaniesz na bilet do kina (¢)” (jest to implikacja!), to
- znaczy to, ze wyraza tym samym poglad, ze ,jak syn nie bedzie grzeczny, to nie dostanie na bilet do

kina”
- a ponadto pozostate sytuacje (oczywiScie przy zatozeniu stlowno$ci ojca), ze syn jest grzeczny, a nie
dostaje, lub ze syn nie jest grzeczny, a dostaje, nie wchodza w rachubg.
Ot6z, odnosnie pierwszego z tych mnieman, jego prawdziwo$¢ mozna tatwo obali¢, do czego wystarczy
spojrze¢ do naszej tabeli prawdziwoSciowe;.

Tu mi si¢ przypomniata pewna fraszka (jak dobrze pami¢tam — Jana Sztaudyngiera):
Ona mniema, zZe mnie ma, potem stwierdza oniemiala, Ze mnie nie ma i nie miata! @

Na obecnym etapie twojej wiedzy logicznej, analiz¢ mozemy poprowadzi¢ na dwa sposoby (w zalezno$ci od

,,8zerokosci” naszego rozumienia pojecia implikacji).

1. (przy szerszym) Jesli implikacja mialaby tez zachodzi¢ w druga stron¢ — wowczas jej tabela musiataby
by¢ symetryczna (tj. gdybySmy zamienili miejscami zmienne zdaniowe p i g — wowczas w
poszczegolnych wierszach powinni$my byli otrzymywac identyczne wyniki, jak poprzednio).

2. (przy wezszym) Zauwaz, ze jesli warunek p nie jest spetniony, to ¢ moze mie¢ tak wartos¢ 1, jak i 0. Nie
jest wigc ta warto$¢ zdeterminowana na 1, podczas gdy w przypadku, gdy warunek p zachodzi, to warto$¢
q jest zdeterminowana jako 1.

Z kolei odnosnie drugiego z tych mnieman, to jest juz catkiem inne zagadnienie, zwigzane z rozumieniem

implikacji, ktore to omoéwiliSmy za pomocg przyktadu o wyborach do sejmu.

2) Rownowaznos¢ (R) jest dopetnieniem dyzjunkcji (D), tj. te dwa zdania w danych sytuacjach zawsze
przyjmuja przeciwng warto$¢. Tak wigc w wierszach w tabeli prawdziwosciowej, w ktorych R przyjmuje

warto$¢ 0 — D ma warto$¢ 1, a w ktorych R przyjmuje warto$¢ 1 — D ma wartos¢ 0.

Uwaga

Powyzej pisaliSmy tak p = 1, jak i p = ,Jan jest lysy”. Byl to btad! Wtasciwie, drugi zapis byt poprawny (bo
zmienna zdaniowa zastepuje zdanie), a pierwszy (w tej sytuacji) — nie! Formalnie rzecz biorgc, powinnismy
bowiem pisaé w(,,Jan jest tysy”) = 1 lub w(p) = 1, gdzie w jest funkcjg okreslajaca warto$¢ logiczng swego
argumentu (u nas — odpowiednio zdania i zmiennej zdaniowej, w kazdym z tych przypadkéw = 1), przy czym
zawsze musi ona przyjmowaé w tych przypadkach warto$¢ 1 (prawda) lub wartosé¢ 0 (falsz).

Przy zmiennych zdaniowych (i formulach rachunku zdan) przyjelo si¢ jednak, ze nie jesteSmy takimi
formalistami-rygorystami, i w zwigzku z tym, opisujemy ich wartos$¢ logiczng bezposrednio, a wigc bez owego w,
czyli piszemy np.: p = 1, (p — q) = 0, oczywiscie przy wczesniej okreslonych p i g.

Gdy mamy zdania ztozone z wigkszej liczby zdan prostych lub z dwdch (czy nawet jednego), ale zbudowane
bardziej skomplikowanie niz to podano w dotychczasowych naszych rozwazaniach, to celem rozeznania jego
wartos$ci logiczne;j:

1) najpierw zdanie ztozone zapisujemy przy pomocy odpowiadajagcego mu schematu rachunku zdan, poprzez
konsekwentne podstawienie za poszczegélne zdania proste odpowiadajacych im zmiennych zdaniowych
(p.:~~p,pAlg—=>71),pA(gVvp))

2) a nastgpnie pod poszczegoélne zmienne zdaniowe podstawiamy wartosci logiczne 0 i 1, w zaleznosci czy
odpowiadajagc im zdanie jezyka naturalnego jest falszywe czy tez prawdziwe.

Uwaga

Spojrzmy jeszcze, jakie sg mozliwe uktady wartosci logicznych poszczegdlnych zdan prostych (reprezentowanych
w odpowiadajacej im formule przez poszczegoélne zmienne zdaniowe: p, ¢, r itd.). Dane z tych rozwazan
prezentowaé bedziemy w ponizszej tabeli. Otéz kolumny reprezentuja poszczegodlne zmienne zdaniowe, a
poszczegolne wiersze — kolejne uktady (kombinacje) zer i jedynek (w sumie wszystkie mozliwe).

Gdybysmy mieli tylko jedng zmienna (jest tak w podanej ponizej tabeli dla negacji) — mielibysmy jedynie 2
wiersze — jedynie z odpowiednio 0 i 1. Teraz, w oparciu o t¢ tabele, gdybySmy tworzyli analogiczna dla dwoch
zmiennych — wowczas ten uktad przepisujemy ponizej, a obok (po lewej stronie) przy czesci starej zapisujemy
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jedynki, a przy nowej — zera (patrz — ponizsza tabela, pola zaznaczone na szaro). Analogicznie bedzie, gdy w
oparciu o tabele dla 2 zmiennych bedziemy tworzy¢ tabele dla 3 zmiennych — najpierw przepisujemy ponizej to,
co juz mamy (tj. przepisujac czg$¢ zacieniowang, z wierszy ( ir), a nastepnie po lewej stronie (tj. w kolumnie p)
przy tym, co juz wczesniej mieliSmy wpisujemy jedynki, a przy tym, co dopiero przed chwilg dopisaliSmy —
wpisujemy zera. Procedura ta gwarantuje nam uzyskanie wszystkich wynikow (zer i jedynek we wszystkich
mozliwych kombinacjach w poszczegolnych wierszach tabeli).

jemd e d Bl Bl K Remll Bet el BN
o|l—|ol—|lol—o|—| =

o|lo|o|o|~—|~|—|~IT

6 INFORMATYKI: \

Algorytm, to S$cisle okreSlony sposob postgpowania, dajagcy gwarancje osiggnigcia
zamierzonego rezultatu w skonczonej liczbie krokow.

Procedura (pojecie pochodne) — to wewngetrznie spojna czg¢$¢ algorytmu, odpowiedzialna za 2
realizacj¢ funkcjonalnej jej czesci (np. przy algorytmie rozwigzywania rownania kwadratowego, jej
czg$¢ odpowiedzialna za wyliczenie delty).

Pojecie procedura wystepuje tez w znaczeniu potocznym, o takim znaczeniu, jak zostat
okreslony powyzej algorytm. Wtedy okreslenie ,,zalgorytmizowana procedura” znaczy po prostu
,postepowanie algorytmiczne”, czyli Scisle okreslone, dajgce gwarancje osiggnigcia zamierzonego

Qelu w skonczonej ilosci krokow. /

O kazdej z tych kombinacji zer i jedynek (w tym réwniez zestawieniu samych zer, czy tez samych jedynek)
moéwimy, ze jest wartosciowaniem ciggu zmiennych zdaniowych (i to zarowno, gdy dzieje si¢ to w tabelce, jak i
w konkretnej FRZ). Liczba tych warto$ciowan wyraza si¢ wyrazeniem 2", gdzie n jest liczbg zmiennych
zdaniowych rozpatrywanych w danej formule (dla n=1 liczba warto$ciowan wynosi 2, dla2 -4, dla3 -8, dla4 —
16, ...).

Oproécz zdan prostych i zdan ztozonych z dwoch zdan prostych, mozna budowaé (czy tez analizowaé) zdania
bardziej ztozone, i oczywiscie odpowiadajace im FRZ. Przy rozpatrywaniu FRZ, nalezy pamigta¢ o kolejnosci
wykonywania dziatan, podobnie zreszta, jak to ma miejsce np. w arytmetyce, czy algebrze. Tak jak tam, tak i tu
normalnie dzialania wykonuje si¢ od lewej do prawej, chyba, Ze:
- sg zmodyfikowane nawiasami (albo tylko okraglymi, choéby wielokrotnie zaglebionymi, lub tez z
dodatkowym wykorzystaniem nawiaséw kwadratowych i klamrowych.
- lub mocg wigzan: najsilniej wigze negacja (~), potem koniunkcja (A), nastepnie alternatywa (v), stabiej
implikacja (—), a najstabiej rownowaznos¢ («<>).

Zauwaz, ze stosujemy tu pewien skrot myslowy, gdyz mowimy o)
,.koniunkcja”, a na mysli mamy ,,spojnik koniunkcji” )

Przyklad
Zdanie ,,Jesli jutro bedzie piatek, to jesli si¢ dobrze wySpig, a zawczasu dobrze przygotujg, to zdam”
%—J - ~ ) . ~ J H_}
P q r S
- ~— —/ |
L, P,
%—J [\ )
—
L P
ma postaé: p—> (g Ar—s), 3)

a zatem formuta ta (jak i cate rozwazane zdanie) sg implikacjami (o lewej stronie L i prawej stronie P, gdzie
wyrazenie w nawiasie /P/ tez jest implikacjg o lewej stronie L,, /ktora z kolei jest koniunkcja/ i prawej stronie P,;
dolny indeks w zostal tu obrany ze wzgledu na ch¢é ukazania, ze mamy tu do czynienia z ,,implikacja
wewnetrzng”’; dodatkowy nawias obejmujacy koniunkcje nie byt tu potrzebny).
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Gdybysmy z kolei mieli t¢ formulg, ale bez nawiaséw, to bySmy ja rozumieli w nastgpujacy sposob (wg. zasady
,,od-lewej-do-prawej”): (p > q) Ar)—>s
i tez nazywalibySmy ja implikacjg .

O formule postaci (3) (a co za tym idzie, o zdaniu, ktére ona opisuje), mozemy orzekaé czy jest
prawdziwa, czy tez falszywa. Musimy jednak zna¢ wartosci logiczne poszczegolnych, sktadajacych si¢ na nig
zmiennych zdaniowych (przypomnijmy: reprezentujacych zdania proste sktadajace si¢ na rozpatrywane zdanie).
Jesli wigcnp.p=1,q=0,r=11s=0, to mamy:

15>0A1->0)

H—}
1->(0 —0

H_}
11— 1
%—J

1

Zdanie to wigc jest (przy takim warto$ciowaniu) prawdziwe.

Zobaczmy, jak si¢ ,,sprawy maja” przy innych wartosciowaniach. W tym celu musimy postgpowanie to powtorzyé
dla pozostatych 2* — 1 = 15 przypadkow (tj. wartosciowan). Latwiej (nie zgubimy zadnego przypadku) i
przejrzysciej jest to jednak zrobi¢ w jednej tabeli (celem zachowania komplementarno$ci, zamiescimy w niej
rowniez juz ,,przerobiony” przypadek).

p—>(q Ar—s),

r|s

B
Q
Q
>
~

q AT—>S p—>(q Ar—s),
Iub krocej (...) | lub krocej C (od: catosé)

1 1

o|lo|o|o|o|o|o|o|— ===~
(o) Feoll Kol Faoll BTN Bl P P Hen )l Fen )l Renll Ranll 0l I HEl P
olo|=|—lolo|~=|~lo|lo|—|—~|lo|lo|—|~
O|I— OO~ O~~~
(=] [} o) fe) fel Rl o ) Ko fenl R fen) e} Red ey B
e L L Rl Bl e K== e e el e e e el =)

e el e e e el e e e e e e e Y K =)

Jak widzisz, ta formula akurat w jednej sytuacji jest fatszywa, a w pozostatych prawdziwa.

Sa jednak i takie FRZ, ktore zawsze sg prawdziwe (tj. przy kazdym wartoSciowaniu maja warto$¢ logiczng 1) —
nazywamy je tautologiami, jak i takie, ktore zawsze sg fatlszywe (tj. przy kazdym wartosciowaniu majg wartos¢
logiczng 0) — nazywamy je kontrtautologiami.

UWAGA!
Pojecie kontrtautologii szerzej omawiane jest w rozdziale ‘zbiory i liczby’ — teoria mnogosci

Zwigzek migdzy tautologig a kontrtautologig.

Jezeli przez T oznaczymy dowolng tautologie, a przez KT — kontrtautologig, to:

1) ~ T jest kontrtautologia (bo T daje same jedynki w ostatniej kolumnie tabeli, a jesli formule t¢ poszerzymy o
znak ~ na poczatku, to w naszej tabeli bedziemy musieli na koncu dodaé jeszcze jedna kolumne i w niej
znajda si¢ same zera, jako wlasnie negacje owych jedynek, a to oznacza, ze jest ona kontrtautologia)

2) ~ KT jest tautologia (bo KT daje same zera w ostatniej kolumnie tabeli, a jesli formule t¢ poszerzymy o znak
~ na poczatku, to w naszej tabeli bedziemy musieli na koncu doda¢ jeszcze jedng kolumne i w niej znajda si¢
same jedynki, jako wlasnie negacje owych zer, a to oznacza, ze jest ona tautologia)

Jesli teraz wprowadzimy oznaczenia: T;, T, — dowolne tautologie (a wigc by¢ moze nawet T, = T5),
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KT, KT, — dowolne kontrtautologie (a wigc by¢ moze nawet KT; = KT5,), to:

1) T] <> Tz,

2) KT] <> KTz,
3) "T] <> KT],
4) ~KT, T
Zadanie

Udowodnij powyzsze 4 wlasnosci.

CO WYRAZAJA TAUTOLOGIE?

Tautologie s3 zdaniami zawsze prawdziwymi. Sg one prawami obowiazujacymi w catym $wiecie, jednak o tym

$wiecie nic konkretnego nie mowia (nie wnoszg nic nowego). Sg tylko narzgdziami, pozwalajagcymi nam

przechodzi¢ od zdan prawdziwych do zdan prawdziwych.

Spojrzmy na podstawowe tautologie:

1) p v ~p. Czytamy je: p lub nie p. Jest to niechybnie zdanie zawsze prawdziwe (a wigc bez wzgledu na to, co
stoi na miejscu p — zdanie prawdziwe, czy tez falszywe; przy kazdym z tych podstawien /warto§ciowan/
otrzymamy bowiem, ze cale to wyrazenie ma warto$¢ logiczng 1). Ponadto spojrzmy na przyktady tego typu
zdan: ,,jestem gruby lub nie jestem gruby”, ,,jest teraz zima lub nie ma teraz zimy”, ,,pada deszcz lub nie pada
deszcz” itp. Jest to typowa wypowiedz pytyjska.

Wypowiedz pytyjska — to taka wypowiedz, ktora nic cickawego nie wnosi, a zawsze jest prawdziwa, ?
a to ze wzgledu na swoja specyficzng sktadni¢ (np.: ,,jutro bedzie pada¢ lub nie bedzie padac™)

Prawo to nazywamy ,prawem wylaczonego Srodka” (ze wzgledu na brak jakichkolwiek mozliwosci
posrednich).

2) p — p. Jest to ,,prawo tozsamosci”’. Zdanie to czytamy: Jesli (jest) p, to (jest) p. Przyktady zdan: ,,jesli jestem
Polakiem, to jestem Polakiem”, ,;jesli stonce jest planeta, to stonce jest planetg”, ... Pierwsze z nich jest typu 1
— 1, a drugie typu: 0 — 0, a zatem (w oparciu o tabelke prawdziwosciowg) oba sg prawdziwe. Prawdziwos¢
tego dowolnego zadnia tego ksztaltu jest wigc zagwarantowana (przez nasze sprawdzenie, ze przy dowolnym
wartosciowaniu /tu jedynie dwoch: p = 01 p = 1/ odpowiadajgca jej FRZ jest zawsze prawdziwa). Zresztg gdy
poprzednik implikacji ma warto$¢ logiczng zero, wowczas nie trzeba jej sprawdzac (czy tez dowodzi¢), bo
(zgodnie z tabelg prawdziwosciows) i tak jest prawdziwa

Zapewne juz zauwazyles, ze tautologie rzeczywiscie sg po prostu banatami. Jakgz bowiem warto$¢ poznawczg

majg zdania: ,,nosz¢ okulary lub nie noszg¢ okularow”, czy ,,jesli jestem studentem, to jestem studentem”, a co za

tym idzie zadnia postaci: p v ~p czy p — p? Zgodze si¢ z Toba, ze same w sobie — zadnej(bo sg po prostu

banatami).

. ?
[ Banat — prawda oczywista ] :

Za ,,oczywiste” rozumiem tu ,bezwarunkowe”, a nie ,,widoczne na pierwszy rzut oka”. W tych przypadkach
rzeczywiscie jest to rowniez ,,widoczne na pierwszy rzut oka”, jednak nie zawsze musi tak byc.

W tym celu przypatrzmy si¢ innym tautologiom (nie pisz¢ pozostalym, bo tautologii — niestety — jest
nieskonczenie wiele, a wigc nie bylibySmy w stanie wszystkich ich wypisaé).

Prawa rachunku zdan

LP | Prawo Nazwa

1 p—p Prawo tozsamosci

2 pVv~p Prawo wylaczonego srodka

3 ~(p A ~D) Prawo sprzecznosci

4 ~p > P Prawo podwadjnej negacji

5 (p = ~p) > ~p Pierwsze prawo redukcji do absurdu
6 (p=>qA(P—~q) >~ Drugie prawo redukcji do absurdu
7 pArq) < (QAD) Prawo przemiennoS$ci koniunkcji

8 (pvq) < (qVvDp) Prawo przemiennosci alternatywy
9 (p = q) © (~q > ~p) Prawo transpozycji prostej

10 [~(pArq) e (~pVv~q) Prawo de Morgana dla koniunkcji
11 |~(pvq <> (~pAr~q) Prawo de Morgana dla alternatywy
12 |~(p—>q) < (pAr~q) Prawo zaprzeczenia implikacji
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13 |[(p>q) < ~(pAr~q) Prawo zastgpowania implikacji

14 [p>9e(pvy JW.

15 |(pAq)<> ~(~pVv~q) Prawo zastgpowania koniunkcji

16 [prg e ~(p—>~q) JW.

17 |(pv q) <> ~(~p A~q) Prawo zastgpowania alternatywy

18 [pvge (-p—>9) JW.

19 [peoqeo((P=>9AQ—=D) Prawo zastgpowania rownowaznosci

20 |~peq)e (~(p—>q Vv~(q—p) Prawo zaprzeczania rownowaznosci

21 |~pe e ((Pr~9Vv(GA ~p) J-w.

22 |[(p—=>9Ap)—q Modus ponendo ponens

23 | (p—=>q)A~q) =>~p Modus tollendo tollens

24 |(pvq A~p)—q Modus tollendo ponens

25 | ((~pVv~qQ)Ap) —>~q Modus ponendo tollens

26 |((pArq)—1)<> ((pA~T)—>~q) Prawo transpozycji ztozonej

27T [(p—>(@—>1)<(@—(p—1) Prawo komutacji

28 |((prq) =1 (p—(q—1) Prawo eksportacji i impostacji

29 |pA(@Ar) < ((pAgQ) AT Prawo facznosci koniunkcji

30 [pv@v)e((pve v Prawo fgcznosci alternatywy

31 |(pa(@v)<((paq) Vv (pAr) Prawo rozdzielnosci koniunkcji wzgledem alternatywy
32 |[(pv(@an) < ((pvA(pvr) Prawo rozdzielnosci alternatywy wzgledem koniunkcji
33 [(p=>gAa(p—=1)e(p—>(qQar)) Prawo mnozenia nastgpnikow

34 |[(p=>0)Aa(@o))<(pvqg) —r) Prawo dodawania poprzednikow

35 [p=>@=>1)>((p—>9q > (p—r) |Sylogizm Fregego

36 [ (p>Pal@o1)—>(@—or) Koniunkeyjny sylogizm hipotetyczny

37 |p>q—>Wgqg>1)>(p—>1) Bezkoniunkcyjny sylogizm hipotetyczny

Jak zapewne zauwazytes, sa one nazwane prawami rachunku zdan, a kazda/kazde z nich ma swojg nazwe whasna.
Przypatrzmy si¢ tym dwom ich aspektom. Prawo rachunku zdan, to taka formuta rachunku zdan, ktora da si¢
wyprowadzi¢ z pewnego (z gory przyjetego, skonczonego) zbioru aksjomatéw (formut, o ktérych zaktadamy, ze
sg prawdziwe), stosujac dozwolone narzedzia przeksztatcen tychze formut. Szerzej na ten temat bedziemy mowié
w rozdziale metodologiczne podstawy matematyki. Dowodzi si¢, ze zbiory: zbidr tautologii rachunku zdan i zbiér
praw rachunku zdan, sg identyczne. Tak wigc praw rachunku zdan jest (podobnie jak ich tautologii) nieskonczenie
wiele).

Jednak tylko czg¢é¢ z nich ma swoje nazwy wlasne. — cze$¢ ze wzgledow historycznych, a czgé¢ ze wzgledu na
swoje wazkie znaczenie. Jesli jednak ,,ze wzgledow historycznych”, to i ,,ze wzgledu na swoje wazkie znaczenie”,
jako ze w przeciwnym razie historycznie by nie zaistnialy.

Sprébujmy ja przeanalizowadé.

3)

4)

5)

6)

16

~(p A ~p) — prawo sprzecznosci.
Mowi ono, ze niepodobna, aby zarazem zachodzito (byto prawdziwe) dane zdanie i jego negacja

~~p — p — prawo podwojnej negacji.

Mowi ono, ze podwojnie zanegowacl, to tak, jakby w ogdle nie negowal. Mozna tez powiedzie¢, ze
»,podwojna negacja si¢ znosi”. Ta tak, jak mam wiaczone (lub wylaczone) $wiatlo, neguje ten stan poprzez
jego zmian¢ na przeciwny (odpowiednio: wylaczony/wiaczony) i ponownie neguje go poprzez zmiang
obecnego stanu na przeciwny (tym razem odpowiednio: wlaczony/wytaczony), dochodzac tym samym do
stanu poczatkowego.

[ ,,W 0gole” pisze si¢ oddzielnie ] !

(p = ~p) = ~p — pierwsze prawo redukcji do absurdu.
Mozemy odczytac je nastepujgco: jesli z pewnego zdania mozna wyprowadzi¢ jego negacjeg, to zdanie to jest
falszywe.

[ ,,absurd” pisze si¢ przez ,,b” (a nie przez ,,p”!) ] '

((p > 9) A (p = ~q)) > ~p — drugie prawo redukcji do absurdu.



7)

8)

9)

Jesli z danego zdania mozna wyprowadzi¢ dwa zdanie, nawzajem przeciwne, to zdanie to nie zachodzi (tj. jest
falszywe).

(p A qQ) <> (q A p) — prawo przemiennos$ci koniunkcji.

Koniunkcja jest przemienna , tj. dowolnie w jakiej kolejnosci ja wezmiemy, zawsze bgdzie miala takg sama
wartos¢ logiczna.

Tutaj prosba o odrobing ostroznosci. Czy kto§ powie: ,,pobrali si¢ i mieli dziecko”, czy tez: ,,mieli dziecko i
si¢ pobrali”, to dla domorostego logika, jest to samo. Jednak zapewne nawet i Ty Laiku dostrzegasz rdznice
migdzy stwierdzeniami tych zdan. W zyciu bowiem czgsto jedne spojniki logiczne wyraza si¢ stosujac inne
spojniki (czesto w logice zarezerwowane dla czegos innego), tak ze dochodzi do istnego galimatiasu.

Kto méwi ,,pobrali si¢ i mieli dziecko” ma zapewne na mysli, ze zaszly obydwa te fakty, a przy tym zaistnialy
w przytoczonej tu kolejnosci.

Kto z kolei méwi ,,mieli dziecko i si¢ pobrali”, ma zapewne na mysli nie tylko to, ze zaszty owe dwa fakty,
lecz i to, ze drugi z nich (S$lub) byl nicjako wymuszony pierwszym (dzieckiem). Jest to wiec implikacja:
,pobrali si¢, poniewaz mieli dziecko” (gdzie: “mieli dziecko” — to jej poprzednik, a ,pobrali si¢” — to jej
nastgpnik).

(p Vv q) < (q Vv p)— prawo przemiennosci alternatywy.
Alternatywa jest przemienna , tj. dowolnie w jakiej kolejnosci ja wezmiemy, zawsze bedzie miata takg sama
wartos¢ logiczna.

(p = q) © (~q = ~p) — prawo transpozycji prostej, czesto zwane po prostu prawem transpozycji.
Implikacja jest rownowazna implikacji w druga strong, jednak z negacja jej stron. Jest to bardzo wazne
prawo! Wigkszo$¢ laikow uwaza, ze (p = q) <> (~p — ~q), bo to ,takie logiczne”. Jednak (jak przystato na
laikow) — mylg si¢ sromotnie. Zobacz. Zdanie (bgdace implikacjg): ,Jesli co$ jest kwadratem, to i jest
prostokatem” jest oczywiscie prawdziwe (bo kazdy kwadrat jest spelnia definicj¢ prostokata). Z kolei
(btednie powstale z niego) zdanie (prawdziwe wedtug logikow-laikow) ,,jesli cos nie jest kwadratem, to i nie
jest prostokatem”, wcale prawdziwe nie jest! (zobacz np. prostokat o bokach 2 i 3 jednostki), a wigc owo
prawo logikow-laikoéw jest rzeczywiscie chybione. Z kolei — omawiane tu — prawo transpozycji, oczywiscie
jest prawdziwe. W sytuacji przytoczonego tu przyktadu, mowi, ze ‘jak co$§ jest kwadratem, to i jest
prostokatem, to to samo, co: jak co$ nie jest prostokgtem, to i nie jest kwadratem” (bo i w jaki sposob?).

10) ~(p A q) & (~p Vv ~q) — prawo de Morgana dla koniunkcji. Lub: prawo negacji koniunkcji

Czytamy je krétko: negacja koniunkcji, to alternatywa negacji. ,,Calym zdaniem”: negacja koniunkcji dwéch
zdan jest alternatywa negacji tych zdan. Sprobujmy je objaé intuicyjnie. Co oznacza, ze nie zachodzi
koniunkcja dwoch zdan? Czego potrzeba i wystarcza zarazem, aby ona nie zachodzita? — ze cho¢ jedno z
nich bedzie falszywe (= nie bedzie zachodzic), a to wlasnie oddaje to prawo.

11) ~(p v q) < (~p A~q) — prawo de Morgana dla alternatywy. Lub: prawo negacji alternatywy

Analogicznie, czytamy je krotko: negacja alternatywy, to koniunkcja negacji. ,,Catym zdaniem”: negacja
alternatywy dwoch zdan jest koniunkcja negacji tych zdan. Sprobujmy i je obja¢ intuicyjnie. Od prawej - co
oznacza, ze nie zachodzi zadne z tych zdan (ani pierwsze, ani drugie). Ot6z oznacza, ze niepodobna, aby
cho¢ jedno z nich zachodzito, a to wlasnie wyraza lewa strona tej rownowaznosci.

12) ~(p — q) <> (p A ~q) — prawo zaprzeczenia implikacji.

Gdy zanegujemy obydwie strony roéwnowaznosci 13, i nastgpnie do prawej strony tak otrzymanej
rownowaznosci zastosujemy prawo podwojnej negacji, to wlasnie otrzymamy omawiane tu prawo. Prawo to
mowi, ze niezachodzenie implikacji, to innymi stowy zachodzenie jej poprzednika i niezachodzenie
nastepnika.

13) (p — q) < ~(p A ~q) — prawo zastepowania implikacji (1)

Niezmiernie wazne. Gdy spojrzysz na tabele prawdziwosciowa dla implikacji, to zauwazysz, ze implikacja
fatszywa jest tylko w jednej sytuacji — gdy zachodzi jej poprzednik, a mimo to nie zachodzi jej nastepnik. To
spostrzezenie oddaje whasnie to prawo moéwiace, ze zachodzenie implikacji rownowazne jest niezachodzeniu
(czyli: wyklucza si¢ z sytuacja zachodzenia) jej poprzednika i negacji jej nastgpnika. Krotko: implikacja
oznacza, ze nie moze by¢ tak, ze zachodzi jej poprzednik, a nie zachodzi jej nastgpnik.

14) (p = q) © (~p v q) — prawo zastepowania implikacji (2)

Przeksztatcimy powyzsze prawo 13:

Po>Peo~PAr~Qe~pV~~q~pVq
i) i) i)

prawo 13 z prawa 10  stosujemy prawo podwojnej negacji (tj prawo nr 4) do ~ ~q
W ten sposob otrzymalismy omawiane tu prawo zastgpowania implikacji.
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15) (p A q) < ~(~p Vv ~q) - prawo zastepowania koniunkcji (1)

Otrzymujemy je wprost z przeksztalcenia prawa 10 (prawa de Morgana dla koniunkcji), poprzez jego
obustronne zanegowanie.

16) (p A q) & ~(p = ~q) — prawo zastepowania koniunkcji (2)

Gdy w prawie 12 (prawie zaprzeczania implikacji): ~p—>q9< (Ppar~q)
W miejsce q wstawimy ~q: ~po~ e PAr~~q
nastgpnie zniesiemy podwojng negacj¢ przy q: ~po~ePArq)

i w koncu odwrocimy strony réwnowazno$ci miejscami:  (p A q) <> ~(p > ~q)
to wlasnie otrzymamy nasze prawo.

17) (p v q) &> ~(~p A ~q) — prawo zastepowania alternatywy (1)

Analogicznie, jak w 15, otrzymujemy je wprost z przeksztalcenia prawa 11 (prawa de Morgana dla
alternatywy), poprzez jego obustronne zanegowanie.

18) (pv q) < (~p — q)— prawo zastepowania alternatywy (2)

Analogicznie, jak w 16:

gdy w prawie 14 (prawie zaprzeczania implikacji): P> (pVvQq
W miejsce p wstawimy ~p: ~p—>q9<(CpvQq
nastgpnie zniesiemy podwojng negacj¢ przy p: ~p—>q9<(PvQ

i w koncu odwrocimy strony rownowaznosci miejscami:  (p v q) <> (~p > q)
to wlasnie otrzymamy nasze prawo.

19) (p< q)< ((p > 9 A (g — p)) — prawo zastepowania rownowaznosci

Réwnowaznos¢ §wiadczy o wspodtzachodzeniu zdan: lewa i prawa jej strona zawsze muszg mie¢ t¢ sama
warto$¢ logiczng, aby i cala rownowazno$¢ byta prawdziwa. To juz wiemy. Z kolei przytoczone tu prawo
zastepowania rownowaznosSci ustanawia rownowazno$¢ miedzy rOwnowaznoscia, a zachodzeniem implikacji
w obydwie strony. Mozna zresztg powiedzie¢, ze rOwnowaznos$¢, to implikacje w obydwie strony. Prawo to
stwierdza, ze rownowazno$¢, to nie to samo, co implikacja, lecz to samo, co implikacja w obydwie strony.
Poprzez rownowazno$¢ definiuje si¢ pojecia — definicja musi by¢é réwnowaznoscia (= mie¢ postac
rownowaznosci), aby byta adekwatna. Dzigki temu, ze rownowazno$¢, to dwie implikacje — dzigki jednej z
nich poprawna definicja nie jest za waska, a dzigki drugiej z nich — definicja ta nie jest za szeroka.

20) ~(p < q) © (~(p = q) v ~(q = p)) — prawo zaprzeczania ré6wnowaznosci (1)

Biorac powyzsze prawo 19 (prawa zastgpowania rownowaznosci): pege((@P—=>9A@—p)
i negujac jego obie strony, otrzymamy: ~peqe~(p—>qgA(q—p)
a po zastosowaniu do jego prawej strony prawo negacji koniunkcji (nr 10), otrzymamy nasze prawo.

21) ~p<>q < ((pA~q) v(qQA ~p)) — prawo zaprzeczania rownowaznosci (2)

Podstawiajac w powyzszym prawie 20, po prawej jego stronie, w miejsce negacji implikacji zgodnie z
prawem 12 [~(p = q) © (p A ~q) — prawo zaprzeczenia implikacji ], otrzymamy wtasnie nasze prawo 21.

Ponizsze cztery prawa maja lacinskie nazwy ze wzgledu na ich doniostos¢ i historyczne znaczenie.

22) ((p > q) A p) = q— modus ponendo ponens
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Modus ponendo ponens znaczy: sposob przez potwierdzenie potwierdzajacy. Prawo to méwi, ze jesli
prawdziwa jest jaka$ implikacja (tu: p — q), a nadto zajdzie jej poprzednik (tu: p), to i musi zajs¢ jej
nastgpnik.

Np. przyktad: jesli dzisiaj jest pigtek, to jutro jest sobota (p — q), a dzisiaj jest pigtek (p), zatem jutro jest
sobota (q). Dociekliwy laik zapyta zapewne, ,,a co, jak dzisiaj nie jest pigtek?”’. Wtedy po prostu:

(P> Arp)—q
0 «— mamy wigc

0 «—
-

1 <4— ajako ze jest ona poprzednikiem implikacji, to i cata implikacja jest prawdziwa.

zatem i koniunkcja jest fatszywa

Prawo to w pewnej modyfikacji nosi nazwe reguty odrywania, ktéra odpowiednio czytamy i zapisujemy jak
ponizej:

- jesli zajdzie (= jest prawdziwe) pP—q
-i p
- to 1 zajdzie (musi zaj$¢) q



Czesto regule takg czyta sie tez: skoro ... (to, co nad kreskg) — zatem ... (to, co pod kreska).
Stuzy ona do przeprowadzania wszelkiego rodzaju dowodéw czy wyjasnien, a co za tym idzie, matematyce
bardzo jg sobie cenig (jako ze lubujg si¢ w dowodzenie twierdzen © ).

23) ((p = q) A ~q) = ~p — modus tollendo tollens

To z kolei jest ,,sposob przez zaprzeczenie zaprzeczajacy” . Jesli mamy implikacje (p — q), 1 wiemy, Ze nie
zachodzi jej nastgpnik (~q), to mozemy by¢ pewni, ze i jej poprzednik jest fatszywy (~p).

Latwo je udowodnic.

Jesli mianowicie mamy: p — q

To w mys$l prawa transpozycji prostej (prawo nr 9: (p = q) <> (~q = ~p) ), mamy: ~q — ~p.

Z kolei, jesli zachodzi ~q (a ze tak jest, wiemy z zatozenia), to w mysl dopiero co oméwionego modus
ponendo ponens [ (p > qQ) Ap) = q] {lub: reguty odrywania} — zachodzi ~p.

24) ((p v Q) A ~p) = q— modus tollendo ponens

Jak tatwo juz odczytac (tak z ksztattu formuty, jak i taciny), prawo to nosi nazwe sposob przez zaprzeczenie
potwierdzajacy. Rzeczywiscie, je§li mamy alternatywe (ktora ,,moéwi”: jest tak lub tak), i wiemy, ze jej
pierwszy sktadnik (a ze wzgledu na prawo przemiennosci alternatywy — wlasciwie dowolny) jest fatszywy, to
drugi z jej sktadnikéw musi by¢ prawdziwy (=zachodzi€). Jesli wiem, ze w prawej kieszeni spodni masz
pistolet lub néz, a ty z cala stanowczo$cig zaprzeczasz jakoby$ mial w niej n6z (a — nawiasem mowigc —
jestes przy tym prawdomoéwny), to moge by¢ pewien, ze masz w niej pistolet! Oto w calej okazatosci —
modus tollendo ponens. Na pewno go znate$ i stosowates, ale nie umiate$ tak madrze naukowo nazwad.

25) ((~p v ~q) A p) = ~q — modus ponendo tollens

Ostatnim prawem z serii tacinskiej, jest modus ponendo tollens — sposob przez potwierdzenie zaprzeczajacy .
Jest to formula identyczna z poprzednia, z tg réznica, ze na poszczegdlnych pozycjach gdzie byly negacje —
teraz ich nie ma, a gdzie nie byto — tam sg. Sposéb ten ,,mowi”: jesli co najmniej jednego z dwdch nie ma, a
jest jeden z nich, to na pewno nie ma drugiego. Rowniez (podobnie jak poprzedni sposob) i ten jest
intuicyjnie oczywisty.

Zauwaz laiku (juz chyba nie calkiem “laiku” ©), ze te 4 sposoby, to juz wszystkie mozliwe. C6z, w ich nazwie
jest bowiem zawsze na poczatku modus (=sposob), potem moze by¢ ponendo lub tollendo (tj. przez potwierdzenie
lub przez zaprzeczenie) — to wigc na dwa sposoby, a potem w kazdym z nich, na ostatniej — trzeciej — pozycji
ponens lub tollens, a wigc w kazdym z tych 2 przypadkéw na 2 sposoby. Rzeczywiscie sg wigc 4 mozliwosci (i
tylko 41).

26) ((p A q) &> 1) <> ((p A ~1r) > ~q) — prawo transpozycji ztozonej

Jesli omawiamy tu prawo transpozycji ztozonej (PTZ), przypomnijmy wpierw prawo transpozycji prostej
(PTP - prawo nr 9): (p = q) <> (~q = ~p) . W PTP poprzednik implikacji zamienia si¢ miejscem z
nastgpnikiem implikacji, przy czy skutkuje to zanegowaniem tych wyrazen. Z kolei w PTZ mamy do
czynienia z analogiczng sytuacja, jednak nastgpnik implikacji zamienia si¢ miejscem jedynie z jednym z
czynnikow poprzednika tejze implikacji (i w tym przypadku wyrazenia zamieniajgce si¢ miejscami sg
negowane po zmianie miejsc).

Mozna wrecz powiedzie¢, ze PTP jest szczegdlnym przypadkiem PTZ, czy — jak kto woli — ze PTZ jest
rozszerzeniem PTP (o niezmienny /co do wartosci i miejsca/ czynnik w poprzedniku implikacji —
koniunkcji).

27) (p — (@ > 1)) < (q— (p > 1)) — prawo komutacji

Omoéwimy po nastepnym.

28) ((p A q) > 1)<« (p— (q—1))— prawo eksportacji i importacji

Zwrd¢ uwage na prawg strong tej implikacji. Mowi ona, ze jesli zajdzie p, to jesli zajdzie g, to (dopiero)

wtedy zajdzie r. Tak wigc zajscie r jest gwarantowane poprzez zajscie zarazem p i q. Prawo to jest

rownowaznoscig. Jako ze rownowazno$¢ mozemy rozbi¢ na dwie implikacje, zatem daje nam to mozliwos¢

otrzymania dwoch nowych praw:

- implikacja w prawg stron¢ — to prawo eksportacji: (pArq—>1)>(p—>(@—r)

- implikacja w lewa stron¢ — to prawo importacji: (pAq)—1)—(p—(q—0),

a wlasciwie (bo — formalnie rzecz biorgc — w rachunku zdan nie ma strzatki w lewg strong : «):
P—>@—>1))—>((prq —1)

Nazwy wyszczegolnionych tu praw thumaczy si¢ w sposob oczywisty:

- ,importujemy” (czyli sprowadzamy) do poprzednika implikacji q,

- eksportujemy” (czyli wyprowadzamy) z poprzednika implikacji q;

- a jako ze import i eksport dzialaja w przeciwne strony — tak i my mamy strzatki implikacji w obydwie
(przeciwne) strony, dajace razem rownowaznosc.
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Czas na poprzednie prawo komutacji. Otéz stowo ,komutacja” pochodzi od tacinskiego commutatio =
zmiana, przemiana. Tutaj wlasnie zmieniajg si¢ miejscami dwie pierwsze zmienne zdaniowe (p i q) w prawej
i lewej stronie owego prawa — rownowaznosci. Czas je udowodnic.
Wyjdziemy od jego lewej strony i rownowaznosciami dojdzmy do prawe;.
L=(pP->(@—-1) < (prg—->1) < (Qap)—>1) © (@2>@-on))=P

1 ! !

Z prawa 28 Z prawa 7 (przemien- Z prawa 28
(prawo nosci koniunkciji) (prawo
impostacji — stosowanego dla impostacji —
eksportacji) poprzednika implikacji eksportacji)

Wida¢ wigc, ze czy najpierw powiemy, ze zaszedl warunek (poprzednik) pierwszy, a potem drugi, czy tez
podamy to w odwrotnej kolejnosci, nie ma najmniejszego znaczenia.

Przyktad: jesli ktos$ jest dorosty, to, jesli nie jest ubezwlasnowolniony, to moze glosowac

Jest rownowazne stwierdzeniu: jesli kto§ nie jest ubezwiasnowolniony, to jesli jest dorosty, to moze
glosowac.

Jasne i oczywiste (nawet dla zatwardziatego laika © )!

29) (p A (qQAT)) <> ((p A q) AT)— prawo lacznosci koniunkcji

Stwierdzenie: zaszto p oraz q ir oznacza to samo, co stwierdzenie: zaszto p i ¢, a nadtorr.
Odpowiednikiem tego prawa w algebrze jest prawo: a-(b-c) = (a-b)-c (co znamienne - zgadza si¢ tez
nazewnictwo cztonow — w obydwu przypadkach mamy do czynienia z ,,czynnikami”).

30) (pv(qvr) < ((pv q) Vvr)— prawo lacznosci alternatywy

Prawo analogiczne do poprzedniego.

Stwierdzenie: zaszlo p lub zaszto q lur r oznacza to samo, co stwierdzenie: zaszto p lub q, lub zaszlo r.
Odpowiednikiem tego prawa w algebrze jest prawo: a+(b+c) = (atb)+c (co znamienne - zgadza si¢ tez
nazewnictwo cztonow — w obydwu przypadkach mamy do czynienia ze ,,sktadnikami”).

31) (pAr(@vr) < ((pAQq vV (p Ar)) —prawo rozdzielnosci koniunkcji wzgledem alternatywy

Proste! ,,Zrobi¢ pierwsze (p) i [ drugie (q) lub trzecie (r) ]” oznacza to samo, co:

,,Zrobie pierwsze (p) i drugie(q) lub zrobig¢ pierwsze(p) i trzecie (r)”.

W algebrze jego odpowiednikiem jest prawo rozdzielno$ci mnozenia wzgledem sumy: a-(b+c) = a-bta-c,

I tak jak tu nie trzeba stawia¢ pewnych nawiaséw (bo mnozenie silniej wigze niz dodawanie), tak i z
odpowiednich (odpowiadajacych mu) nawias6w mozna zrezygnowa¢ w prawie rozdzielnosci koniunkcji
wzgledem alternatywy, otrzymujac: p A (QVI) <> PAQVDPAT,

jednak dopoki jest si¢ Laikiem (= nie do konca jeszcze ,,obstukanym” w arkanach logiki), warto jednak
stosowac nawet zbyteczne nawiasy, ba na pewno to nie zaszkodzi, a dopomoc moze ...

[ ,,na pewno” pisze si¢ oddzielnie ] |

Zwrdémy jeszcze uwage na etymologi¢ nazwy tegoz prawa. Nosi ono nazwe ,,prawo rozdzielnosci
koniunkcji wzgledem alternatywy”, gdyz w prawie tym wystepuje tak koniunkcja jak i alternatywa, ale to
wilasnie koniunkcja ,,si¢ rozdzielita” (byta jedna — po lewe;j stronie, a sg dwie — po prawej stronie).

32) (pv(@Aar) < ((pVv q A (p vr)) —prawo rozdzielnosci alternatywy wzgledem koniunkcji

Jest to prawo analogiczne do poprzedniego, jednak nie ma swojego odpowiednika w algebrze. Musiatloby
bowiem by¢: at(b-c) = (at+b)-(at+c) , a tak nie jest! Rowniez i to prawo ma etymologicznie poprawng nazwe.
W tym bowiem przypadku ,rozdziela si¢” alternatywa (byta jedna, a sg dwie!).

33) (p>q) A (p—r1)) < (p > (qAT))— prawo mnozenia nastepnikow

20

Wyprowadzi¢ z p dwa zdania (q i r), znaczy wyprowadzi¢ z p ich koniunkcje.

Jako réwnowazno$¢ — prawo to miesci w sobie dwie implikacje:

a) (P> 9 A(—>r) > (p—(qAr)) -jesli z jednego zdania mozna wyprowadzi¢ dwa zdania, to znaczy,
ze mozna i wyprowadzi¢ z niego ich koniunkcje.

b) (p > (A1) > {p— g A(p 1)) - jesli z jednego zdania mozna wyprowadzi¢ koniunkcje dwoch
zdan, to znaczy, ze mozna i wyprowadzi¢ z niego kazde z nich z osobna.

Wystepujace tu wyrazenie ,,wyprowadzi¢ z jednego zdania drugie” oznacza ,,z jednego zdania ZAWSZE

mozna wyprowadzi¢ drugie”, co oznacza, ze mamy do czynienia z implikacja, a zatem mozna tez stosowaé

zamiennie inne okre§lenia synonimiczne, jak np. z jednego zdania wynika drugie zdanie, czy tez: pierwsze

zdanie pocigga za sobg (lub: implikuje) drugie.



34) (p—>1r)A(g—1) < ((pVvq) —>r)—prawo dodawania poprzednikow

Prawo to (bgdace roéwnowazno$cig), najlepiej jest rozwazyé jako dwie (,,idgce” w przeciwna strong)

implikacje:

a) (p—>1)A(@—>1)—>{pvVvq —r)—jesli r mozna wywiesé (tj. wyprowadzi¢) z dwoch (by¢ moze
réznych) zdan (p i q), to mozna wyprowadzi¢ je z dowolnego z tych zdan (czy tez innymi stowy — z ich
alternatywy).

b) (pvqg —>r1r)—> ({(p—>r1) A (qQ—> 1) — jesli z zajscia dowolnego z dwoch danych zdan mozna
wyprowadzi¢ trzecie, to owo trzecie zdanie mozna wyprowadzi¢ tez z kazdego z tych dwoch zdan z
osobna.

35) (p > (@—r1) > ((p > q) — (p > 1)) — sylogizm Fregego
W celu zanalizowania powyzszego prawa, postuzymy si¢ tzw. metoda odrywania.
Gdy mamy implikacje (a wigc zdanie czy formule postaci p — q), wowczas gdy chcemy zbadac jej
prawdziwos¢, to weale nie musimy si¢ martwic o jej warto$¢ gdy p=0, bo wtedy i tak (zgodnie z tabela
prawdziwosciowg dla implikacji), cata ta formuta (implikacja) i tak bedzie prawdziwa.

—q Potocznie moéwi si¢ zreszta, ze z falszu
i ) . mozna wyprowadzi¢ dowolny wniosek (bo
} Sytuacje opisane wyze implikacja o falszywym poprzedniku, bez
} To omawiamy ponizej wzgledu na warto$¢ nastgpnika /’wniosku”/
zawsze przyjmuje warto$¢ logiczng 1, tj.

jest prawdziwa).

ol Ll k=J k=) k=]

— | o=

—_— O = =T

Mozemy wigc zalozy¢, ze 6w poprzednik jest prawdziwy i bada¢ wowczas, jaka wartos¢ logiczng ma jej
nastgpnik:

1) Jesli 1, to i implikacja jest prawdziwa (bo tak orzeka tabela),

2) ajesli 0, to 1 implikacja jest fatszywa (bo tak orzeka tabela).

Jaka wigc jest warto$¢ nastepnika (przy zalozeniu prawdziwosci poprzednika), taka tez jest warto$¢ catlej
implikacji.

Jaka wigc jest warto$¢ nastepnika (przy zalozeniu prawdziwosci poprzednika), taka tez jest wartoS¢ catej
implikacji. (trzeba tu jeszcze rozrozni¢: w konkretnym wartosciowaniu i w ogole!)

Dobra sprawa! Na poczatku badalismy implikacj¢ p — q (bo nic o niej nie wiedzieliSmy). Aby si¢ w nigj
rozeznaé (tj okreslic, czy jest prawdziwa, czy tez falszywa), zatozylisSmy, ze p=1 (bo gdy p=0, to sprawa jest
jasna) i wowczas badaliSmy tylko q. Mniej mieliSmy juz do zbadania (tylko warto$¢ q), a przy tym od razu
wigcej wiedzieliSmy (warto$¢ p), co moglismy wykorzysta¢ do wykazania q. Tacy to sg cwani ci matematycy

©.

Wroémy do naszego sylogizmu Fregego: (p —> (q—1) > (p—> q) = (p 1))
Obecnie

« v Obecnie
przy zatozeniu musimy udowodni¢
(r—>(@—>1) (P> —=>(—>1) . e dowod
tym, co musimy udowod-
'y v { ni¢ - postagpmy tak samo
Przy ztozeniu  musimy udowodni¢
p—>q p—>r1
I jeszcze raz
. A/ s r k
Przy ztozentu  musimy udowodnié¢ raz tak samo
p r
TAK WIEC OBECNIE: az tyle wiedzgc  jedynie do tego mamy doj$¢ (= to udowodnic)

Jesli z zatozenia 3 wiemy, ze p, to od razu (w mysl reguly odrywania), z zalozen 1 i 2, wiemy, ze
(odpowiednio) (q — 1)) i q, a stad z kolei (rowniez z reguty odrywania), ze r, czyli to, co dowodziliSmy (= do
czego mielismy dojs¢).

To jest dowdd poprawnosci calej tej formuty. Dopiero w oparciu o ten dowod, widzimy sens owej formuty.
Ciekawe...
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36) ((p > q) A (@ —> 1)) = (p > 1)) — koniunkcyjny sylogizm hipotetyczny
To takie ,,prawo przechodnio$ci”: jesli z pierwszego zdania wynika drugie, a z drugiego trzecie, to mozemy
powiedzie¢, ze z pierwszego wynika trzecie. Zamiast stowa ,,wynika” mozemy tu tez wstawié: “pocigga”
(oczywiscie z odpowiednimi korektami sktadni zdania): Jesli pierwsze pocigga drugie, a drugie — trzecie — to
mozemy powiedzie¢, ze zaj$cie pierwszego pociaga zajscie trzeciego (gdzie liczebniki odnosza si¢ do zdan).

37) (p > q) > ((@—r) = (p — 1)) — bezkoniunkcyjny sylogizm hipotetyczny
Przypomnij sobie prawo eksportacji i impostacji. Poniewaz jestes$ laikiem — pomoge Ci w tym:
(pAr@ =1 (p—>(q—o1).
Aby w prawie tym nie wystepowaly te same zmienne, co w omawianym bezkoniunkcyjnym sylogizmie
hipotetycznym (aby nam si¢ nie mylity migdzy tymi dwoma prawami), zastapmy je odpowiadajacymi im
wielkimi literami: (P A Q) > R) & (P > (Q > R))
Teraz tatwo zauwazysz, ze bezkoniunkcyjny sylogizm hipotetyczny ma postaé prawej strony prawa
eksportacji 1 impostacji,
(p > q) — ((@ > 1) > (p — 1)) — bezkoniunkcyjny sylogizm hipotetyczny
—

( P —>( Q — R ))—prawa strona prawa eksportacji i impostacji

A poniewaz prawo to jest rownowaznoscig, wiec — 0O oparciu o nig —
sylogizm ten mozemy zapisa¢ w takiej postaci, jaka ma lewa strona prawa
eksportacji i importacji:

( P A Q )> R )-lewastrona prawa eksportacji i impostacji
— —
[(p = q)) A (@—1)] = (p — 1)) — zmodyfikowany bezkoniunkcyjny sylogizm hipotetyczny
do koniunkcyjnego sylogizmu hipotetycznego (sa sobie rownowazne!)

Powyzej powiedzielisSmy, co wyrazaja tautologie o otaczajacym nas $wiecie (nic!, sg tylko schematami
przeksztatcania jednych zdan prawdziwych w inne zdania prawdziwe; wszystkie one sg truizmami).

Ponizej podamy jeszcze, co wyrazaja kontrtautologie i zadnia, ktore nie s3 ani tautologiami, ani
kontrtautologiami.

1) Kontratutologie same w sobie s3 bezwartosciowe, gdyz sg zdaniami zawsze falszywymi. Jak to jednak
zostato powiedziane kilka stron wyzej, ich negacja daje nam zawsze zdania zawsze prawdziwe (tautologie), a
zatem do tego celu zawsze mogg si¢ nam przyshuzy¢ kontrtautologie.

2) Z kolei zdania, ktére nie sg ani tautologiami, ani kontrtautologiami wtasciwie dopiero one (i tylko one)
opisuja nam zastany §wiat. Dokonujg bowiem rozréznien (inaczej: dystynkcji) wérod wszystkich mozliwych
sytuacji, poprzez wskazania przy ktorych z nich owo zdanie jest prawdziwe, a przy ktorych (=pozostaly) jest
ono fatszywe.

JAK SIE TWORZY FORMULY

Metody przechodzenia z formut prawdziwych do formul prawdziwych (a wigc wyprowadzania z formut
prawdziwych formul prawdziwych /a tylko na takich nam zalezy!/) oddaja nam reguty (rachunku zdan).

Reguty rachunku zdan otrzymujemy z dowolnego prawa rachunku zdan, bedacego implikacja, zapisujac najpierw
jego poprzednik, potem go podkreslajac, a pod kreska piszac jego nastepnik. Tak na przyktad, z prawa modus
ponendo ponens ( ((p = q) A p) = q ), otrzymujemy tzw. regule odrywania:

P—->DAp
q

Jesli (tak, jak w powyzszym przyktadzie), poprzednik jest koniunkcja, wowczas kazdy z jego czynnikéw
zapisujemy w oddzielnej linii:

p—>q
p

q
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Zdania zapisane nad kreska nazywamy przestankami, a zdania spod kreski — wnioskiem. Przy takim
nazewnictwie, owg regute nazywamy schematem wnioskowania.

Mozemy ja odczytac: poniewaz zachodza przestanki P1 i P2, wigc i zachodzi wniosek W
lub: poniewaz zachodzi P1 i P2, zatem mamy wniosek W
lub: z przestanek P1 i P2, wynika wniosek W
lub: .... (sam sprobuj podac¢ kilka innych przyktadow).

Omawiany tu rachunek zdan bazuje na dwoch wartosciach logicznych: 1=prawda i O=falsz.
Istnieja rowniez rachunki oparte na wigkszej liczbie wartosci logicznych — tzw. logiki modalne. Poniewaz jednak

jeste$ laikiem — pdki co nie bede zaprzata¢ Ci nimi glowy. ©

Pozostaniemy wi¢c przy dziedzinie pracy Klasycznego Logika

Klasyczny logik — logik zajmujacy si¢ logika klasyczna, tg ktora tu omawiamy, tj. dopuszczajaca
tylko dwie wartosci logiczne: 1 = prawda 1 0 = falsz; termin utworzony analogicznie do np.: ?
filozof = cztowiek zajmujacy si¢ filozofig, algebraik = cztowiek zajmujacy si¢ algebra, ...

Zdaniem w logice nazywany kazda wypowiedz, a ktérej mozna orzec, ze jest prawdziwa lub ze jest fatszywa. Do
tego typu zdan zaliczajg si¢ wigc zdani twierdzace i zdania przeczgce. Nie sg za$ nimi pytania, czy polecenia.

O zdaniu powiemy, zZe jest prawdziwe, jesli jest ono zawsze prawdziwe. Na przyktad zdanie: Styczen ma 31 dni
jest prawdziwe (styczen zawsze ma bowiem 31 dni), a zdanie: Luty ma 28 dni nie jest juz prawdziwe, bo nie
zawsze luty ma 28 dni (zdarzaja si¢ bowiem takie lute [chyba jest to poprawna forma — W.L.], ze maja 29 dni).
Moéwimy tu o tzw. prawie generalizacji — gdy nie precyzujemy wypowiedzi, zawsze nalezy przyjac, ze
poprzedzamy ja stowem ,,zawsze”.

Stad tez (omawiana juz) prawdziwo$¢ zdania zlozonego jest orzekana pozytywnie tylko wtedy gdy zachodzi
zawsze — bez wzgledu na wartosci logiczne konstytuujacych je zdan sktadowych. O zdaniu takim méwimy, Ze jest
prawda logiczna (kazde zdanie o takim jak ono schemacie jest zawsze prawdziwe, bo schemat ten jest
tautologig).

Z kolei tautologicznoséci zdan dowodzimy na podstawie jednej z podanych juz wyzej lub za chwile podanych

metod:

1) tzw. pelna metoda 0-1-kowa - omowilisSmy ja juz w przykladzie kilka stron wyzej, za pomoca tabeli (mozna
tez kazda z mozliwosci kombinacji 0 1 1 rozpisywac poza tabelg, jak to zrobiliSmy tam, przed tabela zaledwie
z jednym takim zestawem);

2) poprze wyprowadzenie jednych tautologii z drugich (wczesniej juz udowodnionych), jak to rozbilismy z
przytoczonym wczesniej zestawem trzydziestu kilku tautologii (stosujemy tu réwniez tzw. prawo
podstawiania i regut¢ odrywania).

3) metodg zalozeniowa, jak to czynilisSmy z formuta nr 35,

4) niepelng metoda 0-1-kowa

Ponizej oméwimy ostatnig z tych metod. Wlasciwie jest to: dowdd nie wprost niepelng metodg 0-1-kows.

[ ,hie wprost” pisze si¢ oddzielnie, jako 2 (a nie 3!) stowa ] |

Mamy udowodni¢, ze pewna formuta jest tautologia, czyli ze zawsze przyjmuje wartos¢ logiczng 1. I wlasnie w
dowodzie nie wprost przyjmujemy, ze tak nie jest, tzn., ze w pewnym przypadku przyjmie ona wartos$¢ logiczna 0.
Jesli na bazie tego dojdziemy do sprzecznos$ci — bedzie to znaczy¢, ze tak nie moze by¢, a wige, ze formuta ta
nigdy nie przyjmuje wartosci logicznej 0, czyli ze zawsze przyjmuje warto$¢ logiczng 1, czyli ze jednak jest
tautologig. Jesli z kolei nie uda nam si¢ znalez¢ takie wartosciowanie, przy ktorym formuta ta przyjmuj¢ warto$é
logiczna 0, to bedzie to oznaczacé, ze nie jest ono tautologig. Schematycznie:

Chcemy sprawdzi¢ tautologiczno$¢ pewnej FRZ

Zaktadamy, ze przy pewnym warto$ciowaniu osiagga warto$¢ logiczna. Sg dwie mozliwosci:
1) udaje nam si¢ znalez¢ takie wartosciowanie — wowczas ta FRZ nie jest tautologia,
2) dochodzimy do sprzeczno$ci — formuta ta jest tautologia.
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Zobaczmy to na konkretnych przyktadach:

Przyktad 1)

Wezmy formule nr 24 (modus tollendo ponens), o ktorej wiemy, ze jest tautologia. Ponizej udowodnimy, ze

rzeczywiscie.
(pvaAr~p)—q

N /) 0 - zakladamy, ze ta formuta przyjmuje takg warto$¢ logiczna

Poniewaz mamy tu do czynienia z implikacjg — aby to mogto zaj$¢, musi by¢, ze

Jej poprzednik jest prawdziwy, a mimo to jej nastgpnik jest fatszywy .

Co oznacza, ze q=0,

_ Jy Uy

a nadto, jako ze koniunkcja jest =1, wiec i kazdy z jej czynnikow musi by¢ -= 1
To daje nam, ze skoro ~p = 1, wigc p=0

Te dwie war-
tosci podstawiamy tu i sprawdzamy, co nam wyjdzie
ovo
0 SPRZECZNOS(!

Nie moze wigc by¢ tak, ze bazowa formula przyjmuje wartos$¢ logiczna 0, a wigc zawsze przyjmuje wartos¢
logiczng 1, a wigc jest tautologig.

Przyktad 2)
Wezmy z kolei formule jak ponizej. Ponizej udowodnimy, Ze nie jest ona tautologia

(pvaA~p)—>p
N )0

__ J, U,
lul

- zakladamy, ze ta formuta przyjmuje takg warto$¢ logiczna

Poniewaz mamy tu do czynienia z implikacjg — aby to mogto zaj$¢, musi by¢, ze
Jej poprzednik jest prawdziwy, a mimo to jej nastgpnik jest fatszywy .

Co oznacza, ze p=0,

a nadto, jako ze koniunkcja jest =1, wiec i kazdy z jej czynnikow musi by¢ -= 1
To daje nam, ze skoro ~p = 1, a wigec znowu ze p=0

Zastandwmy sig, czy jest
mozliwe, aby przy ustalony p=0 to wyrazenie przyjmowato zadang warto$¢ logicznag 1.

a) gdy g=0, to mamy: 0 v 0, czyli 0,

b) a gdy g=1, to mamy: 0 v 1, czyli 1,

W tym drugim przypadku (przy p=0, q=1) zachodzi wtasnie, ze wyjsciowa formuta jest wtedy fatlszywa. Nie jest
to wigc tautologia.

Taki przyktad obalajacy jakie§ twierdzenie (czy tez przypuszczenie, ze co$ jest twierdzeniem) nazywany
kontrprzykladem.

ZAPAMIETAJ: Dowodzac nie wprost, sprzeczno$¢ oznacza prawdziwos¢ dowodzonej tezy, a znalezienie
kontrprzyktadu — jej prawdziwos$¢ .

Inng metodg jest metoda drzew.

Aby moc ja stosowaé, najpierw wprowadzamy 9 regut:

formuta | koniunkcja alternatywa implikacja rownowaznos¢ negacja
bez | D PAY 3) pvyq 5 p—4q 7 peq

negacji -
: /\ /\ pq
q r q ~» g q—>p

2z |2~rqg) |H~(pvy |0~(p—q9 [ ~(pq) N~(p

negacja /\ ~p , ,

P ~q ~q ~(p—=>q)~(@—>p)

Kreska oznacza tu: ,,mozesz zastapi¢ przez / na”
To co jest pod nig:
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a) jesli zapisane jest ,,jedno pod drugim” — oznacza to, ze zachodzg obydwa (tak jedno, jak i drugie),
b)  jesli zapisane s3 ,,w rozwidleniu” — oznacza to, ze zachodzi co najmniej jedno z dwojga (a wigc — innymi
stowy — jedno lub drugie).

1) Tak wigc regutg 1) oznacza, ze koniunkcja oznacza zajécie kazdego z jej czynnikow.

2) Reguta 2) odnosi si¢ do negacji koniunkcji, a ta (z prawa de Morgana) jest alternatywa negacji, a zatem i w ten
Sposob jest tu rozpisana.

3) Regula 3) nie wymaga komentarza (bo wyraza ona fakt, ze alternatywa, to alternatywa, i tyle!)

4) Negacja alternatywy, to koniunkcja negacji — stad tez w ten wlasnie sposéb to tu zaznaczyliSmy

5) Z tabeli prawdziwo$ciowej: implikacja p —> ¢ oznacza, Ze nie moze by¢ tak, ze zajdzie jej poprzednik, a nie
zajdzie nastgpnik: ~(pA~¢q), a stad dalej (z prawa de Morgana) otrzymujemy: ~ pV ~~ ¢ czyli
~ PV ¢, co wlasnie zaznaczylismy w regule 5).

6) Jesli implikacija p —>¢q to ~(pA~¢q) (co wyjasnilismy powyzej), to jej negacja: ~(p —>¢q) to
~~(pA~q) czyli (pA ~ q), co whasnie oddalismy w tej regule

7) Rownowazno$é to po prostu zachodzenie implikacji w obydwie strony

8) W takim razie (zgodnie z prawem de Morgana) negacja rownowaznosci, to alternatywa ich negacji.
9) W koncu podwdjna negacja si¢ znosi.

W ten sposob omowiliSmy juz wszystkie powyzsze 9 regut.

Bazujac zaledwie na tych 9 regutach, mozemy dowozi¢ (czy tez sprawdzaé tautologiczno$¢) dowolnych formut

rachunku zdan.

Zobaczmy jak to si¢ robi.

Wezmy wigc ,,dowolna formulg jezyka rachunku zdan”.

Zapiszmy ja poprzedzajac jej zapis znakiem negacji umieszczonym w kotku. Oznacza on 2 rzeczy:

1)  ze jest on dodany w ramach dowodu nie wprost

2) ze obejmuje swym zasiggiem calg lezaca za nim formutle (a wigc — dzigki temu — nie trzeba jej dodatkowo
catej bra¢ w nawias).

Potem caly ten zapis oddzielamy od tego, co dalej bedziemy pod nim zaznaczaé, linig prostg

I dalej pod nig stosujemy juz te 9 regul, przy czym:

1) robimy to tak dtugo, az nie otrzymamy pojedynczych zmiennych lub ich negacji (reguty te pozwalajg nam na
to, bo stosuja si¢ do wszelkich spojnikow logicznych),

2) do formuly przetworzonej juz nie wracamy (dlatego warto ja ,,odfajkowac”, by spelni¢ zado$¢ temu
warunkowi),

3) mozemy rozpisywac¢ dowolng z jeszcze nie rozpisanych do konca formul, pamigtamy jednak, ze:

a. najlepiej jesli najpierw bedziemy rozpisywaé formuly, ktoére sprowadzaja si¢ do koniunkcji (a wige
rozpisujg si¢ ,jedna pod drugg”), a dopiero potem sprowadzajace si¢ do alternatywy (a wiec
Jozwidlajace si¢”),

b. rozpisujgc po rozwidleniu formute sprzed rozwidlenia — umieszczamy wynik dzialania na kazdej z gatezi,
ktére z nich wychodzg (whasnie ze wzgledu na t¢ zasadg, wprowadziliSmy powyzsza sugesti¢ a), aby nie
powtarzac¢ czego$ ,,po gateziach”, co mogloby po prostu tylko raz wystapié ,,w pniu’)

Gdy juz rozpiszemy kompletnie wszystkie formuly, woéwczas w poszczegolnych — powstatych w wyniku

powyzszej procedury — Sciezkach drzewa, wystgpuje jakas zmienna i jej negacja. Jesli tak — to t¢ zmienng (samg

czy poprzedzona negacja) u dotu takiej Sciesni podkreslamy wezykiem i méwimy, ze ta gataz ,,wyschta”.

Zauwazmy, ze calg procedure prowadzili$my tu nie wprost. SprzedaliSmy, czy podobna, aby cata formuta byta

kiedys sprzeczna (poprzez jej zanegowanie na poczatku). I teraz:

1) przy takim zalozeniu wszystkie gatezie ,,wyschng” — to musimy da¢ tu odpowiedz negatywna (bo zawsze
doprowadza nas to do sprzecznosci),

2) w przeciwnym razie (tj gdy co najmniej jedna gataz ,,nie wyschnie” — to oznaczac to bedzie, ze) istnieje takie
warto$ciowanie zmiennych zdaniowych rozpatrywanej formuty zdaniowej, ze przy nim formula ta przyjmuje
warto$¢ logiczng 0 (czy tez — innymi stowy — jak to zatozyliSmy na poczatku po prostu jest fatszywa).

Przesledzmy te procedure na dwoch konkretnych przyktadach.
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Przyklad 1.
@(p>9r(g—>r)]—>(p—>r)

(p>nr(g—>r
~(P—W)>
p—w}
qg—or >
/\
~p q
Uwagi:

1) wszystkie gatgzie ,,wyschly” wigc wyjéciowo formuta jest tautologia.
2) Wyrazenia p —> ¢ nie rozpisywaliSmy na gal¢zi 7, bo galaz ta juz wyschla!

Przyklad 2.
p—>gnrqgl>~p

(p—>9)rg
~ >
p—w} >

Uwagi:

1) wszystkie wyrazenia porozpisywaliSmy ,

2) Co prawda jedna galaz uschta, ale druga — nie!
3) Zatem rozwazana formula nie jest tautologia.

Wyrazanie jednych spdjnikéw za pomoca innych, optymalizacja i ujednoznacznianie zapisu

Jak juz zapewne zauwazyle$, zdanie wyrazone przy pomocy jednych spdjnikdéw mozna wyrazi¢ za pomoca

innych. Tak na przyktad:

1) dzigki prawu de Morgana dla alternatywy [~(p v q) <> (~p A ~q)] — negujac jego obie strony, mozemy

alternatywe zapisac¢ za pomocg koniunkcji i negacji (p v q) <> ~(~p A ~q)]

2) z kolei dzigki prawu zaprzeczania implikacji [~(p — q) <> (p A ~q)] — mozna zapisa¢ implikacje tez za pomoca

koniunkcji i negacji: (p = q) <> ~(p A ~q)

3) Jesli z kolei wezmiesz rownowazno$é, to zauwazysz, Ze€ W oparciu 0 prawo zaprzeczania rownowaznosci:
~peq e ((pAr~q V(A ~p)), po zanegowaniu obydwu jego stron (i korzystajac przy tym z prawa de
Morgana) — mozna ja wyrazi¢ za pomocg spojnikow koniunkgcji i negacji: (p <> q) <> ~(p A ~qQ) A~(qQ A ~p).

Tak wigc kazde wyrazenie jezyka rachunku zdan da si¢ tak przeksztalci¢, aby wyrazi¢ je jedynie przy pomocy

spojnika koniunkcji i negacji.

Analogicznych sprowadzen mozna dokonywa¢ z innymi zestawami spojnikéw logicznych.

Zapytasz jednak zapewne: ,,po co nam ta zabawa?”. Ot6z dla 2 celow.

1) Zdanie ztozone, ktore moze brzmie¢ niejednoznacznie, dzigki odpowiedniemu przebudowaniu struktury

stanie si¢ ono jednoznaczne,

2) Mozemy wykaza¢, ze dwa zdania o innej strukturze znaczg doktadnie to samo (to znaczy np. kto§ wypowiada

jakas mysl w postaci zdania X, ty go nie rozumiesz i w zwigzku z tym przeksztalcasz je do rownowaznego
mu zdania Y, ktore jest juz dla ciebie zrozumiale).

3) (dla zainteresowanych — mozna tez zastosowaé tzw. KPN, czyli koniunkcyjng postaé normalng)
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Jesli Jan jest rozsqdny — to oczywiscie przystqpi do matury; a — i oczywiscie nie ozeni si¢ z Kaskq!

Nie wiemy jak je interpretowaé. Czy jako (p — q) A, czy tez jako: p — (q A T).

Aby to wiedzie¢ mozna:

1) odpowiednio (pod wzgledem intonacyjnym dla danej sytuacji) przeczytaé to zdanie,

2) przy pomocy odpowiednich stow akcentujemy dane znaczenie — np. drugie mowigc:
Jesli Jan jest rozsqdny — to zarowno przystgpi do matury jak i — co do ozenku — zostawi Kaske na lodzie!

3) zmieniajagc jego strukture — na przyktad w I znaczeniu [(p — q) A r], korzystajac z prawa przemiennosci
koniunkcji (p A q <> q A p) — otrzymamy [r A (p — q)], czyli powiemy:
Jan na pewno nie ozeni si¢ z Kaskq, a jesli Jan jest rozsqdny — to oczywiscie przystgpi do matury.

Mozna tak si¢ ,,bawi¢” rowniez z innymi spojnikami”.

Zauwaz jednak, ze wynikowo otrzymalismy 2 spdjniki.

Zaciekawi ci¢ wigc zapewne, czy istnieje taki spojnik, ze za jego pomoca mozna oddawaé wszystkie pozostate.
Odpowiem Ci, ze tak, i to nawet sg 2 takie spojniki.

Jeden nazywa si¢ kreska Sheffera, a drugi strzatka Pierce’a.

1) kreska Sheffera: p|g <> ~p v ~q

Inne funktory logiczne za jej pomocg definiowane sg w sposob nastepujacy:

-p = plp,

pAg=-(pAq)=-(plg) = (plg)|pla),
pVg=-=(pVaq)=-((-p) A (—-q)) = -((plp) A (glg)) = (p|p)|(dq),
»— q=p|(qlg) = pl(plg).

Jej znaczenie przedstawia ponizsza tablica prawdy:

A B A*Blneg]

0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

W algebrze Boole’a i uktadach przetacznikowych opisuje si¢ je jako NAND

2) Strzatka Pierce’a — to zdanie ani p ani q, czyli pTq <> ~p A ~q
W algebrze Boole’a i uktadach przetacznikowych opisuje si¢ je jako NOR

Semantyka, a syntaktyka
Syntaktyka — to inaczej struktura, budowa (w rachunku zdan — formut rachunku zdan)
Semantyka — to z kolei znaczenie.

Zasady przeksztalcania formul z wykorzystaniem innych formul, podstawowe prawa i metody (odrywania,
podstawiania — w oparciu o odpowiednie reguty)

Istnieje aksjomatyczna metoda przeksztatcanie jednych formut rachunku zdan w drugie

W tym celu czg$¢ z nich obiera si¢ jako ,,aksjomaty”, a reszt¢ wyprowadza si¢ z nich za pomoca 2 narzedzi:
odrywania i podstawiania.

1) jesli wiemy, ze prawdziwe sg formuty p — q i p, to i prawdziwa jest formuila q.

2) w formule mozna (konsekwentnie) zastapi¢ dowolng zmienng dowolnym (poprawnie pod wzglgdem
syntaktycznym) zbudowanym wyrazeniem jezyka rachunku zdan (nie musi by¢ tautologia), a uzyskamy tym
samym tautologig.

2 podejscia (tautologiczne i formalne)

Jest to tzw. aksjomatyczna metoda dowodowa. Z niej otrzymujemy prawa. Pokazuje si¢ (jest to tzw twierdzenie o
zupetnosci rachunku zdan), ze wszystkie tautologie, to doktadnie wszystkie prawa!.
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Czemu jest r6wnowazna implikacja?

Jak juz si¢ przekonate$, implikacja jest naczelnym spdjnikiem w logice. Oznacza ona bowiem wynikanie (z
przestanek wniosku), a logika, to nauka o dowodzeniu (a wigc wykazywaniu, ze z danych przestanek rzeczywiscie
wynika wskazany wniosek).

Przypatrzmy si¢ wigc blizej implikacji.
I aspekt

Wiesz, ze mozna jg czyta¢ na rézne sposoby:
1) Jesli...., to....

2) Oiletylko ....., wowczas ......
3) Skoro (jako ze)...., zatem....
4) Poniewaz ...., wigc .....

Widzisz zapewne, ze kazde z nich mowi troche co innego (nie od parady jezyk polski jest bogaty).
Najtatwiej zauwazysz, ze pierwsze dwie z powyzszych wyrazaja potencje (zajdzie wniosek, gdy tylko zajdzie
jego przestanka). Z kolei dwie ostatnie wyrazajg aktualnos$¢ — zaszla przestanka, wigc i zachodzi wniosek.

II aspekt
Wazne, aby$ pamigctal, ze implikacja, to nie rownowazno$¢. Nie jest wiec prawem logiki nastepujaca formuta:

(p > q) <> (~ p >~ q) . Zachodzi za to (znane Ci juz) prawo transpozycji: (p —> q) <> (~q >~ p).

1T aspekt
Whprost z tabeli prawdziwos- wigc stosujac prawo podwojnej
ciowej otrzymujemy, ze: negacji (~~ g <> ¢ ) —otrzymujemy:

e
(p—>q) O~ (pA~q) >~ pV~q~pVq

a jako ze dalej
(z prawa de Morgana):

Drugie z tych wyrazen wyklucza sytuacj¢, gdy implikacja nie zachodzi (= przyjmuje warto$¢ logiczng 0), a
ostatnie z nich — wskazuje 3 sytuacje, gdy implikacja zachodzi (= przyjmuje wartos¢ logiczna 1).

IV aspekt

Wynika on z zanegowania pierwszej z powyzszych rownowaznosci, czyli (finalnie) z:
~(p=>q) > (pr~q).

Chodzi o to, ze jesli chcemy udowodni¢ zachodzenie implikacji (a wigkszo§¢ tworzen jest wlasnie w postaci
implikacji), to wystarczy ja zanegowac i doj$¢ do sprzecznos$ci — jej lub rownowaznej jej (podanej tu po prawej
stronie rownowaznosci) formuty (o dowodach tego typu piszemy ponizej).

Zobaczmy, jak wyglada tabeli implikacji

—=o|Io|T
— S =[O
»—AO»—A»—A\L

Zauwaz mianowicie, ze jest ona falszywa tylko w jednym przypadku — gdy poprzednik jest prawdziwy, a

nastepnik falszywy. Niesie to ze sobg kilka implikacji:

1) gdy poprzednik implikacji jest falszywy, to cata implikacja jest prawdziwa (niezaleznie od wartosci
nastgpnika!). Matematycy mowia, ze implikacja orzeka, co bedzie jak zajdzie warunek — ze musi i wtedy
zaj$¢ wniosek (a wigc ze jedynie nie moze by¢ tak, ze zajdzie warunek, a wniosek nie). Oznacza to, ze gdy
warunek nie zajdzie — to wniosek moze zaréwno zaj$¢, jak i nie (a implikacja i tak bedzie wtedy prawdziwa).
W takiej sytuacji badanie, czy zachodzi implikacja przeprowadza si¢ jedynie sprawdzajac, co si¢ dzieje gdy
zachodzi poprzednik — gdy bedzie i wtedy zachodzi¢ nastgpnik, to implikacja jest prawdziwa, a w
przeciwnym razie (tj. gdy nastgpnik nie zajdzie wtedy) — to implikacja jest fatlszywa). Krocej mozemy to ujac
nastgpujaca: aby zbadaé prawdziwos¢ implikacji, sprawdzamy jaka jest warto$¢ nastgpnika przy
prawdziwym poprzedniku, 1 takg tez warto$¢ przyjmuje ta implikacja, jak 6w nastepnik.

28



2) Istniejg tu dwie metody badania prawdziwosci implikacji. Zaklada si¢ mianowicie, ze jej poprzednik jest
prawdziwy (bo gdy jest falszywy — to nie ma co bada¢, bo wtedy i tak /bez wzgledu na warto$¢ nastgpnika/
cata implikacja jest prawdziwa). Wtedy mozemy prowadzi¢ dowod metoda wprost lub nie wprost:

a) dowdd metoda wprost — przy zatozeniu zachodzenia poprzednika implikacji, dowodzimy ze musi wtedy
zaj$¢ jej nastepnik (co — innymi stowy — daje nam, ze nie moze wtedy nie zaj$¢ jej nastepnik). Jesli nam
si¢ uda — $wiadczy to o prawdziwosci tejze implikacji.

b) dowdd metoda nie wprost — przy zatozeniu zachodzenia poprzednika implikacji, zaktadamy jej
nastepnik nie zachodzi i:

— albo dochodzimy do sprzecznosci, co $wiadczy, ze nie jest taka sytuacja mozliwa, tzn., ze przy
prawdziwym poprzedniku i nastepnik musi by¢ prawdziwy, czyli, ze implikacja ta jest prawdziwa,

— albo znajdujemy taki przyklad, ktory swiadczy ze jest to mozliwe (taki przyktad nazywa sig¢
kontrprzyktadem) i tym samym obalamy twierdzeniem, ze dowodzona implikacja jest prawdziwa.

Dodatkowe informacije z zakresu logiki

1) Méwimy, ze dane zdanie jest prawda logiczna, jesli kazde Zanie o takiej jak ono strukturze (syntaktycznej) jest
zawsze prawdziwe — jedynie ze wzgledu na swa strukture (a wigc gdy jego schemat jest tautologia).

2) Méwimy, ze zdanie Z2 wynika logicznie ze zdania Z1, gdy zdanie postaci Z1 — Z2 jest prawda logiczna.

3) Mowimy z kolei ze zdania Z1 1 Z2 sa rownowazne logicznie, gdy zdania zaréwno Z1 — Z2 jak i Z2 — Z1 sg
prawdami logicznymi. (czyli innymi stowy /w oparciu o prawo nr 19: (p <> q) <> ((p = q) A (@ — p)) — prawo
zastepowania rownowaznosci), ze Z1 < Z2.

Wynikanie dedukcyjne.

Bazujac na powyzszym p. 2), wprowadzimy pojecie wnioskowania dedukcyjnego. Moéwimy mianowicie, ze Z
przestanki P mozna wyprowadzi¢ w sposdb dedukcyjny wniosek W, jesli zdanie postaci P — W jest prawda
logiczna.

Zeby zbadaé dedukcyjno$é wnioskowania badamy wiec tautologiczno$é odpowiadajacego mu schematu
zdaniowego. Czynimy to metoda nie wprost. Patrzymy czy mozliwym jest, aby cata formuta (P — W) byta kiedys
falszywa. Moze to zachodzi¢ tylko w jednej sytuacji — gdy P =1, a W = 0. Jesli znajdziemy takie warto§ciowanie
zmiennych zdaniowych, z ktorych zbudowane sg zdania P i W o powyzszych wartosciach logicznych — wowczas
zadamy ktam tezie, ze wnioskowanie to jest dedukcyjne, Jesli jednak dojdziemy do sprzecznos$ci — to wowczas
udowodnimy, ze z prawdziwej przestanki nie moze wynika¢ fatszywy wniosek, wiec — innymi stowy, ze i wniosek
musi by¢ wtedy prawdziwy (co dowodzi nam dedukcyjnosci badanego wnioskowania).

Zwykle zamiast P — W piszemy

P

W

co czytamy: z przestanki P wynika wniosek W (kreska — to wtasnie ,,wynika”),
a przy badaniu dedukcyjnosci tegoz wnioskowania zapisujemy
P=1

W=0
I rozpisujemy te wyrazenia

Zobaczmy to na konkretnym przyktadzie.

Przyktad 1.
Zbadaj dedukcyjnos¢ wnioskowania:

Jesli Jan zakochal si¢ w Marii, to jest w niej zabujany, ale na pewno nie jest w niej zabujany. Zatem Jan nie
zakochal si¢ w Marii.

Mamy tu przestanke P =, ,Jesli Jan zakochat si¢ w Marii, to jest w niej zabujany, ale na pewno nie jest w niej
zabujany.” Oraz wniosek W = ,,Jan nie zakochat si¢ w Marii.” (stowo ,,zatem rezerwujemy dla strzatki w I
sposobie zapisu lub kreski przy drugim sposobie zapisu).

Wyszczegolnijmy wystepujace tu zdani proste:

1) najpierw z przestanki:

p — Jan zakochat si¢ w Marii.

q — Jan jest zabujany w Marii (zauwaz przy tym, ze ,,jest w niej zabujamy” prezekszta cliliSmy do
przedstawionego tu PELNEGO zdania prostego — uzupetnionego o podmiot domyslny ,,Jan” i wskazany prze
stowka ,jej” — ,,Marii”).
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Zdanie ,,na pewno nie jest w niej zabujany” juz nie definiujemy, bo juz je mamy — jest ono po prostu negacja

zdania q

2) nastepnie z wniosku — w tym przypadku rowniez nie musimy definiowac zdania Jan nie zakochat si¢ w Marii

(jako nowego zdania prostego), gdyz jest ono po prosty negacja zdania p.

Tak wiec Bedziemy wychodzi¢ od formuty i warto$ciowac jg nastgpujaco”
P P=1
\ W=0

Czynimy wigc to: Wychodzimy od formuty: Wychodzimy od formuty:
(=) A~q (= A~q =1

Whioskujemy:

1) skoro~p=0, wiecp=1.
2) Skoro (p—q) A ~q =1, wigc:
- tak (p—>q) = 1,
-jaki~q=1 (astad q=0).
3) Majac ,,obliczone” (a whasciwie: wydedukowane) p=11iq=0, podstawiamy te wartosci do implikacji
tak p—q (ktora ma by¢ = 1), i otrzymujemy 1—0 = 0, co jest SPRZECZNE z faktem, ze mam by¢ = 1!
4) DoszliSmy do sprzecznos$ci (w metodzie nie wprost), wiec udowodniliSmy tym samym, ze wnioskowanie
JEST dedukcyjne.

Czesto w poprzedniku implikacji mamy tu nie jedna, lecz wiele przestanek.
Whioskowanie, ktore badamy jest wigc postaci: Pl AP2 A..APn—> W,

Tak wiec badajac wnioskowanie: bedziemy zaktada¢ (nie wprost)
PIAP2A..APD—>W | [PIAP2A..APn > W]=0,
CzyliPLAP2A..APN=11W=0,
CzyliP1=1,P2=1,...,Pn=11iW=0
Czyli Whnioskowanie bedziemy wartoSciowac (w ramch ,,dowodu nie wprost™)
P1 PI=1
P2 P2=1
Pn Pn=1
W wW=0

Pozostaje nam jeszcze jedna kwestia — badanie niesprzecznosci zbioru zdan:

Czy dany zbidr zdan jest niesprzeczny, tj. czy rownoczesnie mogg ze sobg wspotistnied.

- czyli czy moze by¢ Z1 A Z2 A ... AZn = 1. Oznacza to zbadanie, czy rownoczesnie moze byc:
Z1=1i1722=1i...iZn=1.

Tym razem jest to metoda ,,wprost”. Jesli w tej sytuacji uda nam si¢ znalez¢ takie warto§ciowanie zmiennych
zdaniowych konstytuujacych te zdania, to bedzie znaczyto, Zze zdania te sg niesprzeczne. Z kolei gdy z tej sytuacji
doprowadzimy do sprzeczno$ci — bedzie to znaczylo, ze zdania te tworza sprzeczny zbior.

Co nadto, jesli tylko zdani te bedg tworzy¢ sprzeczny zbior, to ich koniunkcja bedzie miata warto$¢ logiczng 1, a
co za tym idzie z ich koniunkgcji (jako zdania falszywego) bedzie mozna wyprowadzi¢ dowolne zdanie (tak
prawdziwym jak i falszywe, bo tak wtasnie jest, gdy poprzednik jest falszywy, a ta koniunkcja bedzie wtasnie
owym poprzednikiem — koniunkcjg przestanek).

B. RACHUNEK PREDYKATOW

Rachunek zdan nie wystarcza do opisu tak tozonej materii, jakg jest jezyk. Doktadnie, chodzi mi tu o
zdania zawierajgce sformulowania typu: wszystkie, zadne, niektore, do konstrukcji ktorych potrzebny jest juz
rachunek predykatow, zwany rowniez rachunkiem kwantyfikatorow.

Oczywiscie, musimy zacza¢ od zaznajomieni si¢ z tymi pojeciami, abySmy wiedzieli, o czym mowimy.

Cho¢ kwantyfikator i predykat, to dwa zupetnie rozne twory, to jednak, jako ze (oprocz narzedzi i tworow
jakie dostarcza nam rachunek zdan) do konstrukcji wyrazen w tym rachunku uzywa si¢ wilasnie
charakterystycznych dla niego predykatéow i kwantyfikatorow (oraz obiektow z nimi zwigzanych, jakimi sa
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zmienne indywiduowe /ktore w skrocie bedziemy nazywaé zmiennymi/ i nazwy indywidualne /zastepuja
konkretne obiekty/) — to whasnie ich nazwy staly si¢ cze¢$ciami sktadowymi dwoch réwnowaznych sobie nazw
tego rachunku (predykatéw vel kwantyfikatoréw).

1.

Zacznijmy od kwantyfikatoréw. Juz zapewne zetknates si¢ z nimi w szkole.
Symbolu ,,A” uzywamy dla oddania kwantyfikatora zwanego (wymiennie): duzym, generalnym i og6lnym.
Wymaga si¢, aby znalazta si¢ pod nim jeszcze zmienna do ktorej on si¢ odnosi (tj. — innymi stowy — o ktorej
opiewa). Wtedy przybiera on postaé A i czytamy go ,,dla kazdego x”, ewentualnie z dopowiedzeniem ,,jest
X

tak, ze” (oczywiscie, zamiast x-a, moze sta¢ tam dowolna inna zmienna). Teraz za nim musi jeszcze sta¢
wyrazenie mowigce, co jest z tym x-em, co si¢ z nim dzieje. Do budowy tego typu wyrazen uzywa si¢ tzw.
predykatéw. Najprostsze sg jednoargumentowe, postaci P(x), ktére czytamy ,,x jest P, gdzie w miejsce P
nalezy wstawi¢ wyraz (przymiotnik lub rzeczownik), ktory jest przez nie reprezentowany (P jest nazwg tego
predykatu, a x — jego argumentem). Poniewaz najlepiej jest dobiera¢ oznaczenia mnemotechniczne, zatem w
tym przypadku znaczy to np. ,,x jest pijany” albo ,x jest pijakiem”.

Oznaczenie mnemotechniczne — zgodne z nazwa, oparte o nia, kojarzace si¢ z nia, 2
nawigzujace do niej, np. zbioér ludzi oznaczamy przez L (od: ludzie) lub C (od: cztowiek, ’
co bedzie wygodniejsze przy czytaniu predykatu), a nie przez np. przez K

Przyjmijmy, ze P(x) oznacza ,,x jest poczciwy”.
Wtedy w sumie bedziemy mie¢: A P(x), a przeczytamy to: ,,dla kazdego x, x jest poczciwy”, lub (bardziej po
X

polsku) ,,wszystkie x-y sa poczciwe”. To jednak jeszcze nie koniec. Nie wiemy bowiem, co to za x-y, a to

dlatego, ze nie okreslilisSmy dziedziny, a - powiedzmy - chcemy, aby nasza formuta odnosita si¢ do Iudzi.

Najwyzsza wigc pora to naprawi¢. Mozemy to zrobi¢ na kilka sposobow:

1) wczesniej z gory zaznaczyC, na jakim zbiorze operujemy (w naszym przypadku: na zbiorze ludzi), i
wtedy formule te przeczytamy: ,,dla kazdego obiektu ze zbioru ludzi jest tak, Ze jest on poczciwy”, czyli
po prostu (po polsku!): ,,Kazdy cztowiek jest poczciwy”;

2) przyja¢ oznaczenie: L — zbior ludzi, i wtedy formule t¢ zapisaé w postaci A P(x), i wtedy formute te¢

xeL
przeczytamy: ,.kazdemu x-owi ze zbioru ludzi, przystuguje wlasno$¢ bycia poczciwym”, czyli innymi
stowy: ,.kazdy cztowiek jest poczciwy”;

3) przyja¢ oznaczenie L nie za zbiér ludzi, lecz za predykat, i wtedy zapisalibysSmy to tak A P(x), co

L(x)
przeczytalibySmy w nastgpujacy sposob: ,.dla kazdego x-a, co jest czlowiekiem, jest tak, ze jest on
poczciwy”, czyli znowu po prostu: ,,kazdy cztowiek jest poczciwy”.

co = ktory, ktéra; w jezyku polskim archaizm, ale uzycie jak najbardziej poprawne (poréwnaj z
cytatem z Inwokacji z ,,Pana Tadeusza™: ,,Panno Swicta, co Jasnej bronisz Czgstochowy (...)”),
stosowany tu ze wzgledu na wigkszg przydatnos$¢ od okreslen synonimicznych

Symbolu ,,V” uzywamy dla oddania kwantyfikatora zwanego (wymiennie): matym, egzystencjalnym i
szczegblnym. Analogicznie, jak powyzej, zapis V czytamy ,,istnieje (takie) x (, ze)”. Teraz, przy zalozeniu
X
jak powyzej, ze P(x) oznacza ,x jest poczciwy”, wyrazenie V P(x), przeczytamy: ,.istnieje takie x (dla
X

pewnego x, pewien x) jest poczciwy”. To znowu jednak jeszcze nie koniec. Nie wiemy bowiem, co to za x-y,

a wiemy, ze chcemy, aby nasza formuta odnosita si¢ do ludzi. Wtedy znowu:

1) jesli wezesniej z gory zaznaczymy, na jakim zbiorze operujemy (w naszym przypadku: na zbiorze ludzi),
to formule t¢ przeczytamy: ,,dla pewnego obiektu ze zbioru ludzi jest tak, ze jest on poczciwy”, czyli po
prostu (po polsku!): ,,Pewien cztowiek jest poczciwy”;

2) przyjmujac oznaczenie: L — zbior ludzi, formule t¢ zapisujemy w postaci V P(x), i czytamy ja:

xeL
spewnemu x-owi ze zbioru ludzi, przystuguje wihasno$¢ bycia poczciwym”, czyli innymi stowy:
.pewien cztowiek jest poczciwy”;
3) przyjmujemy oznaczenie L nie za zbidr ludzi, lecz za predykat, i wtedy zapisujemy to tak V P(x), co
L(x)
czytamy: ,,pewien x-a, co jest cztowiekiem, jest poczciwy”, czyli znowu po prostu: ,,pewien cztowiek jest
poczciwy” lub: ,,niektory ludzie sg poczciwi”.
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UWAGA
To, ze co$ istnieje, 0znacza, ze istnieje ,,to co$” co najmniej jedno (tj. jedno lub wigcej).
Tak mieliSmy wilasnie powyzej: ,.istnieje cztowiek, ktory jest poczciwy”, tj. ,,pewien cztowiek jest uczciwy”.
Stwierdzenie, zZe istnieje co$ jedno, gwarantuje, ze takie co$ istnieje, ale nie orzeka w jakiej liczbie, tj. by¢ moze —
co znamienne, w zyciu zwykle tak bywa — w wigkszej liczbie. Zapewne z tego powodu, jak rowniez ze wzgledu n
specyfike jezyka naturalnego, w takiej sytuacji mowimy zwykle ,,niektorzy [liczba mnoga!] ludzie sg poczciwy”,
co jednak musi oznacza¢ dla nas, ze gdy mamy takie zdanie, to powinnismy rozumiec je jako ,.istnieje ...”, a nie
Histnieja...”! Mamy w logice metody oddawania tego typu zdan. Otoz, stwierdzenie ,.istnieja ...” znaczy, ze sg 2
Iub wigcej. Mozna tez odda¢ zdania ,,istnieje co najmniej n”, ,.istnieje co najwyzej n” i ,jistnieje doktadnie n” dla
dowolnego n naturalnego, i to z wykorzystaniem jedynie tych srodkow, ktore juz znamy. Poniewaz jednak w
dalszej cze¢Sci kursu nie bedzie to nam juz potrzebne — w zwigzku z tym nie bedziemy juz rozwijac¢ tego tematu.
Badz co badz jedna z zasad dydaktyki mowi, ze lepiej jest niedomowié, niz przegadaé, gdyz w tym pierwszym
przypadku zaintrygujemy czytelnika /stuchacza, a w tym drugim, niestety jedynie zniech¢cimy przez znudzenie.
Wspomnijmy jedynie, Ze w matematyce istnieje nieformalna metoda oddawania faktu, Ze istnieje doktadnie 1 x,
ktére spetnia okreslony warunek. Oddaje si¢ to za pomocg wykrzyknika umieszczonego bezposrednio za znakiem
matego kwantyfikatora: V! P(x), co czytamy: ,,istnieje doktadnie jeden x, ktory spelnia warunek P(x)”.

X

[ ,,CO najmniej” i ,,co najwyzej” pisz oddzielnie! ]

Oprocz predykatow jednoargumentowych, mamy tez predykaty dwu-, trzy- i wigcej- argumentowe. Np.:
B(x,y) — x jest bogatszy od y-a

M(x,2)- x jest mniejsze od 2; rownowazny mu: x < 2; jako argumenty nie muszg wigc 2-argu-
Wystgpowacé tylko zmienne, ale i konkretne wartosci (tu: 2), o czy byla zresztg mowa mentowe
na poczatku tego paragrafu (zobacz: zmienne indywiduowe i nazwy indywidualne),
P(x,y,z) — x pozyczyt y-owi z-a. - 3-argumentowy
Spostrzezenia:
1. Przypatrzmy si¢ zdaniu: V x<2. OczywisScie przeczytamy je: istnieje takie x<5, ze x<2 lub (innymi stowy):
x<5
istnieje x takie, ze x<5 1 x<2. Mozna to wigc zapisac: V (x<5 A x<2).
X

Tak wige: : Vx<2 <> V (x<5 A x<2).

x<5 X
Widzimy wigc, ze jesli mamy zdanie szczegdtowe z predykatem pod kwantyfikatorem, to mozemy zamienic je
na réwnowazne mu, wyciggnaé 6w predykat za kwantyfikator i taczac go z reszta wyrazenia znakiem
koniunkcji, a pod kwantyfikatorem zostawiajac tylko jego argument.

Dla niezorientowanych — na chlopski rozum (gdyz badz co badz jest to ,,matematyka dla laika”) — predykat to
formalne ujecie pewnej wlasnosci przynalezne pewnym obiektom. U nas sg obiekty x i 2, a zalezno$¢ jak
miegdzy nimi zachodzi, to: x < 2. Mozna jg tez zapisac: M(x,2) — ,x jest mniejsze od 2”.

2. Przypatrzmy si¢ z kolei zdaniu: A x<2. Oczywiscie przeczytamy je: dla kazdego x<5 jest tak, ze x<2
x<5
Iub (innymi stowy): dla kazdego x jest tak, ze jesli x<5, to x<2. Mozna to wigc zapisac: A (x<5 — x<2).
X
Tak wigc: Ax<2 & A (x<§ - x<2).
x<5 X
Widzimy wigc, ze jesli mamy zdanie ogdlne z predykatem pod kwantyfikatorem, to mozemy zamieni¢ je na
rownowazne mu, wyciagajac 6w predykat za kwantyfikator 1 taczac go z reszta wyrazenia znakiem implikacji,
a pod kwantyfikatorem zostawiajac tylko jego argument.

Te dwa spostrzezenia dajg nam metodg¢ pozbywania si¢ predykatu spod znaku kwantyfikatora.
Przypatrzmy si¢ blizej drugiemu z nich.

Oto6z, nieraz mamy do czynienia ze stwierdzeniami kategorycznymi tyczacymi si¢ obiektow, ktore nie istniejg. Np.
przy zatozeniu, ze ufoludki nie istniejg, stwierdzenie ,,wszystkie ufoludki sa zielone” jest prawdziwe!
Rzeczywiscie. Oznaczmy:
U(x) —x jest ufoludkiem
Z(x) — x jest zielony
Wtedy zdanie to mozemy wyrazi¢ w nastepujacy sposob: A Z(x)

Ulx)
jak rowniez — z jego przeksztalcenia wedtug metody podanej w 2. spostrzezeniu: A (U(x) — Z(x)).

x
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a jako ze zawsze (tj. dla dowolnego x, jakiego bySmy tylko nie brali) U(x) = 0, TN

jakiego bysmy tylko nie brali = jakikolwiek bysmy brali, 2
a to ze wzgledu na specyfike jezyka polskiego '
Schematycznie:
a co za tym idzie, poniewaz jest to poprzednik implikacji, zatem cala ta A (U(x) = Z(x)).
implikacja (,,nawias”) jest prawdziwa (implikacja o fatszywym poprzedniku x uJ
zawsze /tj. bez wzglgdu na warto$¢ logiczng nastgpnika/ jest prawdziwa), 0
a to dodatkowo poprzedzone kwantyfikatorem ,,dla kazdego x”, daje nam w '1
sumie formule ,,zawsze prawdziwa”, a wigc po prostu prawdziwag. T
1
Whiosek

,»Wszyscy” moze wigc oznaczac ,,zaden”.

Zanim przejdziemy dalej, wprowadzmy dwa prawa de Morgana dla rachunku predykatow:
I prawo de Morgana dla rachunku predykatow: ~ A @(x) <> V ~D(x)

x x
II prawo de Morgana dla rachunku predykatow: ~ V @(x) <> A ~D(x)
x x

gdzie @(x) oznacza dowolne wyrazenie rachunku predykatow, zawierajgce (cho¢ szczerze méwigc niekoniecznie)
zmienng indywiduowg x.

Prawa te mowig nam o przechodzeniu znaku negacji przez (w lewo lub w prawo) znak kwantyfikatora (duzego lub
matego). Nieformalnie, w skrocie, tacznie, a zarazem metodologicznie, prawa te mozna uja¢ w nastgpujacy
sposob:

Przy przechodzeniu negacji przez znak kwantyfikatora zmieniamy jego orientacje na przeciwng (tj. z duzego na
maty czy tez z matego na duzy).

I prawo de Morgana mowi, ze sformutowanie ,,nie wszystkie spetniaja” jest rOwnowazne stwierdzenie ,,pewien nie
spetnia”

II prawo de Morgana méwi, ze sformutowanie ,,nie istnieje taki, ktory by spetnial” jest rownowazne stwierdzenie
,.kazdy (tj. w jezyku polskim: zaden) nie spetnia”.

Inng konsekwencja owych spostrzezen jest fakt, ze
1) z kwantyfikatorem ogdlnym zwigzany jest spojnik zadaniowy implikacji
2) z kwantyfikatorem szczegdlnym zwigzany jest spojnik zdaniowy koniunkcji.

Przyklad

Niech:

M(x) — x jest muzykalny

F(x) — x jest fizykiem
Operujemy na uniwersum ludzi.
Spojrzmy teraz na zdania:

1) niektorzy fizycy sa muzykalni: V [F(x) A M(x)]
X

2) niektére osoby muzykalne sg fizykami: V [M(x) A F(x)] ]
X

3) niektorzy fizycy nie s3 muzykalni: V [F(x) A ~M(x)]

: ™

4) niektore osoby muzykalne nie sg fizykami:  V [M(x) A ~F(x)]

5) wszyscy fizycy sa muzykalni: /)\C [F(x) > M(x)] —
6) wszystkie osoby muzykalne sg fizykami: /)\C [M(x) > F(x)]
7)  zaden fizyk nie jest muzykalny: ~ QC/ [F(x) A M(x)] ] lub: A [F(x) > ~M(x)]
8) zadna osoba muzykalna nie jest fizykiem: ~ <C/ [M(x) A F(x)] lub: /)i [M(x) > ~F(x)]
9) tylko fizycy sa muzykalni: /)\C [M(x) > F(x)] '
10) tylko muzykalne osoby sa fizykami: /)\C [F(x) > M(x)]

X

p-11)

p- 12)
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11) nie tylko fizycy sa muzykalni: ~A [M(x) —> F(x)] lub: V [~F(x) A M(x)]

12) nie tylko muzykalne osoby sg fizykami: ~ /)i [F(x) > M(x)] lub: \); [~M(x) A F(x)]

13) tylko fizycy nie s3 muzykalni: /)\C [~M(x) > F(x)] 7O '

14) tylko muzykalne osoby nie sg fizykami: /)i [~F(x) > M(x)] -

15) nie tylko fizycy nie sg muzykalni: ~ /)\C [~M(x) > F(x)] —~ lub: V [~M(x) A ~F(x)]

16) nie tylko muzykalne osoby nie sg fizykami: ~ /)i [~F(x) > M(x)] J lub: )\C/ [~F(x) A ~M(x)]
X X

Klamrami umieszczonymi z prawej strony dodatkowo ujalem tu zdania (a co za tym idzie — formutly) ,,mowigce”
doktadnie to samo (cho¢ oczywiscie innymi stowy).

Uwaga
Zauwaz, ze w formulach tych (wszystkich, a wigc i zmodyfikowanych — tych po stowie ,,lub”), rzeczywiscie
stosuje si¢ ostatnio podany fakt o ,,skojarzeniu”: ,,—” z ,,A” i,,A”z ,,V”.

Apel

Laiku! Nie ucz si¢ tego zestawienia na pamig¢! Jesli si¢ tego nauczysz na pami¢é, to bedzie znaczy¢, ze: laikiem
bytes, laikiem jeste$ i laikiem pozostaniesz! ...a chyba tego nie chcesz. Ja piszac t¢ ksigzke, zestawienie to
stworzytem ,,z glowy”. Tobie je podaj¢, aby$ w czasie nauki ,,nie zbtadzil”. Gdy bowiem juz si¢ nauczysz, czyli
innymi stowy ,,bedziesz rozumiat to, co mowisz, a w nastepstwie tego, bedziesz umiat to zapisac¢”, to po co
nadaremno to wkuwac? Po to, aby niepotrzebnie obcigza¢ swdj umyst? Doprawdy ...nie warto!

A wiec do pracy! (czy jak kto woli — do roboty!)
Objasnienie powyzszego przyktadu
Przyjmijmy skrotowe oznaczenia: F — fizyk / fizycy , M — muzykalny / muzykalni

LP Typ formuty Nr w zestawieniu, gdy w miejscu kropek odpowiednio:
F,M M, F
1 Pewien ..  Jest.. 1 2
2 Pewien ... nie jest ... 3 4
3 Kazdy ..  jest... 5 6
4 Kazdy (tj. zaden) ... nie jest ... 7 8
5 Tylko... s3... 9 10
6 Nie tylko... s3... 11 12
7 Tylko ... nie sg ... 13 14
8 Nie tylko ... nie sg ... 15 16

Mamy wi¢c 8 typow formul, a w kazdym typie po dwie, ze wzgledu na mozliwos¢ przestawiania predykatéw
miejscami. Owe 8 typow dzieli si¢ na 2 kategorie:

- oLP1-4(pewien/kazdy ... jest / nie jest ...)

- 10LP5-8(tylko/nie tylko ... sg / nie sg ...).

Zestawienie to zostato wigc stworzone bardzo systemowo (pojgcie to zostato opisane w metodyce pracy!), a dzigki
temu jest ono przejrzyste i wyczerpujace.

Ponizej zobaczmy po kolei, jak je tworzylem.
W tym celu wykorzystamy wykresy — diagramy, zakresow nazw:
- fizyk, a wigc obrazujacy zbidr wszystkich fizykéw — oznaczymy go przez F,

- osoba muzykalna, a wigc zbidr wszystkich 0osob muzykalnych — oznaczymy go przez M.

Ad 1 niektorzy fizycy sa muzykalni

F M X — oznacza, ze w polu w ktorym
si¢ znajduje, musi co$ by¢
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Zdanie to mowi, ze wsrod fizykow muszq znalezé sig osoby muzykalne,
czyli innymi stowy, ze  muszq by¢ takie osoby, ktore bedqc fizykami sq muzykalne,
czyli ze sq takie osoby, ktore jednoczesnie sq fizykami i sq muzykalne.

Ta wtasnie mysl oddaje zapis V [F(x) A M(x)]
x

Ad 2 niektore osoby muzykalne sg fizykami

F M
Zdanie to mowi, ze wsrod 0sob muzykalnych muszq znalez¢ sie fizycy,
czyli innymi stowy, ze  muszq by¢ takie osoby, ktore bedgc muzykalnymi sq fizykami,
czyli ze sq takie osoby, ktore jednoczesnie sq muzykalne i sq fizykami.

Ta wtasnie mysl oddaje zapis V [M(x) A F(x)]
x

Zauwaz, ze odno$nie punktow 1.1 2.:

-z jednej strony oba te wykresy wygladaja identycznie - muszag wigc opisywac identyczne sytuacje,

-z drugiej strony ostatnie zawarte w nich stwierdzenia pochyle wyrazaja t¢ samg mysl, wiec (innymi stowy) —
muszg opisywac t¢ samg sytuacje

-z trzecigj strony — gdy wezmiemy formalny zapis 1. zdania i zastosujemy do znajdujgcego si¢ w nim w
nawisie kwadratowym wyrazenia prawo przemiennosci koniunkcji /rachunku zdan/), to otrzymamy wiasnie
formalny zapis 2. zdania. Stad tez wnioskujemy, ze zdania te opisujg identyczne sytuacje.

Ad 3 niektorzy fizycy nie sg muzykalni

F M

Zdanie to mowi, ze sq fizycy, ktorzy nie sq muzykalni,
czyli innymi stowy, ze  sq takie osoby, ktore jednoczesnie sq fizykami i sq muzykalne.
Ta wtasnie mysl oddaje zapis V [F(x) A ~M(x)]

x
Zamiast tak kombinowaé, mogliSmy od razu zauwazy¢, ze jest to zadnie identyczne, jak 1., z tym Ze zamiast ,,s3
muzykalni”, mamy w nim ,,nie sg3 muzykalni”, a zatem wystarczy w zdaniu 1. bezposrednio przed M(x) wstawié¢
znak negacji ~.

Ad 4 niektore osoby muzykalne nie sg fizykami
- analogicznie

Ad 5 wszyscy fizycy sg muzykalni

M

Zdanie to mowi, ze kazdy fizyk jest muzykalny,
czyli innymi stowy, ze  kazdy, kto jest fizykiem, jest muzykalny.

Ta wtasnie mysl oddaje zapis A [F(x) = M(x)]
x
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Oznacza ono, ze zbidr fizykow musi by¢ zawarty w zbiorze os6b muzykalnych, w przeciwnym razie (patrz
rysunek ponizej) istniat by taki osobnik, ktory zadawatby ktam naszemu zdaniu (ze wszyscy fizycy sa muzykalni,
bo ten akurat nie jest!).

Tak nie moze by¢

Na podstawie tych rozwazan mozemy zapisa¢, ze tak nie moze by¢, co bedzie akurat rownowazne naszemu
zdaniu:
~V [F(x) A ~M(x)]
x
Stad dalej wnioskujemy, ze zdanie to jest negacjg zdania 3.
Z kolei negacja zdania 3. na rysunku wyglada nastgpujaco:

F M - — oznacza, ze W polu w ktorym

si¢ znajduje, nic nie moze byc

Tamto (,,x”) w tym polu nakazywato komus by¢, a to (,,-””) zakazuje.

Ad 6 wszystkie osoby muzykalne s3 fizykami
— analogicznie

Ad 7 zaden fizyk nie jest muzykalny

LU

F M

Zdanie to mowi, ze nie ma takiego fizyka, ktory by byl muzykalny,
czyli innymi stowy, ze  nie ma takiego osobnika, ktory by byt jednoczesnie fizykiem i muzykalnym.

Ta wtasnie mysl oddaje zapis: ~ V [F(x) A M(x)].
x

Poza tym od razu widaé, ze ,,zaden fizyk nie jest muzykalny” jest negacja zdania 1. (,,niektorzy fizycy sa
muzykalni”); widaé to tez po porownaniu rysunkéw z punktu 1) i drugiego rysunku z tego punktu (stwierdzaja o
czgséei wspolnej zbioréw F i M odpowiedni: jest niepusta, jest pusta).

Jeszcze inaczej patrzac, zdanie  Zaden fizyk nie jest muzykalny
Znaczy jakiegokolwiek bysmy nie wzieli fizyka, to na pewno nie jest on muzykalny
Co zapisujemy symbolicznie A [F(x) — ~M(x)]
x

Formula ta zostala utworzona analogicznie jak V, jednak tutaj zamiast ,,muzykalni” mamy ,,nie muzykalni” — stad
wilasnie przed predykatem M znak negacji (~), no i zamiast ,,wszyscy” ,,zaden”, ale to juz jedynie specyfika jezyka
polskiego.
UWAGA
To, ze: ~V [F(x) A M(x)] > A [F(x) > ~M(x)]

x X
mozemy tez otrzymac stosujac proste przeksztalcenia:
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~V [F(x) A M(x)] <> A ~[F(x) A M(x)] & A [F(x) > ~M(x)]
X x x
z Il prawa de Morgana  z rozumowanie jak ponizej przy p = F(x), q = M(x)

wiemy, ze: p—>q © ~(pPAr~q)
gdy teraz w podstawimy tam ~q w miejsce q — otrzymamy: p —>~q < ~(pA~~q)< ~(PAQq)

z zasady podwojnego przeczenia

Ad 8 zadna osoba muzykalna nie jest fizykiem
— analogicznie, otrzymujemy to samo co powyzej (tak jak w przypadku formut 1. 1 2.), a zatem otrzymana formuta
rownowazna ( A [M(x) — ~F(x)] ) jest rownowazna z analogiczng z poprzedniego punktu( A [F(x) — ~M(x)] ).
x X
Mozemy to zresztg otrzymac droga wyprowadzenia formalnego, i to na dwa sposoby:
1. W poprzednim punkcie pokazalismy, ze: ~ V [F(x) A M(x)] <> A [F(x) > ~M(x)]

Teraz analogicznie mozemy pokazac, ze: ~ V [M(x) A F(x)] <> A [M(x) > ~F(x)]

X X
Poniewaz lewe strony tych rownowaznosci sg sobie row- ﬂviqc z przechodniosci relacji
nowazne (ze wzgledu na prawo przemiennosci koniunkcji rownowaznosci, otrzymujemy
zastosowane do wyrazenia w nawiasie kwadratowym), rownowaznos¢ ich prawych stron.

2. Mozemy od razu pokazaé réwnowazno$¢ tych prawych stron, stosujac do wyrazenia w nawiasie kwadratowym
zmodyfikowane prawo transpozyciji:
- wychodzimy od prawa transpozycji: po>qgeO~qg—o>~p
- wstawimy ~g w miegjsce g: P> ~q>~~q—>~p
- stosujemy prawo podwojnego przeczenia: p —> ~q <> q —> ~p
z podstawieniem p = F(x), ¢ = M(x).

Ad 9 tylko fizycy sa muzykalni
Od tego momentu, wchodzimy w ,,sfere ‘tylko’”. Musimy zastanowic si¢, co to stowo oznacza.
Spojrz na ponizszy rysunek. Przedstawia on wlasnie sytuacje z naszego zdania (,,tylko fizycy s muzykalni”).

999

Rzeczywiscie, przy takim ustawieniu zbiorow M i F, tylko ten, kto jest fizykiem, jest muzykalny
Mamy tu analogiczne ustawienie, jak w przypadku 5., z tym Ze o przeciwnej orientacji (wtedy F bylo w M, teraz
M jest w F), a zatem nasza formuta tez bedzie miala t¢ sama postaé, lecz z przestawionymi predykatami (tj. —
innymi stowy — implikacja bedzie przebiega¢ w druga strong), a wigc przyjmie ona postaé: A [M(x) — F(x)]

x
Widzimy wigc, ze ,,tylko” znaczy: ,,stosuj implikacj¢ w drugg strong”.

Uwaga
Fakt, ze ,tylko fizycy sa muzykalni” wcale nie oznacza, zeby np. okularnicy (O) nie mogli by¢ muzykalni (patrz

rys),

(6]

czy tez by rébwnoczesnie ,,tylko biolodzy (B) byli muzykalni”
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badz by ,,$cistowey” (S) nie mogli byé muzykalni

S

Ltylko fizycy” znaczy bowiem ,.tylko ten, kto jest fizykiem”, a nie ,,ten, kto tylko jest fizykiem”!

Ad 10 tylko muzykalne osoby sa fizykami
- analogicznie

Ad 11 nie tylko fizycy sa muzykalni
- rzecz oczywista, negacja zdania 9., a wigc formuta przyjmie postac: ~ A [M(x) - F(x)]
X
Posta¢ alternatywna ( V [~F(x) A M(x)] ) mozemy otrzymaé na dwa sposoby:
X
1. poprzez analizg zdania
2. poprzez przeksztatcenie poprzedniej formuty

Ad1
,.Nie tylko fizycy sa muzykalni” znaczy ,,istnieje ktos, kto nie bedac fizykiem jest muzykalny”, co zapisuje sig¢, tak
jak tego zadamy.

Na bazie tego rozwazania od razu mozemy rozstrzygnac jak wyglada rysunek odnoszacy si¢ do tego przypadku.
F M

+ — oznacza, ze w polu w ktorym
si¢ znajduje, co$ musi wystapic

Zauwazmy przy tym, ze zdanie to wcale nie mowi, ze fizycy sg muzykalni! Dlatego tez nie wstawiamy zadnego
znaczka na przecigcie si¢ tych dwoch zbioréw . Z drugiej strony

Zdanie (nr 9) ,,Tylko fizyce sg muzykalni” oznaczato, ze ,,muzykalni zwarci sg w fizykach”. Zanegowanie tego
faktu oznacza ,,muzykalni juz si¢ nie mieszczg w fizykach”, lecz ze ,,wylewaja si¢” poza nich. Wniosek ten jest
identyczny z tym, do ktérego doszliSmy w poprzednim akapicie.

Ad2
~A[M(x) > F(x)] © V~[MXx)—> F(x)] < V[~F(x) A M(x)]
x ¢ x ¢ x

z I prawa de Morgana w oparciu o analize, jak ponizej i podstawieniu p = F(x) 1 ¢ = M(x)]

prawo zastgpowania implikacji: po>q ©o~@Pr~q)
negujemy obie strony powyzszej rOwnowaznosci: ~poq) ©o~~PAr~q)
do prawej strony stosujemy prawo podwojnego przeczenia: ~ (p — q) <> (p A ~q)

Ad 12 nie tylko muzykalne osoby sg fizykami
- analogicznie

AD 13 tylko fizycy nie s3 muzykalni
Zdanie o identycznej postaci, jak 9. (,,tylko fizycy sa muzykalni”), z tym ze ,,s3 muzykalni” zostato zamienione tu

na negacj¢ tego stwierdzenia, tj. na: ,nie sg muzykalni”. Dlatego tez formuta ma identyczng postaé, jak tamta
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(A [M(x) = F(x)]), z tg r6znicg, ze zamiast predykatu M(x) stoi jego negacja (~M(x)), co daje nam formule:
x

A [~M(x) = F(x)] .

x

Sprobujmy przeksztatcic t¢ formule.

Korzystajac z prawa: (p > Q) < (~p Vv Qq)

i wstawiajac w miejsce p — ~M(X), a w migjsce q — F(X)

oraz poprzedzajac obie strony duzym kwantyfikatorem z podpisanym pod nim x-em, otrzymujemy:

A [~M(x) = F(x)] & A[Mx) v F(x)] & ~V~[M(x) Vv Fx)] < ~V [~M(x) A ~F(x)]
x x / x T x
i dalej: po podwojnym zaprzeczeniu formuty z prawa de Morgana

i przejsciu z jednym ze znakow negacji dla rachunku zdan
przez znak kwantyfikatora

W oparciu o te formuty, sprobujmy znalez¢ dla tej sytuacji rysunek:

- z drugiej z nich ,,czytamy”, ze wszystkie elementy muszg by¢ zawarte w sumie zbiorow M i Z, czyli innymi
stowy: nie moze by¢ zadnego elementu poza sumg tych dwdch zbiorow,

- z kolei z ostatniej z tych formut ,,czytamy”, Ze nie istnieje taki element, ktory by zarazem miat by¢ poza zbiorem
M i poza zbiorem F.

Obie te konkluzje sprowadzaja si¢ to nastgpujacego oznaczenia:

U

Dodatkowo zaznaczyli$my tu uniwersum U, aby mie¢ tym samym pole, w ktorym bedziemy mogli zaznaczy¢ ,,+”.
Dopowiedzmy tu od razu, ze zawsze powinni$my tak robié, by byl wyznaczony obszar, w ktorym si¢ poruszamy!
Przy tym:

- nazywamy go przestrzenig i oznaczamy X, gdy prowadzimy rozwazania czysto teoretyczne — abstrakcyjne (tj.
matematyczne),

- nazywamy go uniwersum i oznaczamy U, gdy rozwazania odnosi¢ si¢ beda do konkretnego obszaru
semantycznego (np. gdy poruszaé si¢ bedziemy wsrod grzybow).

Ad 14 tylko muzykalne osoby nie sa fizykami
- analogicznie

Pokazemy jeszcze, ze formuta ta (A [~F(x) & M(x)] ) jest rownowazna poprzedniej ( A [~M(x) = F(x)]).
x x

W tym celu wystarczy wykaza¢ rownowaznos$¢ wyrazen z nawiasow, tj. (przy p = F(x), q = M(x)) ze:

~p—>q © ~q >p

Otoz, wiemy, ze (prawo transpozycji): p—o>q & ~q >~p

Dokonujemy podstawienia ~p za p: ~p—>q © ~q S>~~p

I stosujemy prawo podwdjnego przeczenia: ~p —>q <> ~q —>p

Ad 15 nie tylko fizycy nie s3 muzykalni
Zdanie to jest negacja zdania 13. (,,tylko fizycy nie sa muzykalni”), a zatem wystarczy je zanegowac, by otrzymac
schemat naszego zdania: ~ A [~M(x) = F(x)] . To samo wyrazenie mozemy otrzyma¢ wychodzac od zdania 11.
X
(,,nie tylko fizycy sa muzykalni” ze schematem ~ A [M(x) — F(x)] ), i zamieniajac w jego schemacie M(x)
X
(odpowiednik ,,s3 muzykalni”’) na ~M(x) (odpowiednik ,nie sg muzykalni”).
Przeksztal¢émy nasze wyrazenie (~ A [~M(x) — F(x)] ) do formy réwnowaznej ( V [~M(x) A ~F(x)] ):
X X
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~A[~M(x) = F(x)] © V~[~-M(x) > F(x)] < V[~M(x) A ~F(x)]
x x X
z Il prawa de Morgana  w oparciu o ponizsze rozwazania (przy p = M(x), q = F(x))

prawo zastgpowania implikacji:
w miejsce p podstawiamy ~ p: ~p—o>q ©~(pAr~q)
negujemy obie strony powyzszej rownowaznosci: ~(~p—>q) S>~~(CpAr~q)
do prawej strony stosujemy prawo podwojnego przeczenia: ~ (~p — q) <> (~p A ~q)

p—>q ©~pPnr~q)

Zdanie 13. oddawali$my na rysunku, zaznaczajac na nim ,,-” poza sumg zbioréw F i M, ,,mowigcy” ze w tym
obszarze nic nie ma. To zdanie (15.), jako jego negacja, oznaczamy ,,+”-emna tym samym polu, ,,méwigcym” ze
jednak na nim cos jest.

Ad 16 nie tylko muzykalne osoby nie sg fizykami

- analogicznie, jako negacja zdania 14. (,,tylko muzykalne osoby nie sg fizykami” ) i /lub przeksztalcenie zdania
12. (,,nie tylko muzykalne osoby nie fizykami”). 16. mozna tez otrzymac z 15. przez przestawienie predykatow.
Przejécie do rownowaznej formuty — analogicznie jak w 15. lub przez przestawienie predykatow w rownowaznej
formule z punktu 15.

Formuly 15. i 16. sg sobie rownowazne (wystarczy zastosowac¢ prawo przemiennosci koniunkcji dla formut
rownowaznych).

Wszystkie te 16 formut (i wszelakich ich oddan przy pomocy formut rachunku predykatow) mozna odda¢ w jedne;j
— ponizszej tabeli.

LP | Stownie rysunek

I [nicktoredsa B |A( [x) B V@ ABD] |~ A AR - ~B@)] |~ A [Bkx) > ~AX)]
niektore B sg A x X X

2 |nicktore AniesaB |A(x[ ) 1B V@ A-B@] |~ AAE) - B0] |~ A [-BG) - ~A@)]
nie tylko B s3 4 X X X

3 |nicktore Bniesad |A( [ )x]B VA ABE] |~ A [=A(x) > ~B)] |~ A [Bx) > A®)]
nie tylko 4 sa B X X X

4 [nictylkodnicsaB [A( [ ) 1B x | V[A@A~B)] |~A[-Ax) —>B@)] |~A[-Blx) > A@)]
nie tylko B nie s3 4 X X X

5 |zadendnmicjestB [A( [-) 1B |~V®AB®] | AU —>~B0] | ABX)—>~A®)]
zaden B nie jest 4 X X X

6 |wszystkicdsaB  [A(~[ ) 1B |~VUU®A-B@] | AU —>B®] | A[BG) - ~AW)]
tylko B sg A X X X

7 |wszystkieBsad  [A( [ )-1B  |~V[A@AB®] | A[A® >~B®]| A[Bx) —>AWX]
tylko 4 sa B X X X

8 tylko 4 nie sa B AC [ ) 1B~ |[~V[~Ax) A~Bx)] A [~A(x) = B(x)] A [~B(x) > A(x)]
tylko B nie s3 4 X X X

Najpierw zamieszczaliSmy tutaj uproszczony rysunek, a potem juz ogdlny — tzw. diagram Venna.
Okresla on ogolne potozenie (tu) 2 zbiordw.

Wychodzimy od uniwersum U.

U

Oczywiscie wyznacza ono (w ramach siebie) jedno pole (cate uniwersum U).
Gdy na tak okreslonym uniwersum wydzielimy pewien zbior A, to podzieli on to uniwersum na 2 cze¢sci.

Gdy z kolei dodany drugi — przecinajgcy go zbior — to kazde z 2 istniejagcych pol (bo rowniez reszt¢ uniwersum)
podzieli on na 2 czgéci — 1 w ten sposob czgscei tych bedziemy mie¢ juz 4 (jak na ostatnim diagramie).

Whioski z zestawienia 16-u formut
1. Kazda z tych formul mozna przedstawi¢ w postaci generalnej (,,dla kazdego™) lub egzystencjalnej (,,istnieje”)
2. Kazda z tych formul ma wsrod pozostatych jedng rownowazng, a wigc mamy 8 par formut rownowaznych

3. Generalne ,,minusuja”, egzystencjalne ,,iksuja”.

40




Dodatkowe uwagi.

1. Nazwy maty i duzy kwantyfikator sg nicadekwatne, gdyz kwantyfikatory te sg tej samej wielkosci!

2. Oprocz przedstawionej tu, istnieje tez tzw. mi¢dzynarodowa notacja kwantyfikatorow, tym gorujaca nad
tradycyjng znang Ci ,,szkolng”, Ze zmiennych nie podpisuje si¢ pod nimi tylko pisze si¢ za nimi, co daje nam
wygodny zapis linearny.

3. W formutach wystgpujace koto siebie kwantyfikatory tego samego typu (tj, dwa duze lub dwa mate) mozna
przestawia¢ miejscami, a réznych typow — to tylko mozna przestawi¢ matego za duzego (nigdy w druga
strong!)

4. Zdania jezyka naturalnego bez kwantyfikatorow (na przyktad: ,,psy sa wierne”) oznaczaja kwantyfikacje
generalng (tj. tu: ,,wszystkie psy sg wierne”).

5. Formuly jezyka kwantyfikatoréw nalezy tak budowac, by tworzyly zdania, tj. by wszystkie wystepujace w

nich zmienne byly zwigzane — podpisane pod kwantyfikatorem lub w zasiggu odpowiedniego kwantyfikatora

— znajdowaty si¢ w najblizszym predykacie lub byty ujete w stosowny nawias). W przeciwnym razie — gdy

wystepuja zmienne wolne, nie mamy do czynienia ze zdaniami, a zatem nie mozemy bada¢ wartosci logicznej

tego typu formut.

Uwazaj, by méwic ,,predykat”, a nie ,,predykator”!

7. Mamy tez pojecie , kwantyfikator iloSciowy” ale to juz ,,wyzsza szkota jazdy” Moze powiem tylko, ze
Zamiast pisa¢ V P(x), dla oddania faktu ze taki x jest doktadnie 1 zwykto si¢ pisaé (potformalnie): V! P(x).

X X
(a wiec doszedt wykrzyknik).

o

4. Metodologiczne podstawy matematyki

Matematyka, to rozlegta i do$¢ niejednorodna dziedzina wiedzy obejmujaca tradycyjnie wiele wezszych
dyscyplin naukowych o specyficznej, bardzo réznorodnej tematyce i zréznicowanych metodach badawczych, w
zwigzku z czym wymyka si¢ wszelkim proébom jej zadowalajacego zdefiniowania. Ladne zdanie, nieprawdaz?
Niestety, nic z niego nie wynika. Takich zdan juz wigcej w tej ksigzce nie bedzie! Przejdzmy jednak do meritum
sprawy. Otoz, wielu laikom matematyka kojarzy si¢ z rachunkami, obliczeniami, zadaniami. Studentom
matematyki z egzaminami, zaliczeniami, kolokwiami... A z czym powinna kojarzy¢ si¢ Tobie? Najlepiej z
narzedziem, dzigki ktéremu tatwiej poradzisz sobie z innymi przedmiotami na studiach i w zyciu. Da Ci ona
mozliwo$¢ innego spojrzenia na otaczajacy Ci¢ Swiat. A to naprawde cenne... i emocjonujace... Powodzenia!

Poszczegdlne dzialy matematyki sg opisywane przez rozne teorie, a jako ze matematyka jest nauka
formalng — stad tez teorie te noszg miano (tak z nazwy, jak i specyfiki) formalnych.

Tworzac teori¢ (formalng) wychodzi si¢ od tzw. pojeé pierwotnych, tj. odgérnie przyjmowanych
okreslen niedefiniowalnych, jak réwniez od tzw. aksjomatéow — w analogiczny sposdb (tj. odgornie)
przyjmowanych twierdzen. Aksjomaty okreSlaja wiasnoSci poje¢ pierwotnych oraz ustalajg zachodzace migdzy
nimi zaleznoéci. Fakt, ze aksjomaty sg przyjmowane odgdrnie oznacza, ze nie wymagajag one dowodu (jako
,wejsciowe” sg wige przyjmowane ,,na wiarg”). Wyraz temu daje réwniez inne ich okreslenie, a mianowicie:
.pewnik”. Wystepuje ono gltéownie jako czlon nazwy wiasnej aksjomatu (np. ,,pewnik wyboru”). Innym
okresleniem aksjomatu jest stowo postulat (czesto wystepuje jako czgé¢ nazwy wlasnej danego aksjomatu, wraz z
nazwiskiem ,,postulanta”).

Pojecia pierwotne i aksjomaty tworzg podstawe teorii. W oparciu o nie i nowe pojecia (ktérych znaczenie
wyjasniane jest przez tzw. definicje — mozemy wigc powiedzieé, ze definicje je ,,wprowadzaja”), tworzy si¢ nowe
twierdzenia, ktore jednak wymagaja juz dowodu, tj. uzasadnienia prawdziwosci w oparciu o aksjomaty tej teorii i
wczesniejsze (wczeSniej w tej teorii udowodnione) twierdzenia, stosujagc niezawodne metody logiki
matematycznej (tj. gwarantujace przejscie od twierdzen prawdziwych jedynie do twierdzen prawdziwych).

W teorii formalnej mamy wigc:

pierwotne (poczatkowe, zadane) wtorne (dodane)
okreslenia pojecia pierwotne definicje
wlasnos$ci wezesniej podanych obiektow aksjomaty Twierdzenia
oraz zachodzacych migdzy nimi zaleznos$ci

Na ogo6t (nie zawsze tak jest — zobacz komentarz na poczatku omawiania aksjomatu II” w rozdziale ,teoria
mnogos$ci”) od aksjomatow wymaga si¢, aby zadnego z nich nie dato si¢ wyprowadzi¢ z pozostatych (w
przeciwnym razie nie bylby on przeciez aksjomatem, ale twierdzeniem). Jesli tak jest, to mowimy, ze aksjomaty te
tworza zbiér niezalezny. Poza tym wymagamy (tym razem juz kategorycznie), aby nasz zbidr aksjomatow byt
niesprzeczny, tj. aby nie mozna byto wyprowadzi¢ z nich dwoch zdan wzajemnie sprzecznych.
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Zbior wszystkich twierdzen, ktore dadza si¢ wyprowadzi¢ z danego zbioru aksjomatoéw (wraz z kazdym z
tych aksjomatow w oparciu o prawo tozsamoSci — patrz nizej) nazywamy teoria.

[ Prawo tozsamosci: p — p ]

Gdybys spojrzal do zeszytu studenta matematyki, ujrzalbys w nim zapewne aksjomaty, pojgcia pierwotne,
i w olbrzymiej liczbie definicje, twierdzenia i ich dowody. Sporadycznie jaki§ wykres, czy przyktad. Dos¢ sucho
... Sg jednak pewne ubarwienia.

PRZYJRZYJMY SIE NAJPIERW TWIERDZENIOM

Wsrdd twierdzen wyrdznia si¢ szczegdlne ich rodzaje:

1) Lemat — to twierdzenie pomocnicze, wazne nie tyle samo w sobie, ile jako narzgdzie do dowodu twierdzenia
nadrzednego.

2) Whniosek — to bezposrednia konsekwencja (nastgpstwo) definicji, to to co bezposrednio z jej treSci wynika.

3) Wlasnos$¢ — to co$, co przystuguje danemu obiektowi lub klasie obiektow, czy tez operacji (np. ,,wlasnosci
dodawania zbiorow” w rozdziale 7.),

4) Spostrzezenie — zauwazenie (i stwierdzenie) faktu, ze jest ,tak a tak”, ktére od razu zawiera uzasadnienie
tegoz faktu,

5) Fakt — proste, a przy tym znaczace spostrzezenie

6) Zwiazek, zalezno$s¢ — to odpowiednik wilasnosci, jednak tyczacy si¢ wigkszej liczby obiektow czy tez
operacji typéw operacji (zobacz np. ,,zwigzki migdzy suma i przekrojem” w rozdziale 6.),

7) Prawo (np. prawo przemienno$ci mnozenia) — to formuta do uniwersalnego stosowania na gruncie omawianej
teorii (w odrdznieniu od lematu, ktory co prawda na gruncie danej teorii jest prawdziwy zawsze mozna
stosowac, jednak zastosowanie ma jedynie w konkretnych sytuacjach dowodowych).

8) hipoteza, nieraz teza (np. ,,teza Churcha” /czyt.: czercza/) — to twierdzenie, ktore nie bedg aksjomatem danej
teorii, zostalo do niej warunkowo wlgczone mimo Ze nie zostato jeszcze udowodnione. Moze tak by¢ w
dwéch sytuacjach:

- gdyz po prostu takiego dowodu nie da si¢ przeprowadzi¢, i matematycy o tym wiedza;

- albo dowod taki mozna przeprowadzi¢ /czy wreez wykazac, ze twierdzenie takie jest falszywe/, badz tez
nie da si¢ przeprowadzi¢ zadnego z tych dwdéch wywodoéw (tj. potwierdzenia lub obalenia jego
prawdziwosci), ale matematycy o tym nie wiedzg; z sytuacja taka mieliSmy do niedawna w przypadku
Ltwierdzenia o czterech barwach” (ktore nosito taka nazwe, cho¢ de facto bylo hipoteza, poniewaz w
praktyce zawsze si¢ sprawdzato i w zwiagzku z tym wszyscy matematycy byli ,,$wigcie przekonani”, ze
jest prawdziwe, cho¢ Zaden z nich nie znat jego dowodu).

,Iwierdzenie o czterech barwach” mowi, ze kazda mape polityczng mozna stworzyc
wykorzystujac do malowania panstw jedynie 4 barwy, przy zatozeniu, ze kazde panstwo
malujemy jednym kolorem, a panstwa sgsiadujace bokami (a nie wierzchotkami!) musza by¢
malowane innymi kolorami.

Formutuje si¢ je, gdyz przy ich zatozeniu, tatwo, pr¢znie i z pozagdanymi wynikami mozna rozwija¢ dana
teori¢ matematyczng (a wida¢ ma ona wazkie znaczenie lub owe konsekwencje sg nad wymiar ciekawe).

9) Kryterium — to takie twierdzenie (najczesciej wlasnos¢ lub zwigzek czy zalezno$é), ktore bedgc w postaci
rownowaznosci z powodzeniem mogloby by¢ definicja jednego z poje¢ o ktérych si¢ wypowiada, gdy
wczesniej nie zostata przyjeta klasyczna definicja tego pojecia (kryterium to okreslatoby je rownowaznie,
czyli doktadnie w tym samym zakresie przedmiotowym).

10) Zasada (np. ,zasada indukcji matematycznej”), regula (np. ,reguta odrywania”) — to prawa, o ktérym
wyrazamy si¢ w ten sposob, aby podkresli¢, ze zostalo stworzone ze wzgledu na jego przeznaczenie do
wykorzystywania w dziataniu praktycznym.

Na gruncie danej teorii (tj. w oparciu o przyjete w niej aksjomaty), twierdzenia moga by¢ prawdziwe lub fatszywe.

Wiaczamy do niej jednak jedynie twierdzenia prawdziwe (tj. te, ktore dadzg si¢ /a whasciwie: juz daty si¢/ z tychze

aksjomatoéw wyprowadzi¢, czy tez innymi stowy ,,udowodni¢”). Wyjatek stanowig tu tylko (hipo)tezy, jak to byta

na ten temat mowa w poprzednim akapicie. Jesli w teorii takiej znajdziemy sprzeczno$¢ (przypadek, na ktorym ja

,.hamierzyliSmy” nazywamy ,,antynomig”) — wowczas zmusza nas to do weryfikacji jej zatozen: pierwotnych (.

aksjomatow, gdyz najwidoczniej tworzg sprzeczny zbidr zdan) lub wtérnych (tez czy hipotez). ,,Zweryfikowaé”

znaczy tutaj ,,odrzuci¢” lub odpowiednio ,,zmodyfikowa¢” — tak, aby usunaé juz owa antynomia. Dodajmy, ze
zamiast mowic¢ ,,antynomia”, mozemy tez stosowaé okreslenia ,paradoks” i ,dylemat” (cho¢ w niektorych
sytuacjach maja one inne znaczenia), przy czym

- ,paradoks” jest mniej formalnym okresleniem,

- a,dylemat” wystgpuje gldwnie jako czgs¢ nazwy wilasnej danej antynomii (np. ,,dylemat golibrody™).
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Twierdzenia przewaznie podawane sg w formie implikacji: ,,Jesli ... (warunek), to ... (teza)”. Stowo
teza” zostato tu uzyte w innym ujeciu niz to miato miejsce dwa akapity wyzej. Tam bowiem to, co ona glosita
obowigzywato na gruncie danej teorii bezwarunkowo, tu za$ przy dodatkowym zalozenie danym ,,warunkiem”.
Tak wiec, jesli ,,warunek” jest spelniony ,teza” musi zachodzié; jesli za$ nie jest on spetniony — ,teza” moze
zachodzi¢, ale nie musi (twierdzenie to bowiem o tym nie orzeka). To samo widaé zreszta analizujgc tabelg
prawdziwosciowg dla implikacji. Gdy spojrzysz w niej na poprzednik implikacji, to gdy ma on warto$¢ logiczng 0
— woweczas (bez wzgledu na warto$¢ logiczng jej nastepnika) implikacja jest prawdziwa. Gdy za$ poprzednik ma
wartos¢ logiczng 1 — wowczas cala implikacja ma taka warto$¢ logiczna, jak jej nastepnik. Tak wiec rzeczywiscie
przy dowodach ,twierdzen implikacyjnych” wystarczy bra¢ pod uwagg, ze zalozenie zachodzi (,,ma wartos$¢
logiczng 1) i wtedy dowodzi¢ jedynie jego teze (tj., ze zachodzi, ze ,,ma warto$¢ logiczng 1”). Jest to dosé¢
(pozytywnie) znamienne zjawisko, jako ze dzigki niemu zamiast ,,dowodzi¢ duzo” (cale twierdzenie) — nie dos¢, z
mamy dodatkowg informacj¢ (,,zachodzi zatozenie”) dowodzimy mniej (jedynie tezg tego twierdzenia).

Przy dowodach tego typu twierdzen nie trzeba wcale przeprowadzi¢é BEZPOSREDNIEGO ciagu
implikacji:

LoA>A—>...>A >P

(gdzie: L — lewa strona implikacji /zatozenie twierdzenia/; P — prawa strona implikacji /teza twierdzenia/; A, —

zdanie wynikajace z L; A,, ..., A, — kolejne zdania wynikajace ze zdan A o indeksie o 1 mniejszym.

Czgsto stosujemy bowiem tzw. metode ,,zstgpujaco — wstepujaca” Polega ona na tym, ze

-z jednej strony wychodzimy od L i ciggiem implikacji dochodzimy do pewnego Ay (k < n), w nastgpujacy
sposob L —> A} > Ay — ... = Ay, ,,mOwigc sobie™: jest L, zatem jest A, zatem jest A,, ..., zatem jest Ay;

-z drugiej strony mamy ciag implikacji: Ay =& Ay — ... &> A, — P, ktory z kolei budowalismy od prawej
strony (czyli od ,,wyniku”, do ktorego de facto mamy dojs$¢), czytajac to tym razem: mamy udowodnic¢ P,
zatem wystarczy, ze udowodnimy A,, ..., zatem wystarczy ze wykazemy, ze jest A,.

Jesli teraz okaze sig, ze Ax = Ay, to juz jest koniec, bo juz mamy caly ciag implikacji od L do P:

LoA>A . .  >A=A>AH > ..>A, P

Jesli za$ tak nie jest, do dalej nalezy prowadzi¢ zblizanie L z P, jednak juz na blizszym odcinku, gdyz jedynie z

Ag do A;. Moze si¢ nawet zdarzy¢, ze bezposrednio mozna otrzymac A; z Ay, i wtedy tez bedziemy mieli peny

cigg implikacji od L do P:

LoA>A>>. .  >2AD>AS>AH > .. >A, > P.

Dowadd twierdzenia implikacyjnego mozna réwniez przeprowadzac (zresztg bardzo czgsto stosowang, a
niestety nie do konca rozumiang przez studentéw) metoda ,,nie wprost” (jest to tzw. ,,dowod nie wprost™).

[ ,,hie wprost” pisze si¢ oddzielnie ] !

Tym razem, aby udowodni¢ implikacj¢, zakladamy zachodzenie jej poprzednika (jej niezachodzenia nie ma co
rozwazac¢, bo wtedy i tak cata implikacja jest prawdziwa, jako ze implikacja o falszywym poprzednik jest /zgodnie
z tabelg prawdziwosciowg dla implikacji/ zawsze /tj. bez wzgledu na warto$¢ logiczng nast¢pnika/ prawdziwa).
Przy owym prawdziwym poprzedniku ,,nie wprost” (tj. niejako ,,na przekor” tabeli prawdziwosciowej dla
implikacji) zaktadamy, Zze nastepnik nie zachodzi, i w swym postgpowaniu dowodowym dochodzimy do
sprzecznosci, co oznaczam, ze tak by¢ nie moze, tj., ze przy prawdziwym poprzedniku rowniez nastgpnik musi
by¢ prawdziwy. To konczy dowod.

Przy omawianiu ,twierdzenia implikacyjnego” omoéwimy jeszcze pojecia: ,,warunek konieczny” i
,,warunek dostateczny”. Ot6z, w twierdzeniu postaci L — P:
- L jest ,warunkiem dostatecznym” dla P (bo ,,wystarczy, ze jest L, by byto P”, bo ,,gdy jest L, to i jest
/wynikajace z niego/ P”),
- a P jest ,,warunkiem koniecznym” dla L (bo ,,gdy jest L, to koniecznie musi by¢ P /bo z niego wynika/).

Twierdzenia moga tez by¢ podawane w postaci réwnowaznosci: ,,.... (I zdanie) wtedy i tylko wtedy, gdy
... (Il zdanie)”. Wtedy jednak (w oparciu o prawo zastgpowania rownowaznosci)

[ prawo zastgpowania rownowaznosci: (p <> q) < [(p = 9) A (g = p)] ]

de facto sktada si¢ ono z dwoch twierdzen ,,implikacyjnych”, wzajemnie dualnych (tj. takich, w ktorych zatozenie
z teza wymieniaja si¢ miejscami, a jako ze réwnocze$nie one zachodza — wlasnie w sumie dajg nam
rownowaznosc.

Mamy tak np. w przypadku (zapewne) znanego wszystkim twierdzenia Pitagorasa,
ktore w formie pelnej (,,yéwnowaznosciowej”’) ustanawia rownowazno$¢ miedzy
,byciem trojkatem prostokatnym” i, zachodzeniem warunku @’ + b° = ¢,
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Ich dowdd polega wowczas na przeprowadzeniu dwoch dowodow owych sktadowych twierdzen dualnych, lub tez
bezposrednio wskazanie ciggu rownowaznosci:
LeoA oA oA 6P

Poniewaz twierdzenie ,,implikacyjne” glosi, ze ,,przy zachodzenie zatozenia zachodzi pewna teza”, zatem
dowodzac je, zaktadamy, ze jego ,,zatozenie zachodzi” i ograniczamy si¢ wtedy do udowodnienia jego tezy (co —
w zwigzku z tym — konczy jego dowod). W przypadku ,,twierdzen réwnowaznos$ciowych”:
- W powyzszy sposob przeprowadzamy dwa dowody jego dwu pochodnych twierdzen dualnych,
- badz tez postepujemy od razy tak samo jak w dowodzie twierdzenia implikacyjnego, jednak stosujac w nim

nie implikacje (—), lecz rownowaznosci (<>).

Istnieje  jeszcze jeden do$¢ czesto wystepujacy rodzaj twierdzen — tzw. twierdzen
wieloréwnowaznosciowych. Sa one postaci:
Niech A. Woéwczas nastgpujace warunki (lub: zdania, stwierdzenia itp.) sa sobie rownowazne:
1) W,
2) W,

n) W,

Dowodzi¢ mozna je (najogdlniej rzecz ujmujgc) na dwa sposoby.

1) Zaktadamy A. Nastgpnie wykazujemy W; <> W, <> ... &> W, (ewentualnie wyrazenie W; /i=1, 2, ..., n/ w tym
ciggu mogg wystgpowac w innej kolejnosci, byle by wszystkie wystapity), a wowczas ze stosowanego wiele
razy prawa przechodnio$ci rownowaznosci, otrzymujemy réwnowazno$¢ warunkéw Wy, W, ..., W, , kazdego
z kazdym”.

[ Prawo przechodniosci rownowaznosci: [(p <> g) A (g & 1)] <> (g > )] ]

Na dowdd ten sktada si¢ wiec n-1 dowoddw rownowaznosci, czyli 2 - (n-1) = 2n -2 dowoddw implikacji.

2) Zakladamy A. Przeprowadzamy dowody: W; = W,, W, — W3, ..., W1 = W,.. W ten spos6b mamy
udowodniony ,,ciag implikacji”: W; > W, - W3 — ... > W,; > W,. Nastepnie zamykamy go ,,w koto”
dowodem implikacji W, = W;. W ten sposob ,,po strzatkach” mozna przejs¢ od dowolnego W;do dowolnego
W; (1 <i,j<n), a co za tym idzie réwnie od W; do W;, czyli (z prawa zastgpowania réwnowaznosci) ich
wzajemng rownowaznosé, a co za tym idzie otrzymujemy wzajemng rownowaznos$¢ wszystkich W; (i=1, 2, ...,
n) ,.kazdego z kazdym”. Oczywiscie rowniez w tym przypadku, kolejnos$¢ ustawienia w poczatkowy ciag
poszczegolnych (byle wszystkich) W; (i=1, 2, ..., n) jest dowolna.

Dowdd ten sktadat si¢ z n dowodow implikacji.

Rozwiazujac nierownos¢: n < 2n —2 (przy zalozeniu, ze n jest liczba naturalng), otrzymujemy rozwigzanie: n > 2,

czylin > 3. Jesli wigc w twierdzeniu tego typu sg co najmniej 3 warunki, ktorych rownowaznos$¢ nalezy

udowodni¢, wowczas jego dowod optaca si¢ (ze wzgledu tzw. ,,ckonomicznosci dziatania”) wykona¢ druga
metoda.

UWAGA:
Twierdzenie tego typu moze by¢ tez postaci: ,,Niech A. Wdowczas...”. Wtedy oczywiscie do jego dowodu nie
wlaczamy koniecznosci istnienia tego warunku A.

Wazkie twierdzenia, lematy, (hipo)tezy, i antynomie i prawa nosza nazwe¢ swoich tworcow czy
odkrywcow (nieraz dwoch, gdy razem nad nim pracowali lub gdy niezaleznie doszli do tych samych czy
podobnych wynikéw mniej wigcej w tym samym czasie). Zdarza si¢ tez, ze za nazwe¢ wlasng otrzymuja temat,
ktorego dotycza (wtedy nosza nazwe ,,twierdzenie o ...”).

UWAGA
Wigkszo$¢ osob, jak si¢ dowiaduje, ze ma co$ udowodnig, to si¢ przeraza! Btad!!! Nie nalezy si¢ w takiej sytuacji
przerazaé, lecz cieszy¢. Tak, ...cieszy¢! O wicle tatwiej jest bowiem udowodnic co$, niz obliczy¢. Zobacz zreszta
sam. ,,Oblicz 2 + 2” — musisz to obliczy¢, a gdy juz tego dokonasz, nie wiesz, czy otrzymates dobry wynik.
,Udowodnij, ze 2 + 2 = 4” — tez musisz obliczy¢ sume 2 + 2, ale z gory wiesz, jaki masz otrzyma¢ wynik, a to z
kolei oznacza, ze

-z jednej strony, ze jak go otrzymasz, to wiesz, ze osiggnates prawidtowy wynik,

- a z drugiej strony sam wynik naprowadza ci¢ na wlasciwa droge dojécia do niego, co jest znacznym

ulatwieniem w caltym postepowaniu.
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UWAGA

Poszczegodlne prawa (szeroko rozumiane, tj. twierdzenia, lematy, ...) w danej teorii mozna udowadnia¢ tylko
dlatego, ze jest ona ,,zaksjomatyzowana”. Z kolei pod pojeciem tym nie tyle kryje si¢ fakt, ze ,,ma ona aksjomaty”,
ile, ze ,,jest formalna”.

UWAGA

Oprocz stownych specyfikacji dowodow ze wzgledu na sposob ich przeprowadzania, mamy réwniez ich stowne
specyfikacje z wzgledu na to do jakiego rodzaju twierdzen si¢ one odnoszg. Otoz, jezeli jedynie do whasnosci, to
wtedy czgsto stosujemy do nich okreslenia: sprawdzenie, wytlumaczenie.

Z kolei rzadziej stosowane okreslenie weryfikacja odnosi si¢ do ,,dowodoéw” (tj. uzasadnien) hipotez, tez i teorii.

UWAGA dotyczgca dowodow

Wigkszo$¢ osob, jak si¢ dowiaduje, ze ma co$ udowodnié, to si¢ przeraza! Btad!!! Nie nalezy si¢ w takiej sytuacji
przerazaé, lecz cieszy¢. Tak, cieszy¢! O wiele latwiej jest bowiem udowodni¢ co$ niz obliczy¢. Zobacz zreszta
sam: ,,Oblicz 2 + 2” — musisz to obliczy¢, a gdy juz tego dokonasz, nie wiesz, czy otrzymate§ dobry wynik.
,Udowodnij, ze 2 + 2 = 4” — tez musisz obliczy¢ sume 2 + 2, ale wiesz jaki masz otrzyma¢ wynik — to oznacza, ze
jak go otrzymasz, to osiggnates prawidtowy wynik, a z drugiej strony wynik naprowadza ci¢ na wlasciwa droge
dojscia do niego. Dowody nie powinny wigc Ci¢ paralizowaé, lecz mobilizowac!

OBECNIE PRZYJRZYJMY SIE DEFINICJOM.

Definicja, to inaczej okreslenie, co czym jest, za co mamy to co$ uwazac¢. Wprowadza si¢ je, aby nie byto
watpliwosci, co do zakresu znaczeniowego tych pojeé (tj. by uscisli¢ ich potoczne rozumienie) lub tez by wrecz je

wprowadzic.
Wszystkie definicje zbudowane sg w nastepujacy sposob:
- Xjestto...”,

- ,,X-em nazywany takie / kazde / te ...”,
Pierwszy podany w nich czton — to co definiujemy, czyli pojecie definiowane, to z taciny definiendum.
Drugi ich czton (po taczniku: jest to, nazywamy, ...), to czton definiujacy, z taciny noszacy nazwe definiens.
Dobrze (tj. poprawnie) zbudowana definicja musi by¢ rownowaznoscia, tj. zakres pojeciowy definiendum musi
pokrywa¢ si¢ z zakresem pojgciowym definiens.
Moga zdarzy¢ si¢ nastgpujace sytuacje:

| @ﬁmeﬂs 2) ) 3)@
definienduny definiens definiens definiendum

definicja za szeroka definicja za waska definicja czg¢éciowo adekwatna
4)@ Q 5) Q

definiens definiendum definiens = definiendum

definicja nicadekwatna definicja adekwatna (poprawna)

Tylko sytuacja 5. jest poprawna. Sposrod sytuacji niepoprawnych (1. —4.) najczgéciej wystepuja sytuacje 1. — 3.

ZADANIA:

1) Sproébuj poprawnie zdefiniowaé kilka przedmiotéw z Twego otoczenia: zab, krzesto, stot, dom, szklanke.

2) Sprobuj podac po 1 przyktadzie takich ,,definicji”, aby pasowaty one do kazdej z podanych wyzej sytuacji 1. —
5.
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POJECIA ZWIAZANE Z SYSTEMEM - C.D.

Caly czas omawiamy pojecia wystgpujace w pewnym formalnym systemie matematycznych, zwanym
teorig. Systemy takie, oprocz poje¢ i twierdzen (w kazdym z tych przypadkow tak pierwotnych, jak i wtornych)
majg oczywiscie rowniez swojg przestrzen X, na ktorej operuja. Jest to zbior obiektow, do ktorych sie ta teoria
odnosi. Odpowiednikiem przestrzeni w konkretnych sytuacjach nieformalnych, jest uniwersum U. Mowimy wigc,
ze co$ rozpatrujemy n uniwersum ludzi, ale juz na przestrzeni liczb rzeczywistych.

Metoda — to sposob wykonywania operacji na obiektach systemu (np. rozwigzywanie uktadu rownan
metodg przeciwnych wspdtczynnikdéw), lub sposdb przeprowadzania dowodu (np. metoda 0-1-kowa, metoda nie
wprost, ...).

Rachunek (np. zdan, relacji, ...) - to system matematyczny (czy logiczny) postugujacy sie¢
zalgorytmizowanymi procedurami w swej realizacji. Jest wigc on prosty, niec wymaga abstrakcyjnego myslenia. |
,.hie wiedzie¢ czemu” studenci méwia, ze ,,logika jest nielogiczna”, jak w niej nie wystepujg wcale ,,glgbokie,
zawite, trudne do ogarnigcia, przemyslenia”.

6 INFORMATYKI: \

Algorytm, to S$cisle okreSlony sposob postgpowania, dajagcy gwarancje osiggnigcia
zamierzonego rezultatu w skonczonej liczbie krokow.

Procedura (pojecie pochodne) — to wewngetrznie spojna czg¢$¢ algorytmu, odpowiedzialna za
realizacj¢ funkcjonalnej jej czesci (np. przy algorytmie rozwigzywania rownania kwadratowego, jej
czg$¢ odpowiedzialna za wyliczenie delty).

Pojecie procedura wystgpuje tez w znaczeniu potocznym, o takim znaczeniu, jak zostat
okreslony powyzej algorytm. Wtedy okreslenie ,,zalgorytmizowana procedura” znaczy po prostu
,postepowanie algorytmiczne”, czyli Scisle okreslone, dajgce gwarancje osiggnigcia zamierzonego

Qilu w skonczonej ilosci krokow. /

Z samym poje¢ciem systemu, kojarzy si¢ roéwniez pojecie ,,dziatalno$é systemowa”. W pracy naukowej mamy do
czynienia z kilkoma sposobami dziatalnosci. Jaki$ pomyst (wynalazek czy odkrycie) moze pojawic si¢ w wyniku:
a) dzialalnosci systemowej (z taka to gtéwnie zapewnie kojarzysz prace naukows),

b) dzialalnoéci chaotycznej (okreSlenie moze troch¢ mylace, bo 1 w tym przypadku wszystko jest
uporzadkowane, jednak stochastyczne /= przypadkowe/); mamy to po prostu do czynienia z szeregiem
doswiadczen losowych na bazie ktorych wyciggamy wnioski o sposobie zachowania si¢ catej populacji (przy
czym owe badania mogg by¢ prowadzone bez posrednio na danych systemach Iub jedynie na ich
schematach),

¢) w koncu do wyniku w nauce mozemy doj$¢ na drodze przypadku, w niektorych przypadkach okreslanego
jako ,,btysk geniuszu”.

STRUKTURY SYSTEMOW

Zbada¢ strukture systemu, to inaczej ,,okreslic jego wlasno$ci wewnetrzne” (a wigc bez rozpatrywania
jego zaleznosci z innymi systemami).

Jedna z takich kwestii (rozpatrywanych w tym podrgczniku) jest okreSlenie ,,zbior X jest zamkniety (ze
wzgledu) na operacje f, ktore oznacza, ze wykonanie tej operacji na obiektach z tego zbioru zawsze daje wynik o
wartosci w tym zbiorze; w przeciwnym przypadku mowimy, ze zbior ten nie jest zamknigty (ze wzgledu) na te
operacj¢. Tak np. zbior N liczb naturalnych jest zamknigty ze wzgledu na operacje dodawania (bo suma dwoch
liczb naturalnych zawsze jest liczba naturalng), a nie jest zamkniety ze wzgledu na operacje odejmowania (gdyz
réznic dwoch liczb naturalnych niekoniecznie musi da¢ liczbe naturalng, np. 5 - 9= - 4).

W matematyce mozemy tez rozpatrywacé zaleznosci zachodzace migdzy réznymi systemami, a w
szczegblnosci porownywaé je. Otdéz, w matematyce moéwimy, ze dwa systemy sg izomorficzne, jesli istnieje
wzajemna odpowiednio$¢ mi¢dzy nimi. Oznacza to, ze gdy bedziemy w prawach jednego z nich w konsekwentny
sposob zamienia¢ poszczegdlne znaki (symboli, operacji, zmiennych zdaniowych, predykatow, zbioréw, ...) na
odpowiednie (odpowiadajace im) znaki drugiego systemu, to zawsze bedziemy otrzymywaé odpowiadajace im
prawa drugiego z tych systemow, przy czym odpowiednio$¢ ta dziata rowniez w druga strong. Systemy takie maja
te samg strukture (tak ksztattu praw, jak i metod dowodowych).

Dzialaé¢ systemowo oznacza robi¢ to w sposob przemyslany, zgodny z okreslonym algorytmem, a wigc w sposob
niezawodnie prowadzacy do okreslonego celu i to w miare jak najprosciej.
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POZOSTALE POJECIA WYSTEPUJACE W MATEMATYCE

Tak po definicji, jak i po twierdzeniu (w szerokim znaczeniu tych terminéw), w zeszycie studenta
matematyki mozna spotka¢ mozna spotkac nastgpujace rzeczy:
1) Omowienie, czyli wyjasnienie, objasnienie - stuzy ,,rozjasnieniu spawy”.
2) Przyklad — rowniez stuzy ,,rozjasnieniu spawy”.
3) Zastosowanie — stuzy wskazaniu celowosci wprowadzenia, czy podania danej definicji czy twierdzenia.
4) Uwaga — stuzy do uwypuklania pewnych kwestii, zwrocenia uwagi na co$ szczegolnego

Ponadto, aby utrwali¢ zdobyty material, w zeszycie studenta matematyki (tym razem juz od ¢wiczen, a
nie wyktadow), spotka¢ mozna — rzecz jasna — szereg:
1) zadan,
2) polecen,
3) ¢wiczen,
4) aco zatym idzie rowniez sprawdzen poprawnosci ich wykonania (sam zresztg w szkole po rozwigzaniu
zadania tez ,,sprawdzates$”, czy wynik si¢ zgadza z wymogami zadania)

Podczas sprawdzania, czy jakas rownosc¢ jest prawdziwa, czy zachodzi dana wlasno$¢, itp., mozliwe sa
dwie odpowiedzi: TAK i NIE. Aby odpowiedziec ,,tak” — musimy ja udowodni¢, a aby odpowiedzie¢ ,,nie” —
podac (po wczesniejszym znalezieniu) tzw. kontrprzyklad, czyli przyktad zadajacy ktam przypuszczeniu
prawdziwosci rozpatrywanej rownosci, czy zachodzenia danej wtasnosci, itp. Metode t¢ stosuje si¢ gtdéwnie do
twierdzen generalnych:

- pozytywnych (,,kazde x z rozpatrywanego uniwersum spehia ...”, tj. A P(x) )
x
- 1inegatywnych (,,zadne x z rozpatrywanego uniwersum nie spetnia ...”, tj. A ~P(x) )
X
W tym celu nalezy zanegowac cale rozpatrywane stwierdzenie i wykazaé, ze tak whasnie jest. W oparciu o dwa
prawa de Morgana dla rachunku predykatow, otrzymujemy
-z 1 prawadla I z tych stwierdzen, Ze ,,istnieje taki X z uniwersum, ze nie spetnia on ...”
-z Il prawa (a wlasciwie z prawa, ktore otrzymamy z niego po zanegowaniu obu jego stron, tj.
~~V P(x) <> ~ A ~P(x),
x x
i dalej, zastosowaniu prawa podwojnego przeczenia do jego lewej strony, tj. w sumie z prawa:
V P(x) > ~A~P(x) )
x x

dla II z tych stwierdzen, ze ,,istnieje taki x z uniwersum, ze spetnia on ...”.

Takie postgpowanie jest wigc proste - wymaga znalezienia jedynie jednego kontrprzyktadu, obalajacego nasze
wyjsciowe twierdzenie, rownos¢ itp.

[ ~~p <> p - prawo podwojnego przeczenia ]

I prawo de Morgana dla rachunku predykatéw: ~ A P(x) <> V ~P(x)

x X
II prawo de Morgana dla rachunku predykatow: V P(x) <> ~ A ~P(x)
x x

UWAGI:

1. Pojecia, ktore juz tu si¢ pojawily, a mianowicie: sprawdzenie, zatozenie (jednak z dopowiedzeniem:
indukcyjne), teza (tez z dopowiedzeniem: indukcyjna) i dowod (réwniez z dopowiedzeniem: tezy
indukcyjnej) zostang szczegotowo omowione (zdefiniowane i objasnione) w 7.rozdziale niniejszej pracy). Ich
znaczenie bedzie pochodne od dotychczas oméwionego.

2. Pojecie ,teza” stosuje si¢ tez nieraz jako rOwnowazne z pojgciami: argument, twierdzenie. (odpowiednio np.
w sformutowaniach: ,,na swa obron¢ przytoczyl nastepujace tezy”, ,,w systemie tym zachodza nastepujace
tezy”). My jednak w kursie tym bedziemy unikali tego typu podejécia, aby zachowaé w miar¢ jednoznaczne
rozumienie stowa ,,teza”.

Dopowiedzmy tu jeszcze, Zze w matematyce pojgcie rownos¢ i rownanie (a wigc odnoszace si¢ do takich
Htworow”, ktore posiadajg lewa iprawg strong potgczone znakiem ,,=”), oznaczajg co innego!

1) Rowno$¢ jest zawsze prawdziwa (przyktad: a + b="b + a), a wiec wyraza ona pewne prawo,

2) Z kolei réwnanie juz takie nie jest (przyktad: a + 2 =7) — je si¢ rozwigzuje, podajac dla jakich
konkretnych wartosSci jest prawdziwe.
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II. ZBIORY I LICZBY

6. Teoria mnogosci

Uzyte w tym sformutowaniu pojecie ,,mnogos$¢” oznacza, ze jest to teoria opowiadajaca o zbiorach. Z
kolei stowo ,,teoria” oznacza, ze bedziemy mieli do czynienia z opisem rzeczywisto$ci dokonanym w sposob
formalny, a wiec przy pewnych zatozeniach, jak i z okre§lonego punktu widzenia.

Teoria mnogoSci powstata w odpowiedzi na zauwazong na poczatku XX wieku przez angielskiego
matematyka antynomie¢ Russella (czyt.: rasela). Stowo ,,antynomia” oznacza sprzeczno$¢ mie¢dzy zdaniami, z
ktorych kazde wydaje si¢ dobrze uzasadnione, lub tez sprzeczno$¢ w obrebie jednego zdania. Za jej przyktad
mozna przytoczy¢ znang juz od czaséw starozytnosci tzw. antynomi¢ ktamcy, ktdrg w najprostszej postaci mozna
wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

Ktos powiedzial: ,, To, co w tej chwili mowig, jest ktamstwem”. Czy mowit on prawde, czy klamat?

Jakiejkolwiek bysmy nie udzielili odpowiedzi, zawsze okazatoby si¢, Ze jest ona btedna, gdyz prowadzi

do sprzecznosci. Jesli bowiem uznamy, ze méwit prawde, to znaczy ze klamat (bo sam tak stwierdzit w

swojej prawdziwej wypowiedzi). Je$li za§ uznamy, ze klamal, to oznacza (przechodzac do jego

wypowiedzi), ze klamstwem jest ze ktamal, czyli ze mowit prawde.
Przeanalizujmy jednak samg antynomi¢ Russella (a wigc juz tg, ktdra odnosi si¢ do zbiordéw).
Przyjmijmy, Ze zbidr jest normalny witw, gdy sam do siebie nie nalezy.

Innymi stowy: X jest normalny <> X & X.

[ W tekscie pisanym znak <> zastgpujemy skrotem witw (ktory czytamy: wtedy i tylko wtedy) ]

Zbiorem normalnym jest wi¢c np. zbior palcéw, gdyz sam palcem nie jest!

Niech N oznacza zbior wszystkich zbioréw normalnych (tylko ich!).

Zastanowmy si¢ obecnie: czy (tak zdefiniowany zbidr) N jest normalny?

Rozpatrzmy dwa przypadki:

1) Zalézmy, ze N jest normalny. Wtedy (z definicji zbioru normalnego) N ¢ N, a stad dalej wnioskujemy (ze
wzgledu na stowo ,,wszystkich” w definicji zbioru N), ze N nie jest normalny (bo, W oparciu o prawo
transpozycji, gdyby byt normalny, to by musiat sam do siebie nalezec).

[ prawo transpozycji: (p = q) <> (~¢ > ~p) ]

2) Zalézmy z kolei, ze N nie jest normalny. Wtedy (z definicji zbioru normalnego) N € N, a stad dalej
wnioskujemy (ze wzgledu na stowo ,,tylko” w definicji zbioru N), ze N nie jest normalny (bo, w oparciu o
prawo transpozycji, gdyby byl normalny, to by musiat sam do siebie naleze¢).

W oparciu o prawo zastgpowania réwnowaznosci

[ prawo zastgpowania rownowaznosci: [(p > g) A (g > p)] & (p © q) ]

wnioskujemy stad, ze:
N jest normalny witw gdy N nie jest normalny.

Otrzymali$my wigc zdanie postaci p <> ~ p, ktore (jako kontrtautologia) oznacza sprzecznos¢.

Oznacza to, ze (dotychczasowe) intuicyjne pojmowanie pojec i intuicyjne dowodzenie moze doprowadzié
do fiaska.

Kazdg teori¢ matematyczna bedziemy tworzy¢ jako sformalizowana. (zgodnie z wytycznymi
przedstawionymi w rozdziale ,,metodologiczne podstawy matematyki’). Postagpimy wiec i tak w przypadku teorii
mnogos$ci, a konkretnie pewnej jej realizacji, zwanej (od nazwisk jej tworcow) systemem Zermelo-Fraenkla.
Wyr6zniamy w niej dwa pojecia pierwotne (niedefiniowalne, o ktorych zaktadamy, ze sa w jednoznaczny sposob
rozumiane przez ogoét ludzi):

1. ,bycie zbiorem” (co oznaczamy przy pomocy jednoargumentowego predykatu Z, a fakt, ze 4 jest zbiorem
oznaczamy w nastgpujacy sposob: Z(A), czyli jest to predykat),

2. ,bycie elementem zbioru” (lub rownowaznie: nalezenie do zbioru) (co oznaczamy przy pomocy symbolu €, a
fakt, ze x jest elementem zbioru A zapisujemy w nastgpujacy sposob: x € A).

Zbiory oznacza¢ bgdziemy przy pomocy wielkich liter, a ich elementy — przy pomocy matych liter.

A, B, C, ..., czy tez X, Y, Z— oznaczajg wigc zbiory,

Zasa, b, c, ..., czy tez x, y, z — ich elementy.
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Jak jednak definiowaé zbiory? Ot6z mozemy to zrobi¢ na kilka sposobow:
1. bezposrednio wymieniajac jego elementy;
2. wskazujac (przy pomocy pewnej zaleznosci, czy tez wtasnosci), ktore obiekty sg jego elementami;
3. wyrysowujac jego elementy i obwodzac je wspolnie kredka.
Ad3
Ten trzeci sposob, stosowate$ juz zapewne w przedszkolu, a jako ze zaden matematyk tam nie siedzi — my nie
bedziemy tak robi¢. Tylko matly przyktad gwoli przypomnienia.

A

Mamy tu trzyelementowy zbior 4, ztozony z kota, kwadratu i trojkata.

Ad1

Z kolei zbiory:

B=1{1, 2, 3, 4} —to zbidr ztozony z nastegpujacych 4 elementéw: 1, 2, 314 (czyt.: B jest to zbidr ztozony z 1, 2, 3
i4). O tym, ze jest to zbior §wiadczy nawias klamrowy.

Cc=1{1,23,4,5,6,7,8,..} —to zbidr ztozony z I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 itd., czyli po prostu ze wszystkich liczb
naturalnych, czyli mozemy powiedziec, ze jest to po prostu zbidr liczb naturalnych. W odréznieniu od
zbioru B (ktory byt skonczony, bo posiadat skonczong ilo$¢ elementow) — ten jest nieskonczony (bo posiada
nieskonczong liczbe elementéw; §wiadczg o tym kropki na jego koncu). Z taka nieskonczonoscia bedziemy
tez mieli do czynienia, gdy owe kropki znajda si¢ na jego poczatku (np. D= {..., -5, -4, -3, -2, -1} — zbior
liczb catkowitych ujemnych), czy tez tak na poczatku jak i na koncu (np. £ = {..., -10, -5, 0, 5, 10, ...} —
zbidr liczb podzielnych przez 5). Kropki mogg wystapi¢ tez w srodku (np. F = {I, 2, 3, ..., 97, 98, 99} —
zbior wszystkich liczb catkowitych od / do 99), ale wtedy oznacza to skonczong ich liczbe, lecz na tyle duza,
ze ich wszystkich nie wymieniamy, gdyz i tak wiemy (bo si¢ jednoznacznie domyslamy) o ktore chodzi.

Ad2
Zbior liczb parzystych dodatnich zgodnie z punktem 1. opisalibySmy: G= {2, 4, 6, 8, ...}.

Mozemy to jednak zrobi¢ i inaczej: G = {x: x = 2k A k € C}. /czyt.: G jest zbiorem tych x-6w, ktére mozna
zapisaé w postaci 2k, gdzie k (jako element powyzej zdefiniowanego zbioru C) jest liczbg naturalng./ Tak wigc
zbior G sklada si¢ z tych wszystkich liczb, ktore sa dwukrotnosciami liczb naturalnych. Jest wigc on zbiorem
parzystych liczb naturalnych (czy réwnowaznie: parzystych liczb catkowitych dodatnich, ale nie ma przeciez co
komplikowaé sprawy!).

Wsrod zbiorow znamy juz (z podstawowki, gimnazjum i szkoly ponadgimnazjalnej) charakterystyczne zbiory
liczbowe, ktore to (a jako posiadajace swe nazwy wilasne) oznaczamy (jak to zbiory) wielka litera (w tym
przypadku — jako wiasnie ,,jedyne w swoim rodzaju”) z jedng podwojng kreska (pionowa lub ukos$ng).

- N — zbior liczb naturalnych,

Cze¢$¢ matematykow definiuje go od zera: N= {0, 1, 2, ...}, a czg$¢ od jedynki (a wigc nie wlicza do niego
zera): N= {1, 2, ...}. Aby ustrzec si¢ dwuznacznosci, musimy si¢ zdecydowaé na jedng z tych definicji. Ze
wzgledow praktycznych, lepiej jest ustali¢ (i my tak wiasnie zrobimy), ze N = {/, 2, ...}, a wowczas, gdy
bedziemy chcieli oddaé poprzednie (odrzucone) oznaczenie N , to wyrazimy je zapisem: Ny=N u {0} = {1,
2, u{0}y=1012 ..}.

- Q - zbidr liczb wymiernych.
Zauwazmy przy tym, ze w zbiorach tych mozemy wyro6znic ich podzbiory:

- ze wzgledu na to, czy mamy do czynienia z ich dodatnig czy tez ujemng czgécia (wtedy w przypadku zbioru
liczb catkowitych oznaczaé je bedziemy odpowiednio: Z' i Z),
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- ajesli uwzglednimy jeszcze mozliwos¢ dotaczenia do nich zera, to bedziemy mieli do czynienia odpowiednio
z ich czgscig nieujemna i niedodatnia (co w przypadku liczb catkowitych oznaczymy odpowiednio:
Zo =Z " U{0} i Zy=Z U {0}).

Oczywiscie w przypadku zbioru liczb wymiernych (Q) i rzeczywistych (R) stosujg si¢ analogiczne oznaczenia.

W przypadku zbioru liczb naturalnych dodatkowo mamy:
Z'=N,Zy=Z"U{0}=N,.

Poniewaz jeden rysunek mowi wigcej niz tysigc stow, przedstawmy to na ponizszym diagramie:

O
liczby niedodatnie (Zy = Z " v {0}). liczby dodatnie Z" = N
1 x

liczby ujemne (Z ) liczby nieujemne (Z," = Z " U {0} = Ny)

O

Ze wzgledow formalnych, na osi liczbowej (aby mogta by¢é nazywana ,,0sig liczbows”) dodatkowo zaznaczono
jednostke ,,/”” i co ta o$ opisuje — tu: ,x”-y.

Dodatkowo widzimy wigc, ze zbiory liczbowe mozna przedstawiac tez w inny sposob:
1) w szczegolnych przypadkach przy pomocy standardowego oznaczenia, np.: N, O, Z,";
2) przy pomocy predykatow <, >, > 1 <, np.: x>3, 4<x<8;
3) przy pomocy oznaczen graficznych jak w przypadku wyzej przytoczonej osi liczbowe;.

Obecnie mozemy juz przejs¢ do prezentacji poszczegdlnych aksjomatow teorii mnogosci:

I Aksjomat jednoznacznosci (zwany réwniez aksjomatem egzystencjonalnosci):
Jezeli zbiory sktadajg si¢ z tych samych elementdw, to sg identyczne,
co symbolicznie zapisujemy w nastepujacy sposob: ZA)ANZB)AAN[x e A<>x € Bl > A=B,
X
co z kolei czytamy:
- jeSli A 1 B sg zbiorami, a przy tym jest tak, ze dowolny obiekt jest elementem zbioru A4 witw, gdy jest
elementem zbioru B,
- to(zbiory) 4 i B sg identyczne.

Zwrdémy uwage na nastgpujace pary zbiorow:

1) A=1{2,2,5}iB=1{2 5 5}. Wmysl powyzszego aksjomatu sg one identyczne, gdyz sktadajg si¢ z tych
samych elementow. W zbiorze 4 nie ma zadnego elementu, ktérego nie bytoby w zbiorze B, 1 — vice versa — w
zbiorze B nie ma zadnego elementu, ktérego nie byloby w zbiorze 4. Mozna wigc zapisa¢ 4 = B, a nawet 4 =
B =C, gdzie C = {2, 5, 5}. Zapytasz wigc zapewne: zaraz, zaraz — to jeSli ktos§ ma szkole z matmy 2, 21 5
($rednia 3), to jest to samo, jakby miat 2, 5 1 5 ($rednia 4)? Otdz nie — w dzienniku oceny nie tworzg bowiem
zbioru, lecz cigg. W ciggu wazna jest bowiem kolejnos¢ i krotnos¢, a w ciggu nie (jak w naszych zbiorach 4,
BiC).

2) A’=1{2,5} 1B = {5, 2}. Tutaj analogicznie — oba te zbiory sktadajg si¢ z tych samych elementdéw, a wigc sa
identyczne. Fakt, Ze sa one podane w odwrotnej kolejnosci nie ma najmniejszego znaczenia. GdybySmy
jednak rozpatrywali to w kategorii ocen w dzienniku, to:

- w1 przypadku nauczyciel sktonny byt by da¢ uczniowi czworke, gdyz ten osigga coraz lepsze wyniki,
- awll przypadku — jedynie trojke, ze wzgledu na coraz gorsze wyniki.

3) A7={1,4}1B"’= {1, 2+2}. 1 wtym przypadku oba te zbiory sg identyczne. W mysl powyzszego aksjomatu
sktadaja si¢ bowiem z doktadnie z tych samych elementéw, a to, ze jeden z nich jest wyrazony w rozny
sposob (4 jako 4 i jako 2+2) nie ma tu najmniejszego znaczenia.

Zdefiniujmy pojecie inkluzji (tj. zawierania si¢) zbiorow.
Ot6z mowimy, ze zbidr A zawiera si¢ w zbiorze B (lub rownowaznie: zbidr A jest podzbiorem zbioru B, czy tez:

zbidr B jest nadzbiorem zbioru A) witw, gdy kazdy element zbioru 4 jest elementem zbioru B.
Ponizej przedstawitem to na rysunku, przy pomocy symbolicznego zapisu oraz oméwilem éw symboliczny zapis.

B
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AcBo Alxed—>xeB]
X
CO czytamy:
zbidr A zawiera si¢ w zbiorze B witw, gdy
- dla kazdego x jest tak, ze jesli x jest elementem zbioru 4, to i to x jest elementem zbioru B
- lub réwnowaznie: kazdy element zbioru A4 jest elementem zbioru B.

Jak si¢ okazuje, rowno$¢ zbiorow mozna wyrazi¢ za pomocg ich inkluzji, w nastepujacy sposob:
A=B & Ac BABc A (coczytamy: dwa zbiory sg identyczne witw nawzajem si¢ w sobie zawierajg).

A=B

Jest to zarazem KRYTERIUM rownosci zbiorow.

Stowo , kryterium” oznacza, ze wyrazamy jedno pojecie za pomocg innych, w sumie rownowaznych mu.
Y

Przy okazji mozemy podaé tu od razu trzy kryteria inkluzji zbioréw — wyrazone odpowiednio przy pomocy:
-ichréznicy: AcBoA-B=C
- ich sumy: AcB<AUB=B
- ich przekroju: 4 cBANB=4

Latwo dostrzezesz ich zachodzenie wprost z definicji tych poje¢ (inkluzja, suma, réznica przekrdj, rownosé
zbiorow), jak i z samego rysunku:

II Aksjomat zbioru pustego.
Istnieje zbior taki, ze zaden przedmiot nie jest jego elementem,
co symbolicznie zapisujemy w nastepujacy sposob: V AxegeAd
Z(A) x
Przeczyta¢ mozemy to w nastepujacy literalny sposob:
Istnieje taki zbior A, ze jakiegokolwiek bySmy nie brali x, to na pewno nie jest on jego elementem.

Ze wzgledu na specyfike jezyka polskiego, fakt ze ,,dla kazdego x nie zachodzi”, czytamy: ,,dla zadnego x nie
zachodzi”, w zwiazku z czym to co w aksjomacie symbolicznie zapisalismy ,,dl kazdego x, x ¢ A", podalismy
stownie: ,,zaden x nie nalezy do 4”.

@_, Zbior A nie posiadajacy zadnych elementow

Od razu zauwazmy tu, ze gdybySmy z kolei mieli do czynienia z zapisem A x € A4, to literalnie przeczytalibySmy
X
to ,,dla kazdego x jest tak, ze x nalezy do A”, a po polsku: ,kazdy x nalezy do 4”.

Twierdzenie:

Istnieje co najwyzej jeden taki zbior, do ktorego zaden element nie nalezy.

Dowod:

Zatdézmy (nie wprost), ze istniejg dwa takie zbiory: A i B (ze wzgledu na specyfike dowodu nie wprost pokazemy,
ze doprowadzi nas to do sprzecznosci). Na mocy definicji, zbiory te sktadajg si¢ z tych samych elementéw, a stad
na mocy aksjomatu I sg identyczne, czyli A = B. Oznacza to, ze de facto istnieje jeden zbidr (moze tylko na dwa
sposoby nazwany — odpowiednio: 4 i B).

Teraz, kiedy wiemy juz:
1) ze istnieje taki zbior, do ktorego zaden element nie nalezy (z II aksjomatu),
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2) oraz ze jest on tylko jeden (z powyzszego twierdzenia),

zatem mozemy w koncu go zdefiniowaé (co niniejszym czynimy):
Definicja:

Zbior pusty — jest to taki zbior, do ktorego zaden element nie nalezy.

II’ Aksjomat pary nieuporzadkowanej
(mozna go wyprowadzi¢ z innych aksjomatow, wigc jest to wilasciwie twierdzenie, a nie aksjomat; nazwa
aksjomat pozostata jedynie ze wzgledow historycznych /kiedy jeszcze tego nie wiedziano, ze to nie jest aksjomat/
i ze wzgledu na jego doniostosc¢; dlatego tez oznaczamy go II°, a nie III).
Brzmi on nastepujaco:
Dla dowolnej pary przedmiotéw a, b istnieje zbior, ktorego jedynymi elementami sg obiekty a i b.
Symbolicznie mozemy go zapisaé w nastgpujacy sposob: A V. A[xed<>x=avx=0>]
a,b Z(A) x
Zbior taki oznaczaé bedziemy {a, b}.

A

W powyzszej rownowaznosci (na ktérag — jak wiadomo ze wzgledu na prawo: (p <> q) <> (p >qgAqg — p)-
sktadajg si¢ dwie implikacje w przeciwne strony):
1) implikacja w lewg strong (,,<—") oznacza, ze ,,tak a jak i b sa elementami zbioru 4” (bo literalnie czytajac
mamy: jesli co§ nazywa si¢ a lub b, to to co$ nalezy do A);
2) implikacja w prawa stron¢ (,,—”’) oznacza, ze ,.tylko a i b moga naleze¢ do zbioru A” (bo literalnie
czytajac mamy: jesli co$ nalezy do 4 — to to co$ to musi by¢ a lub b /a nie co innego!/).
Lacznie oznacza to, ze na zbior A sktadaja si¢ elementy a i b1 zaden inny, czyli ze 4 = {a, b}.

III Aksjomat sumy

Wprowadzmy oznaczenia:

? (p duze pisane) — rodzina zbiorow (a wigc zbidr zbiorow)

S — suma tych zbiorow.

Dla kazdej rodziny zbiorow @ istnieje zbidr S, ztozony wytacznie z tych wszystkich elementow ktére nalezg do

ktoregokolwiek zbioru 4 rodziny 9.

Symbolicznie mozemy to zapisa¢ w nastgpujacy sposob: Z(P)AA ZA) —> V AlxeSV x €4]

Ae @ Z(S) x Ae @

Czytamy to w nastepujacy sposob:

- jesli @ jest zbiorem i kazdy element 9 tez jest zbiorem (czyli tacznie innymi stowy: jesli 9 jest zbiorem
zbioréw, lub jeszcze krocej: jezeli @ jest rodzing zbiorow),

- to wowczas istnieje taki zbior S, ze dla kazdego x-a jest tak, ze jest on elementem owego zbioru S witw, gdy
jest elementem ktoregos ze zbiorow rodziny @ (czyli innymi stowy, gdy jest elementem sumy zbioréw rodziny
9 — stad wlasnie nazwa tego aksjomatu).

4 @ - tu zbidr 3-elementowy

S — tu zbioér 10-elementowy

Sumg zbioréw rodziny @ (lub krocej: sumg rodziny 9, co oznaczamy U 4, atozkolei literalnie czytamy:
Ae 9@
suma zbioréw 4 po A4 nalezacych do 9 ) nazywamy zbidr ztozony wylgcznie z tych wszystkich elementow, ktore
nalezg do ktoregokolwiek zbioru 4 rodziny & (jest to suma elementéw wszystkich zbiorow).
Symbolicznie mozemy oddaé to w nastepujacy sposob: Ua= {x: V xed},
Ae @ Ae 9@
a stad otrzymujemy (réwnowazny mu zapis): xe J 46 V xed.
Ae P Ae 9P
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Twierdzenie o istnieniu sumy dwoch zbioréw
Dla dowolnych zbiorow A4, B istnieje doktadnie jeden zbidr ztozony wylgcznie z tych wszystkich elementoéw, ktore
nalezg do zbioru 4 lub do zbioru B.

Symbolicznie:
A VIi[xeC e xedvxebB),
Z(4), Z(B) Z(C)
w ktorym wykrzyknik po kwantyfikatorze szczegdélnym oznacza, ze ,,istnieje doktadnie jeden obiekt, o ktorym ten
kwantyfikator orzeka”).

Wystepujace w tym twierdzeniu stowo ,,lub” oznacza, ze mamy do czynienia z sytuacja jak na rysunku ponizej,
gdzie zakreskowanie oznacza zbior o ktorym orzekamy (sktada si¢ on wige z tych elementow, ktore sg tylko w
zbiorze A, tylko w zbiorze B, jak rowniez tych, ktore sg tak w zbiorze 4 jak i w zbiorze B).

A B

Dowod:
Na mocy aksjomatu pary nieuporzgdkowanej, istnieje obiekt @, ktérego jedynymi elementami sg zbiory 4 i B
(symbolicznie: 9 = {4, B}).
Na podstawie aksjomatu sumy istnieje suma tej rodziny: Ux (co czytamy: suma zbioréw X po X branych z 9)
Xe9
1. Sprawdzmy, co si¢ na nig sktada:
xelUXo VieXo VXePaxeX) © V[(X=AvX=B)rxeX] &

Xeo | xeo | X v X |
z def. sumy  z metody wysuwania predy-  z definicji zbioru  z prawa rozdzielnosci alternatywy wzgle-
uogolnionej  katu za znak kwantyfikatora 9 (9 = {4, B}) dem koniunkcji: (pvg)ar <> (pAr) v (gar)

© V(X=4ArxeX)v(X=BarxeX)] &> xeAdAvxeB
X

z redukcji wyrazen w nawiasach i usuni¢cia kwantyfikatora z X-em (bo nic wowczas nie wigze).

Definicja
Suma zbioréw 4 i B nazywamy zbiér ztozony wyltacznie z tych wszystkich elementow, ktore naleza do zbioru 4
Iub do zbioru B.

Symbolicznie: AUuB={x:xeAvxeB}
lub réwnowaznie: xedAuB«<xeAvxeB
Twierdzenie

Dla dowolnych przedmiotéw a, b i ¢ istnieje doktadnie jeden zbidr, ktorego jedynymi elementami sg a, b i c.

Dowod:

Przypatrzmy si¢ nastgpujgcej rownowaznosci: x e X<>x=avx=bvx=c.

Sktadajg si¢ na nig dwie implikacje:

1) w lewo («), oznaczajaca ze te elementy (a, b i ¢) nalezg do X,

2) w prawo (—), oznaczajaca ze jesli co$ nalezy do X, to whasnie one (a, b i ¢), czyli (innymi stowy) ze tylko one
mogg naleze¢ do X.

Udowodnienie twierdzenia sprowadza si¢ wigc do udowodnienia owej rownowaznosci.

Niech a, b i ¢ bedg dane. Na mocy aksjomatu pary istniejg zbiory {a, b} oraz {c, ¢} = {c} (t¢ rownos¢

otrzymujemy na mocy aksjomatu jednoznacznos$ci). Na podstawie twierdzenia o sumie zbiorow istnieje suma tych

zbioroéw: {a, b} U {c} = X. Tak wiec:

xeX © xef{a,bluict & xefablvxe{c} © x=avx=bvx=c,

co konczy dowod.
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Twierdzenie
Dla dowolnej skonczonej liczby przedmiotéw a;, a,, ..., a, istnieje zbidr, ktorego jedynymi elementami sg te
obiekty.

Jesli mamy do czynienia z pewng (nie znang nam) liczba obiektow, o ktorych wiemy tylko, ze jest ich skonczona
ilos¢, wowczas obieramy dla nich jakas nazwe (tu: a), dodatkowo indeksujac je u dotu od jeden do (pewnego) n.
Piszemy wiec: 4 = {a;, ay, ..., a,}.

Dowadd tego twierdzenia przeprowadza si¢ przez indukcj¢. Nie zamieszczamy go tutaj w petnej formie (mam
nadzieje, ze PT Czytelnik mi to wybaczy ©), jako ze metoda indukcyjna bedzie omowiona (i formalnie
uzasadniona) dopiero w III rozdziale (obecnie jesteSmy w I). Jednak rownolegle do wlasciwego sposobu, a w
dodatku nieformalnie, mozna je uzasadnié.

[ ,Uzasadnienie” — krotkie, nie koniecznie formalne, wykazanie prawdziwosci danego sformutowania ]

Uczynimy to w nastepujacy sposob:

Na mocy poprzedniego twierdzenia, mamy zbior ztozony z 3 elementéw. Gdy podobnie jak w jego dowodzie
wezmiemy czwarty (d — odpowiednik ¢) i w konsekwencji {a, b, ¢} U {d} = {a, b, ¢, d}.

Mozemy postepowac tak dalej (owo ,.tak dalej” czyni nasz dowod nieformalnym) az do wykorzystania wszystkich
n elementéw. To konczy nasze uzasadnienie.

Definicja pary uporzadkowanej
(a,b)= {{a}, {a, b}}

W tej chwili omawiamy teori¢ mnogosci (a wigc — dla przypomnienia — odnoszacg si¢ do zbioréw) i w zwigzku z
tym par¢ uporzgdkowang definiujemy tu w oparciu o zbiory. Jest to tylko formalna definicja (i tak nalezy ja
traktowac!), ale za to bardzo dobrze oddaje sens tego pojecia. Intuicyjnie bowiem par¢ uporzadkowang rozumiemy
— jak sama nazwa wskazuje - jako par¢ elementdéw, w ktdrej istotne jest, ktory z nich stoi na I miejscu, a ktory na
II.

Po prawej stronie tej rownosci mamy zbior, ktory sktada si¢ z dwoch zbiorow: jednoelementowego ({a}) i
dwuelementowego ({a, b}). Ten dwuelementowy wskazuje, z jakich elementéw sktada si¢ owa para
uporzadkowana, a ten jednoelementowy (jego element jest jednym z elementéw tamtego dwuelementowego) ktory
z nich stoi na I miejscu. Co istotne, osiggnelismy ten cel, mimo, ze dysponowaliSmy jedynie zbiorami, ktére — jak
wiemy — nie rozrozniajg kolejnosci. Co nadto, gdyby$my zmienili kolejnos$¢ elementéw w rodzinie zbioréw,

[ Przypomnijmy: rodzina zbioréw, to zbidr, ktory sktada sie tylko ze zbiorow ]

czy tez w jej elemencie — zbiorze dwuelementowym, to i tak uzyskalibysmy ten sam efekt — pare (a, b).
Para uporzgdkowana jest wigc ciggiem dwuelementowym.

Pytanie: co oznacza zapis: {{a}, {a}} 1 dlaczego?

Kryterium réwnosci pary
(a,b)=(c,d)e>a=crb=d

W nazwie tego kryterium uzyliSmy pojecia ,,réwnos¢”. Mimo ze tak pojecia ,,rownosc”, jak i ,,rownanie”
wyrazamy za pomocg znaku ,,.=” (rowna si¢), to jednak oznaczaja one co innego:
- ,,;6wnos¢” odnosi si¢ do prawa (jest zawsze prawdziwa, np. a + b= b+ a),

- a ,,réwnanie” nie (jego przyktadem jest np.: 2+ x = 7).
Roéwnania si¢ rozwigzuje, a prawa stosuje (oczywiscie wezesniej wykazujac ich prawdziwos¢).

Kryterium to mozemy odczyta¢ w nastepujacy sposob:
Dwie pary uporzadkowane sg identyczne witw, gdy identyczne sg ich poprzedniki i nastepniki.
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IV aksjomat zbioru potegowego.

Wyobrazmy sobie pewien zbior A. Sklada si¢ on z pewnej liczby elementéw. Mozemy z nich tworzy¢ dowolne
podzbiory zbioru A.

Zbiorem potegowym zbioru 4 nazywamy rodzing¢ ztozong ze wszystkich podzbiorow zbioru A.

Zbior A i jeden z jego podzbioréw

Aksjomat:
Dla dowolnego zbioru 4 istnieje rodzina zbioréw P(A4), ktérej jedynymi elementami sg wszystkie podzbiory zbioru
A (oznaczamy ja 2*).

Tak wiec: X € 2! & X 4.

Przyklady:
1. poniewaz {I} > &, {I} (teityko te!), zatem 2* (=2'"") 5 & {I} (te i tyko te!), a zatem 2* (=2"") = {&] {I}}.
2. poniewaz {1, 2} > &, {I}, {2}, {1, 2} (te i tyko te!), zatem 2* (=2""") 5 & {1}, {2}, {1, 2} (te i tyko te!), a
zatem 2! (=217 = {2 {1}, {2}, {1, 2}}.
Zauwazmy, ze w tym II przykladzie mozemy wyznaczy¢ wszystkie podzbiory zbioru 4 w nastepujacy sposob:
Spisujemy zbior 4 = {1, 2}, a pod jego elementami wszystkie mozliwe ciggi 0-/-kowe: (juz nie w formalny
00 sposOb z nawiasami i przecinkami)
01
10
11
1 oznacza tu, ze dany element jest w naszym podzbiorze, a 0 — ze go tam nie ma. Tak wigc kolejne linie oznaczaja
tu podzbiory: &, {2}, {1}, {1, 2}, a wiec w sunie wszystkie elementy zbioru 2.

Owe ciagi 0-1-kowe mozna tworzy¢ m.in. w nastepujacy systemowy sposob:

1. najpierw na pierwszej pozycji z prawej piszemy 0 i pod nim /;

2. nastepnie dublujemy go w dol, a na lewo od niego piszemy zera, za$ na lewo od czgséci zdublowanej —
jedynki;

3. gdyby$my mieli wigcej elementow w zbiorze 4 odpowiednio tyle razy powtarzalibySmy jeszcze krok 2.

V aksjomat nieskonczonoS$ci
Zauwazmy, ze na mocy aksjomatu zbioru pustego istnieje zbior pusty (&). Na mocy aksjomatu pary istnieje zbidr
ztozony ze zbioru pustego ({£J}). Rozwazanie to mozna kontynuowaé w nieskonczonos$¢, otrzymujac dalej po

kolei: {{}}, {{{T}}}, {({{{F}}}}, ...

Jesli z tak otrzymanych zbiorow utworzymy zbior (a wigc rodzing zbioréw), to bedzie on oczywiscie
nieskonczony (bedzie sktada¢ si¢ z nieskonczonej iloéci elementéw, a to, ze bedg to jedynie zbiory w sumie
zbudowane w oparciu o zbidér pusty, nie ma tu najmniejszego znaczenia, czyni jednak z naszego zbioru
potegowego ,,wielkie nic”).

My jednak zbudujemy go w inny, cho¢ analogiczny sposob:

Istnieje rodzina zbioréw @ o nastgpujacych wlasnosciach:
1) De?,
2) Ae?P > AU {d} 9.
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Zobaczmy, jakie po kolei elementy bedziemy dotgczaé do tworzonego (w oparciu o w/w aksjomat) zbioru (a

wilasciwie: rodziny) &

1) w oparciu o punkt 1) — do P nalezy

2) poniewaz (co dopiero pokazalismy) & € @, zatem w oparciu o punkt 2) aksjomatu, do & nalezy réwniez
DT} = {}

3) poniewaz (co dopiero pokazalismy) {&} € @, zatem w oparciu o punkt 2) aksjomatu, do 9 nalezy réwniez
{gy v {g)) = {2 {F}}

4) poniewaz (co dopiero pokazalismy) {& {0} } € @, zatem w oparciu o punkt 2) aksjomatu, do 9 nalezy roéwniez
({1 v {1y} = {2, {F}, (D {T} ).

Postepujac analogicznie dalej, otrzymujemy w sumie, ze 9= {J, { T}, { { DV}, { D, { T}, {F, {D}} ), ...}

PrzedstawiliSmy tu procedure uzyskania zbioru nieskonczonego.

VI Aksjomat wyboru
Dla kazdej rodziny zbioréw @ niepustych i roztgcznych, istnieje zbior X, ktory ma doktadnie po jednym elemencie
wspolnym z kazdym ze zbioréw nalezacych do rodziny 9.

«Q

Jest o bardzo specyficzny aksjomat. Jako jedyny nie podaje on bowiem, w jaki sposob nalezy go stosowac¢. Mowi
on, ze mozna co$ zrobi¢, ale nie podaje jak tego dokona¢. Dlatego tez méwimy, ze nie jest on konstrukcyjny, a z
tego powodu czes¢ matematykow (tzw. konstruktywisci) nie uznaje go (uznajg tylko te stwierdzenia, ktore nie
tylko mowia, ze mozna co$ zrobi¢, ale i podajg jak tego dokonac).

[ Stwierdzenie — zdanie orzekajace ]

Aksjomat VI’ — aksjomat wyro6zniania
Dla dowolnego zbioru X istnieje zbior A, ktdrego jedynymi elementami sg te wszystkie elementy zbioru X, ktore
spelniajg warunek @(x).

Ow zbioér 4 mozna wiec przedstawié¢ w nastepujacy sposob: 4 = {x € X: d(x)}.

Z kolei aksjomat ten symbolicznie zapisujemy nastgpujaco: Z(X) - V A[x e Aex e XA D)/,
Z(A) x

co czytamy: jezeli X jest zbiorem, to istnieje taki zbior A, o ktérym mozna powiedziec, ze

jego elementami sg te i tylko te obiekty, ktore sg elementami zbioru X i spetniajg warunek &(x).

O Ol|lx @ - obiekt spetniajacy warunek &(x)
O O- obiekt nie spelniajacy warunku @(x)
© zbidr obiektow spetniajacych warunek @(x)
@) e

Aksjomat VII — zastepowania (lub r6wnowaznie: podstawiania)

Jezeli predykat @(x, y) przyporzadkowuje kazdemu elementowi x co najwyzej jeden element y, to dla kazdego
zbioru X istnieje zbidr Y, ktorego jedynymi elementami sg te wszystkie obiekty y, ktore sa przyporzadkowane za
pomocg predykatu @(x, y) pewnym elementom x € X.

Co symbolicznie zapisujemy i czytamy:
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A [P, )ADPx,y)>y=y] > A V AlyeYeo V &(x,y)]

X0,y ZX) AY)y xeX
Jezeli na danym predykacie jest tak, to dla dowolnego zbiory X istnieje zbior Y taki, ze dla dowolnego obiektu
ze jednemu poprzednikowi przypo- y jest tak, ze jest on elementem zbioru Y witw, gdy w zbiorze X istnieje

rzadkowuje zawsze ten sam nastgpnik  dla niego poprzednik w predykacie @(x, y)

Zrébmy stosowny rysunek. Zaznaczamy koéteczka (oznaczajace poszczegdlne elementy). Nastepnie taczymy je
strzatkami, ale tak, ze z zadnego elementu nie moze odchodzi¢ wigcej niz jedna strzatka do innego (lub tego
samego) elementu (oznaczajg one owo przyporzadkowanie predykatowe). Gdy wtedy dowolnie zaznaczymy zbior
X, to jednoznacznie bgdziemy mogli wskazac zbior Y — zbior tych elementow, do ktorych idg strzatki z elementow
znajdujacych si¢ w zbiorze X .

7. Algebra zbiorow

W rozdziale tym omowimy operacje, jakie mozna wykonywac na zbiorach:
- zdefiniujemy je,

- podamy przy pomocy jakich symboli si¢ je zapisuje,

- podamy ich wtasnosci i zaleznosci.

Niech wige 4, B i C beda zbiorami (tj. Z(A), Z(B) i Z(C)), na ktérych to (jako ,,dowolnych zbiorach) bedziemy
wykonywac te operacje.

Przestrzen X / uniwersum U

Dla dowolnego zbioru obiektow zawsze jesteSmy w stanie okresli¢ pewien jego nadzbior, ktory zwykle
zdefiniowany bedzie w oparciu o jedng kategori¢ rzeczownikowg (np. ,,zbior ludzi”) lub przymiotnikowg (np.
,,obiekty o masie co najmniej 1 kg”). Tak wigc na przyklad dla zbioru leworgcznych takim uniwersum jest zbior
ludzi, dla zbioru spodni — zbidr ubran, itd. Zawsze mozna tak zrobi¢, nawet wtedy gdy rozpatrywane obiekty nie
sg ze sobg zbytnio ,,spokrewnione” — na przyktad dla zboru {telefon, szyszka, ksigzyc} — takim uniwersum bedzie
,,Zbior obiektow materialnych”.

Tak jak w $wiecie realnym méwimy o semantycznym uniwersum i oznaczamy je symbolem U, tak w matematyce
— mowimy o (sztucznej jak to jest z obiektami matematycznymi) przestrzeni i oznaczamy jg symbolem X (nie
méwimy wigc o ,,uniwersum liczb rzeczywistych”, lecz o ,,przestrzeni liczb rzeczywistych”). Co nadto, méwimy o
zbiorze okreslonym ,,w przestrzenie” oraz ,,na uniwersum”.

Na rysunku owg przestrzen (czy uniwersum) oznacza¢ bedziemy prostokgtem, w ktorym wrysowane beda
wszystkie rozwazane zbiory.

A U (lub: X)

I. - predykat inkluzji, tj. zawierania si¢ zbiorow
L

cos, co orzeka o czyms (zreszta juz to wiesz)
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AcB <> A(xeAd—xeB) *
X
co czytamy: zbiér 4 zawiera si¢ w zbiorze B witw, gdy kazdy jego element jest rowniez elementem zbioru B.

Analogicznie mozna powiedzie¢:

- zbior 4 jest podzbiorem zbioru B

- zbidr B jest nadzbiorem zbioru 4

- zbidr 4 pozostaje w relacji inkluzji ze zbiorem B (najbardziej udziwnione!, ale jak najbardziej poprawne)

Sytuacj¢ t¢ przedstawia ponizszy rysunek:

Poprzez zanegowanie obu stron réwnowaznosci (*), otrzymujemy warunek (konieczny i dostateczny) na nie
zawieranie si¢ zbiorow:
AgzBo V(xeAnx ¢ B)

X
Zadanie: wykazemy, ze rzeczywiScie zanegowaniem prawej strony réwnowaznosci (*) jest prawa strona
powyzszej rOwnowaznosci.

~Axed—>xeB) ©V~xed—>xeB) ©VixedarxeB)

X X X
z 1 prawa de Morgana z.~(p > pA~q
dla rachunku predykatow:
~ A P(x) > V ~P(x)
X X
Przy okazji dla przypomnienia Il prawo de Morgana dla rachunku predykatéw: ~ V P(x) <> A ~P(x)

X X

Wiasnosci inkluzji:

1) DcA

2) AcA prawo zwrotnosci
3) AcBABc(C—>AcC

4) AcBABcA—>A=B

Dowadd (jedynie p. 1)
NPdcAoA(xe T>xed)
x
z def. inkluzji warto$¢ logiczna 0, bo zaden element nie nalezy
zbioréw do zbioru pustego (bo jest on przeciez pusty!)

Poniewaz za$ kazda implikacja o falszywym poprzedniku jest prawdziwa, zatem i prawa strona tej rownowaznosci
jest prawdziwa, a co za tym idzie rowniez (dowodzona przez nas, rownowazna jej ) — lewa jej strona.

II. Suma zbioréw (wyrazana za pomocg symbolu L)
AUuB={x:xeAvxeB}
xeAuBs>xeAdAvxeB
xgAUBo>x¢gAArxeB

A B U

A U B jest to wigc pole, ktore zostalo ,,zakreskowane” — stanowi wigc je cala ,,lornetka”.
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Wilasnosci:

1) gud=4

2) AuAd=4

3) AB=BuUA4 przemiennosc¢

4) AvBuUO=AuBuUC tacznosé

Zwiazki migdzy inkluzja a dodawaniem

1) AcAuUB

2) AcBACcD)—>AuCcBuUD

3) AcB<>AUB=B8B kryterium inkluzji zbiorow (wyrazone przy pomocy

symbolu funkcyjnego dodawania zbiorow)

Dowad (jedynie p. 2)

2) Musimy udowodni¢, ze (A cBACcD)—>AuCcBuUD,

tj. przy zatozeniu ze A — B A C < D, musimy udowodni¢ ze A U C < B U D.

Zalézmy wiec, ze A — B 1 C c D (sg to nasze zalozeniea). Udowodnimy, ze wowczas 4 U C < B U D (nasza teza).

/ z def. \

inkluzji
A(xeAd—>xeB) AxeC—->xeD) AxeduC—->xeBuD)
X X X
) A 78 Y g Sprowadza si¢ to do udowodnienia,
zatozenie 1 zatozenie 2 ze przy ustalonym x

xjeslixeduC,toxe BUD

H._J
zatozenie 3 ostateczna teza
v
stgdx e AvxeC
Rozpiszmy te alternatywe:

1. Gdyx € A4,to(zzal 1)x € B, a stad (z wk. 1 ,,zwiazkow migdzy inkluzjg a dodawaniem™) x € B U D.
2. Gdyzkoleix € C, to (z zal 2) x € D, a stad (z wt. 1 ,,zwiazkow miedzy inkluzjg a dodawaniem”) x € B U D.
Tak wigc bez wzgleduna to czy x € 4 czyx € C,itak x € B U D, co wlasnie mieliSmy wykazac.

II1. Przekrdj (iloczyn, cze$¢ wspolna, mnozenie) zbiorow - wyrazany przy pomocy symbolu N

ANnB={x:xeAArx eB}
xedANnBoxeArxeB
xgANnBxegeAvxeB

A B U

A N B jest to wige pole, ktore zostato ,,zakratkowane”
— stanowi wigc je caly srodkowy ,,0scypek”.

WiasnoSci:

1) OnA=0

2) AnA=4

3) AnB=Bn4 przemiennos¢

4) AnBNnO)=AnNnB)NnC tacznosé

Zwiazki migdzy inkluzja a mnozeniem

1) AnBcA

2) AcBACcD)—>ANnCcBnNnD

3) AcB—>AnNnB=4 kryterium inkluzji zbiorow (wyrazone przy pomocy

symbolu funkcyjnego mnozenia zbiorow)

Zwiazki migdzy suma i przekrojem
DANBUC)=4ANnBuAdnC
Jest to prawo rozdzielnosci przekroju wzgledem sumy zbiorow (tatwo zapamigta¢ jego nazwe — po prostu przekroj
si¢ rozdzielil: byt 1, a sa 2). Po prawej stronie rownosci przekroje nie sg wzigte w nawiasy, gdyz sg one zbyteczne
(przekr6j mocniej wigze niz suma).
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DAVUBNO)=(AUB)NAUC)
Jest to prawo rozdzielnosci sumy wzgledem przekroju zbioréow (latwo zapamigtaé jego nazwe — po prostu suma
si¢ rozdzielita: byta 1, a sg 2).

Zauwazmy, ze pierwszy z tych zwigzkoéw (w pewnym sensie) jest odpowiednikiem algebraicznego prawa
rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania: a- (b+c)=a-b+a-c.
Drugi z nich, niestety nie ma odpowiednika w algebrze, gdyz nie jest prawdg, ze: a+ (b-c)=(a+b) - (a+c).

Dowod

Udowodnimy drugg z tych rownosci. Otoéz zachodzenie réwnosci oznacza zachodzenie ich inkluzji w obydwie
strony: A=B<>AcCBABcCA.

a) dowod inkluzji w prawa strong (<)

Musimy udowodni¢, ze A U (B N C) < (A U B) N (4 L CO), tj. (w oparciu o definicj¢ inkluzji), ze
AxeduBnNnCO)—>xeAuB)ndul)]

X

(implikacje w druga stron¢ — bedgca rownowazng odpowiedniej
inkluzji w druga strong — udowodnimy w podpunkcie b)

Mamy udowodni¢ odpowiednig implikacje dla dowolnego x. Wezmy wigc dowolne x i udowodnijmy ja dla niego.
Z kolei udowodni¢ implikacjg, to przyjac jej poprzednik jako zatozenie i udowodni¢ przy nim zachodzenie jej
nastepnika.

Zaktadamy wigc, ze x € A U (B N C). Musimy udowodni¢, ze x € (4 W B) N (4 L C).

Zobaczmy, do czego doprowadzi nas rozpisanie zatozenia:

xeAu(Br\C)?xeAvxe(BmC)(—IxeAv(xeB/\xeC)(—l(xeAvxeB)/\(xeAvxeC)e

z def. sumy zbioroéw z def. przekroju zbioréw z prawa rozdzielnosci alter-
natywy wzgledem koniunkcji
f)x €A uB/\xeAuC?xe(A uUB)YNAduC).

z def. sumy zbioréw z def. przekroju zbioréw
Co daje nam teze.

b) Uwaga

Poniewaz przy powyzszym wyprowadzaniu tezy z zatozenia caly czas postugiwaliSmy si¢ rOwnowaznosciami
(cho¢ wystarczylty by implikacje), zatem pokazaliSmy w ten sposdb, ze zachodzi i implikacja (a co za tym idzie i
odpowiednia inkluzja) w druga strong (rozpisywanie podpunktu b dowodu nie jest wigc juz potrzebne).

IV. Odejmowanie zbiorow (wyrazane za pomocg symbolu funkcyjnego \)

A\B={x:x e Arx ¢ B}
xeA\B<>xeArx¢eB
xgA\B<>x¢gAvxeB

A B 8]

A\ B jest to wigc pole ,,zakreskowane” — cate 4 bez B

Prawa de Morgana dla r6znicy
1) AANBUO)=A\B)NnA\O)
2) AANBNO)=A\B)u\O)

Inne zwiazki miedzy inkluzjg a odejmowaniem

1) A\Bc 4

2) AcBA\B=J kryterium inkluzji wyrazone przy pomocy roéznicy zbioré6w
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V. Réznica symetryczna (wyrazana za pomocg symbolu funkcyjnego +)
A+B=(A\B)u (B\A)=(AUB)\(ANB)

stad stad

A U

A + B jest to wigc pole ,,zakreskowane” (tak liniami uko$nymi obrazujacymi zbidr 4 \ B, jak i poziomymi —
obrazujacymi zbidr B\ A4).

Wprost z tego rysunku widzimy, ze A =B <> A4 +B =
czyli gdy owe zakreskowane pola na powyzszym rysunku nie bedg zawieraty zadnego elementu.

Inne wlasnosci:
1) A+B=B+4
2) A+(B+C)=A+B)=C

Udowodnimy ostatnia z tych réwno$ci. Dokonamy tego w sposob ,,potformalny”, postugujac si¢ jedynie
rysunkami

A B v A B v
C C
Linie pionowe — to 4 Linie poziome —to 4 + B
Linie poziome —to B+ C Linie pionowe — to C
W takim razie A + (B + C) —to obszar W takim razie (4 + B) + C — to obszar
dotknigty kreska, ale nie zakratkowany dotknigty kreska, ale nie zakratkowany.

Widzimy, Ze na oby tych rysunkach, rozwazane pola, to ,,obszary dotknigte kreska, ale nie zakreskowane”, i ze sg
to doktadnie te same obszary: 3 uszy i sam $rodek. W takim razie rownos¢ 4 + (B + C) = (4 + B) + C jest
prawdziwa, co konczy dowdd.

VI. Dopeknienie przestrzeni

2 rozne oznaczenie dopelnienia zbiorow

-A=A"={x:xg A} =U\A={x:xe UAnx g A}

lub: X lub: X
1N J 1N J
. . Y . Y .
stosujemy uniwersum uniwersum nie ustalone
gdy: ustalone

xed oxegAd
x¢gA <>xed
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A’ —to zakreskowane pole
Widzimy teraz jak wazne jest uniwersum. W nim bowiem dokonuje si¢ dopetnienie zbioru.

WiasnoS$ci uniwersum

) X’=90 (dopetnieniem przestrzeni jest zbior pusty)

2) =X (dopetnieniem zbioru pustego jest cata przestrzen)

3) 47=4 (podwdjne /lub nawet: kazde parzyste/ dopetnienie si¢ znosi)

Zwiazek miedzy inkluzja, a dopetnieniem
AcB& B cA’

DYGRESJA NT. IZOMORFIZMU

W matematyce moéwimy, ze dwa systemy sg izomorficzne, jesli istnieje wzajemna odpowiednio$¢ migdzy nimi.
Oznacza to, ze gdy bedziemy w prawach jednego z nich w konsekwentny sposéb zamienia¢ poszczegélne znaki
symboli, operacji i predykatow na odpowiednie (odpowiadajace im) znaki drugiego systemu, to zawsze bedziemy
otrzymywac¢ odpowiadajgce im prawa drugiego z tych systemow, przy czym odpowiednio$¢ ta dziata rowniez w
drugg strong.

Tak wigc, powyzsze prawo w jezyku zdan mozemy zapisa¢ w nastgpujacy sposob:
p—>q < ~q—>~p

Ponizej podajemy tabele wzajemnych podstawien

Znak w systemie | Znak w systemie

rachunku zbioréw | rachunku zdan

A p 3

B q

‘ ~ \ wnaszym przyktadzie
c -

© © )

C r N

D s

N A

) v

= ©

© ©

\ A~ do wykorzystania rowniez
X (lub U) 1 w pozostatych sytuacjach
%) 0

= V-

( (

) )

e F ~(..>..)

itd )

Izomorfizm systemoéw jest bardzo przydatny. Jesli bowiem chcemy udowodni¢ co§ w I systemie (twierdzenie,
formule), lecz nie wiemy jak to zrobi¢ (lub wiemy, lecz jest to trudno wykonalne), to wowczas
przeformutowujemy to na II system, dowodzimy w nim i i udowodnione prawo przeformutowujemu na I system.
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Mozna tez postapi¢ inaczej: po przeformutowaniu na II system, prowadzimy w nim dowodd, a nastgpnie
prowadzimy analogiczny dowdd w I systemie (II system jest wigc dla nas jedynie szablonem dowodu
wlasciwego).

Powroémy do naszych naczelnych rozwazan (obecnie zwigzanych z dopelnieniem zbiorow).

ZwiazKi ogodlne

1) Aud’'=U

2) AnA'=0

3) AnB)Y=4"UB’ prawa de Morgana
4) (AuB)=4"NnB’ }dla rachunku zbioréw
5) A\B=AnNB’

Zauwazmy, ze powyzsze prawa 3) i 4) sg szczegdlnymi przypadkami (wczesniej juz podanych) praw de Morgana
dla r6znicy zbiorow:

1) AANBUO)=UA\B)NnA\O)

2) AANBNO)=A\B)u\O)

Jesli bowiem w owych prawach de Morgana dla réznicy zbiorow w miejsca A wstawimy X, w miejsce B — C, a w
migjsce C — B, to otrzymamy:

1) X\(AuB)=X\4)N(X\B)

2) X\AnNnB)=X\A4)uU (X\B)

Poniewaz za$ dla dowolnego zbioru D: X\ D =D’ , wigc otrzymujemy stad dalej

1) AnB)=4"UB’ prawa de Morgana

2) AuB)Y’=4"NnB’ }dla rachunku zbioréw

czyli wasnie dopiero co wprowadzone prawa de Morgana dla rachunku zbioréw (nr 3) i 4)).

VII. Cialo zbiorow

Algebra (jeden z dziatéw matematyki formalnej — cho¢ zapewne dotychczas sadzites, ze jest to dzial matematyki
elementarnej, o ile tylko cala matematyka nie byta dla Ciebie czysta abstrakcja) opisuje pewne struktury (j. np.
grupy, potgrupy, pierscienie, ciata), ktore definiuje si¢ ze wzgledu na zachodzenie w nich pewnych whasnosci.

A nuz gdzies si¢ zetknales z czyms$ takim, wigc — abys$ sam si¢ nie wprowadzat przypadkiem w btad — sam podaje,
ze: mawiane tu ciato zbiorow nie jest ciatem w sensie algebraicznym! Przejdzmy jednak do rzeczy.

Definicja

Niepustja{ rodzing K podzbioréw niepustej okreslonej (lub réwnowaznie: ustalonej) przestrzeni X nazywamy
ciatem zbiorow witw, gdy

1. rodzina X jest zamknigta (ze wzgledu) na dopehienie, tj. 4 € X >4 € K

2. rodzina X jest zamknigta (ze wzgledu) na dodawanie, tj.: A, B e X >4 UB e X

2’. rodzina X jest zamknigta (ze wzgledu) na mnozenie, tj.. A, Be X >4 NnBe XK

Zachodzi¢ muszg warunki 11 2 lub 1 1 2’ (oznacza to, ze w zestawie z warunkiem 1, warunek 2 jest rtownowazny
warunkowi 2”).

Uzyte w powyzszej definicji pojgcie ,,zbior zamknigty (ze wzgledu) na pewng operacj¢ (np. dodawanie,
odejmowanie, dzielenie)” wytlumaczymy na konkretnym przyktadzie. Wezmy zbidr liczb naturalnych (juz wiesz
co to jest!). Jesli wezmiemy dowolne dwie liczby naturalne, to:

1. | ich suma zawsze jest a zatem zbidr liczb naturalnych jest
liczba naturalng zamkniety ze wzgledu na dodawanie

2. | ich roznica nie zawsze |a zatem zbiodr liczb naturalnych nie jest
jest liczbg naturalng zamkniety ze wzgledu na odejmowanie

3. |ichiloczyn zawsze jest |a zatem zbior liczb naturalnych jest
liczba naturalng zamkniety ze wzgledu na mnozenie

4. |ichroznica nie zawsze |a zatem zbidr liczb naturalnych nie jest
jest liczba naturalng zamknigty ze wzgledu na dzielenie

Zatem (krotko:) okreslenie ,,zbior X jest zamknicty (ze wzgledu) na operacj¢ f ” oznacza, ze wykonanie tej
operacji na obiektach z tego zbioru zawsze daje wynik o warto$ci w tym zbiorze; w przeciwnym przypadku
mowimy, ze zbior ten nie jest zamknigty (ze wzglgdu) na t¢ operacje.
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Uwaga!

Powyzej podatem, ze jesli jest spelniony pewien warunek, to jest tak a tak, a jesli nie jest spetniony 6w warunek,
to tak akurat nie jest. Moze si¢ komu$ (albo wrecz wielu!) wydawa¢é, ze zostato to ,,przegadane”. Otoz wcale
niekoniecznie! Mamy bowiem na przyktad funkcje¢ parzysta (takg, w ktorej f(x) = f(-x)), funkcj¢ nieparzysta (tj.
taka, w ktorej f(-x) = - f(~x)), lecz nie wyczerpujg one wszystkich funkcji — tj. ze moga by¢ jeszcze funkcje, ktore
nie sg ani parzyste, ani nie sg nieparzyste (krocej méwimy o nich, ze sg ,,ani-ani”’). Nalezy wigc by¢ ostroznych w
swym matematycznych sadach i w zwigzku z tym ,,na zimne dmucha¢” by poprzez definicje (a nie domyslanie
si¢) wlasciwie okresli¢ zakres danego pojgcia.

Rozpatrzmy nastepujacy przyktad: zamiast tego mozna po prostu napisac: X
Niech X= {2, 3, 4}. !
Wtedy 2'={D (2}, 3}, {4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}, {2, 3,41}
" ~~ =
Sag to wszystkie zbiory:  0-, 1-, 2- i 3- elementowe.

Tworza one rodzing wszystkich podzbioréw zbioru X.
Bedziemy tworzy¢ kilka przyktadowych zbioréw K, a zeby je odrézni¢ migdzy sobg, bedziemy je dodatkowo
zaopatrywac¢ w indeksy dolne (bgdace kolejnymi liczbami naturalnymi).

Wyjasnienie:

Gdy mamy pewna liczbe obiektow tego samego typu (np. zbioréw, czy tez szczegolny tego przypadek — jak to ma

wlasnie miejsce u nas — rodzing zbiorow), a

- nie wiemy ile ich bedzie

- lub przypuszczamy, ze moze do ich zapisania zabrakna¢ alfabetu

- 1/lub chcemy, aby obiekty te byly zaznaczane w podobny sposob (co niechybnie wskazywatoby, ze sg one
tego samego typu, tej samej klasy)

- 1/lub dodatkowo chcemy aby ukazana byla ich wzajemna zalezno$¢ (oceny koncowe z matematyki
uzyskiwane w poszczeg6lnych latach nauki)

wowczas stosujemy zmienne z indeksami.

Indeksy te mozemy umieszcza¢ u dohu zmiennych, a gdy jest ich wigcej niz jeden — to u doty po przecinkach lub u

dotu iu gory.

Przyklady:

1. A],AQ,A3,A4;

2 b],bz,..., b,,;

3. C1,Cry s Ci20 5

4. apr,a2,a;13, a4,

Az, 422,023,024,

asi,d32,0a33,d34,

Ag1, Aq2,043, A4 4,

5. czytez rownowaznie ostatniemu przyktadowi:

T 2 3 4

a,day,a;,ap,

a,da,az,a,
I 3y

as,ds,das,das,

T2 T3 4
ag,0a4,0a4 ,04 .

Tworzymy mozliwe rodziny
1) X, sklada si¢ z elementow:
- {2} - pierwszy element zbioru XK ;, o ktorym zaktadamy, ze do niego nalezy
- zatem (na mocy punktu 1. definicji ciata zbiorow) {3, 4} (jako réwne {2}’ w X) tez nalezy do K
- zatem (na mocy punktu 2. definicji ciata zbiorow) {2} U {3, 4} = {2, 3, 4} = X tez nalezy do K, a co za
tym idzie réwniez & (jako réwny X°) tez nalezy do K (wyniki z tego myslnika moglibySmy otrzymac¢ w
odwrotnej kolejnosci, stosujac zamiast punktu 2. definicji jej punkt 2°).
W ten sposob otrzymalismy (poki co) nastepujaca rodzine K ;: K ; = {{2}, {3, 4}, X, &}. Sprawdzmy, czy
jest to juz ciato zbiorow. W tym celu sprawdzimy w ponizszych tabelach zachodzenie warunkow 1 i 2 (oraz —
z formalizmu — 2”) definicji ciala zbioréw.

Warunek 1

4 (€4) {2} 3,4} X o
A’ (czy e 4?7) | 13,4} (TAK) | {2} (TAK) | F(TAK) |X(TAK)
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Warunek 2 (na przecigciu wierszy i kolumn znajduje si¢ suma mnogosciowa wyrazow z ich nagtoéwkow, ktore
z kolei sg poszczegolnymi elementami 4 i B zbioru K ;)

U {2} 3.4 |X o
{2} {2} X X {2}
(3,47 |x (3,47 |x {3, 4}
X X X X X

o 12} 13,4y | X o

Wynik sumowania elementow z K ; zawsze nalezy do K,

Warunek 2’ (na przecigciu wierszy i kolumn znajduje si¢ iloczyn mnogoéciowy wyrazéw z ich nagtéwkow,
ktore z kolei sg poszczegdlnymi elementami A i B zbioru K ;)

N 2y |34 X 12
2 2 |o 2y |o
3.4 |9 B4 |34 o
X 2y 34 |x o
g g g g g

Wynik mnozenia elementow z K ; zawsze nalezy do K ;
2) #4=2F — cialo maksymalne } zawsze
3) 4= { X} — cialo minimalne tworza ciato
4) K=1{{2}, 12,3}, 3,4, {4}, (2,4}, 3}, G X} = 2" =3,
H_A J

~

od nich wychodzimy te musieli$my dopisac
(jak w przyktadzie 1)). (z uwagi na def. ciata zbioréw)

Zadanie:
1. Podaj, ile roznych ciat zbior6w mozemy utworzy¢ w oparciu o przestrzen X (moéwimy: nad przestrzenig X)
2. Podajj. w., ale z doktadnos$cig do izomorfizmu (tj. identycznosci struktury).

8. Nieelementarna arytmetyka liczb naturalnych
(teoria Peano)

Teoria ta tworzy system aksjomatyczny, wigc budujac ja wyjdziemy od pojeé¢ pierwotnych i aksjomatow.

I. pojecia pierwotne

2 Nalezenie do zbioru, te dwa identyczne

2 Bycie zbiorem, jak w teorii mnogosci

2 I (jedynka), N (jeden obiekt — zbior liczb naturalnych), S (symbol funkcyjny jednoargumentowy funkcji
nastepnika)

II. Aksjomaty

0. Z(N)-— N jest zbiorem

1. 1 € N—jedynka jest liczba naturalng

2. x € N - S8(x) € N—nastepnik liczby naturalne;j jest liczba naturalng (literalnie: jezeli co$ jest liczba naturalna,
to jego nastepnik tez jest liczbg naturalng)

3. x e N— ~(I=_58(x))—jezeli x € N, to nieprawda, ze [ jest nastgpnikiem x (tj. 0 nie jest liczbg naturalng, bo
jedynka nie jest nastgpnikiem zadnej liczby naturalnej)

4. x #y — S(x) # S(y) — nastepniki roznych liczb sg rézne (lub — po zastosowaniu prawa transpozycji
/p—>q <> ~q = ~p/ — nastepnik osigga dang wartos$¢ tylko na okre§lonym argumencie)
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5. Aksjomat indukcji:
AlleArnA(xed— Skx)eAd)>NcA]
Z(A) X
- dlakazdego zbioru jesli jest tak, ze
- jesli zawiera on jedynke i wraz z kazdym elementem zawiera jego nastepnik
- to zawiera w sobie zbior liczb naturalnych.
Inaczej (jasniej) mozna to ujaé nastgpujacymi stowy:
Zbior, ktory:
1. zawiera jedynke
2. wraz z kazdym elementem zawiera jego nastgpnik
zawiera w sobie zbior liczb naturalnych.

Zobaczmy, jak w tym systemie definiuje si¢ poszczegodlne liczby (naturalne):

1 =1 (jedynki nie trzeba definiowaé, gdyz jest pojeciem pierwotnym)

2 = 8(1) — czytamy: dwojka jest nastgpnikiem jedynki (a co to jest jedynka juz wiemy!)
3¢= S(2) ={A(S(1)) = SS(1) — analiza:

trojka jest ktéra z kolei
nastgpnikiem jest nastgpni-

dwojki kiem jedynki

“ ~ J

czyli w sumie: trojka jest naste- co mozemy krdcej zapisaé tak,

pnikiem nastepnika jedynki (ktd- | czyli pomijajac nawias oddzielajacy S-y

rej nie musimy juz definiowac, (pamigtajac jednak, ze to tylko zapis

bo jest pojeciem pierwotnym) i,,znaczeniowo” caly czas nawias ten tam jest)

II1. Definicja dodawania:

Podam jg w sposob indukcyjny (zauwaz, ze takie samo miano nosi przytoczony powyzej 5. aksjomat teorii Peano).
Najpierw jednak zastanowmy sig, co to znaczy, ze definicja jest indukcyjna. Z tego typu definicjami miates juz do
czynienia w szkole ponadgimnazjalnej (o ile od momentu napisania przeze mnie tej ksigzki nie zmienit si¢
program nauczania w liceum — u nas wszystko jest mozliwe). O ile dobrze pamictam, jedyna taka definicja w
szkole, dotyczyta pojecia silni, ktorg okresla si¢ dla dowolnej liczy naturalnej (matematycy robig to wlasciwie
szerzej, bo jeszcze dla zera, a nawet wymyslili szersza funkcje — funkcj¢ gamma definiowang za pomoca catki
Eulera, ale to juz calkiem inna historia — bynajmniej nie dla humanisty — matematycznego laika).

Tak wigc — dla przypomnienia — n! (n silni¢) definiujemy w nastgpujacy sposob:

{1!=1
nl=m-0"n

Co zdumiewajace: silni¢ definiujemy za pomocg silni. Niepodobna tak robié: okreslaé co$ za pomoca tego
samego, a wigc tego, czego jeszcze nie znamy (bo dopiero za pomocg tej definicji chcemy poznac). Tu korekta:
zwykle niepodobna, ale nie w przypadku definicji indukcyjnych. Zobaczmy bowiem:

1) 1! —to po prostu / (jasno jest to podane w I linii powyzszej definicji);

2) 2'=@2-1)-2=1"-2=1-2=2 (poradziliSmy sobie wykorzystujac na poczatku II lini¢ definicji);

3) 3'=@3-1)-3=2!-3=2-3=06 (poradziliSmy sobie wykorzystujac na poczatku II lini¢ definicji, a przy
przedostatnim znaku rownosci dopiero co obliczona warto$¢ 2! /gdybySmy jej nie znali — dalej liczyliby$my:
=1-2-3=06)

4) 4'=31-4=1.-2-3-4=6-4=24,

H_J
Iub od razu =6
5) 1iogolnie:n!=1-2-3-... -(n-1)-n,gdzie,,.” oznacza ,,i tak dalej (az do)”.

Zawsze wigc mozemy taka funkcje dokladnie rozpisa¢ i znalezé jej warto$¢ — opierajac si¢ bezposrednio na
wzorze danym (indukcyjnym) lub wyprowadzonym z niego (z ,.kropeczkami”).

Przejdzmy do naszej definicji dodawania (gwarantuj¢, ze zapewne mato kto dotychczas wiedziat na dobra sprawe,
jak to sig robi).

k+1=38(k) (doda¢ do liczby 1, to po prostu wziaé jej nastgpnik)

k+S(n)= S(k+n) (doda¢ do jednej liczny nastgpnik drugiej, to inaczej wzigé nastepnik ich sumy)
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Sprawdzmy, jak ona ,,dziata”:

24+43=2+82)=SC+2)=8S2+S(1)=S(S2+ 1)=S(55(2)))=SS3) =S4 =5

dostoSowanie s*o- dostosowanie wy- sto-  stosujemyl bierzemy bierzemy — bierzemy

wyrazenia do su- razenia wnawia- su-  lini¢ definicji nastgpnik nastepnik  nastepnik

stosowania II jemy sie do stosowania jemy dwojki trojki czworki

linii definicji ja II linii definicji  ja

Zauwazmy, ze doda¢ 3 do 2 jest trudniej niz doda¢ 2 do 3 (podobnie jak majgc 2 tys. $ zarobié¢ 3 tys. $, jest
trudniej, niz majac 3 tys. $ zarobi¢ jedynie 2 tys. $):

3+2=3+S(1)=SG+1)=S(S3))=S(4) =5

nieprawdaz,
dostosowanie sto- stosujemyl bierzemy  bierzemy ze szybciej
wyrazenia do su- lini¢ definicji nastgpnik  nastepnik i prosciej?!

stosowania Il  jemy trojki czworki
linii definicji  ja

Zobaczmy jeszcze, ze 11 linia owej definicji mnozenia: k + S(n) = S(k + n),
to nic innego, jak: k+ (n+ 1) = (k + n) + 1, co jest niechybnie prawdg (nie wzigta si¢ wigc ona ,,z powietrza”).

IV. Definicja mnozenia
Tez jest indukcyjna, przy czym wprowadzajac ja zakladamy, ze dodawac juz umiemy (dopiero co si¢ przeciez tego
nauczyliSmy!):

k-1=k

k-Sn)y=k-n+k

Tutaj z kolei lewa strong II linii mozemy rozpisa¢ w nastgpujacy sposoéb: k- (n+ )=k -n+k-1=k-n+ka
wigc otrzymujac prawa jej strong (widzimy wige, ze 1 ona nie wzigla si¢ ,,z powietrza” — matematyka jest b.
logiczna, co oznacza w tym przypadku, ze nie jest sprzeczna i wszystko si¢ w niej zgadza).

Zobaczmy przyktady:

3.2=3-8(1)=3-1+3=3+3=3+52)=..=6

v

dostosowanie sto-  stosu-  dostosowanie Wy-\4

wyrazeniado su-  jemy razenia do stoso- kontynujemy
stosowania II jemy 1linig  wania Il linii defi-  dodawanie

linii definicji  ja definicji nicji dodawania (to juz umiemy!)
Z kolei:

2:3=2:82)=2-2+2=2-S(I)+2=2-1+2+2=3+2+2F .=6

sprowadzili$my do mnozenia o dodawac
mniejszym stopniu i dodawania juz umiemy!

W ten sposob dodatkowo zobaczyliSmy, co to znaczy 2 - 3 (dwie trojki), a co 3 - 2 (trzy dwdjki). Mimo ze miate$
to juz w I klasie szkoly podstawowej, to zapewne od tego czasu zatracite$S umiejetno$¢ identyfikowania tych
przypadkow (zlaty Ci si¢ i w zwiazki z tym ich nie rozrézniasz, tym bardziej, ze wiesz, ze a - b="b - a, wigc i tak
jest to bez znaczenia). Teraz miate§ okazj¢ przyponie to sobie i juz zapewne dobrze to zapamigtasz!

V. Zasada minimum (twierdzenie rownowazne aksjomatowi 5)
Zanim jednak ja przytoczymy, podajmy 3 zwigzane z nig definicje.

1) Najpierw zobaczmy, co to znaczy, ze jedna liczba naturalna (m) jest mniejsza od drugiej (n):
A [m<neV mtk=n]
mmne N ke N
co czytamy: dla dowolnych dwoch liczb naturalnych jest tak, ze pierwsza z nich jest mniejsza od drugiej witw,
gdy istnieje taka trzecia liczba naturalna, Ze po dodaniu jej do owej pierwszej liczby, otrzymamy te druga.
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Stad tez np. 3<3, bo istnieje liczba naturalna 2, ktéra po dodaniu do 3 daje 5 (3 +2=15).
Sadzg, ze po tym przyktadzie powyzsza definicja jest juz catkiem oczywista i zrozumiata.

2) Nastepnie — w oparciu o powyzszg definicj¢ — sformutujmy definicje bycia najmniejszym w zbiorze:
Liczba x jest najmniejsza w zbiorze 4 witw, gdy A [y #x > x<y]

yeA
(tj. gdy jest mniejsza od wszystkich pozostatych liczb z tego zbioru).

3) pozostaje nam jeszcze zdefiniowa¢ samo pojecie ,,zasada”.

Zasada — proste i podstawowe (naczelne) twierdzenie, jednak nie bedace bezposrednim wnioskiem z
zadnego twierdzenia

W tym momencie mozemy juz poda¢ samg zasade minimum:
W kazdym niepustym podzbiorze zbioru liczb naturalnych istnieje liczba najmniejsza.

Dowadd:

Niech X bedzie owym dowolnym niepustym podzbiorem zbioru liczb naturalnych.
Tak wige: X# T i X N

Graficznie mozna to przedstawic¢ np. w nastgpujacy sposob:

X
/<\/_

123456789......

Zatézmy nie wprost, ze w zbiorze tym nie ma liczby najmniejszej (w dowodzie bedziemy wigc dazyé do
znalezienia sprzecznosci).

Wprowadzamy (poprzez definicj¢) zbidr A: niech 4 bedzie wlasnie zbiorem tych wszystkich liczb naturalnych,
ktore nie naleza do X i takich, Ze liczby od nich mniejsze tez nie naleza do X (zbior taki zawsze istnieje, moze by¢
nim chocby zbidr pusty). Na diagramie tym mozna go wigc przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

X
/<\/_

123456789 e,

et —

4, te juz do A nie nalezg (bo mniejsze od nich naleza do X)
wszystkie te liczby

Z definicji zbioru 4, 4 jest rozlaczne z X, tj. AN X = &
Udowodnimy, ze zbior wszystkich liczb naturalnych jest zawarty w 4, tj. N < 4 daje nam:
co przy oczywistym (z definicji zbioru 4): A ¢ N A=N
To jednak z wczesniejszymi trzema podkreslonymi warunkami daje nam sprzecznosc,
co oznacza, ze nasze zalozenie ,,nie wprost” byto chybione, czyli ze
jednak w zbiorze X istnieje liczba najmniejsza, co konczy dowod

Stosujac 5. aksjomat teorii Peano: A[/ € AANA(x € A — S(x) € A) > Nc A4], Zbierzmy nasze
Z(A) X zatozenia:
do naszego zbioru 4, otrzymujemy, ze wystarczy udowodnic, ze NANnX=J
1°°1€A4i2°%A(xed— Sx) e A), aby otrzymaé tym samym, ze N < 4 2)A=N
X (a do tego wihasnie dgzymy — tylko to 3)Xc N
pozostaje nam do udowodnienia). HX# D

Ad 1°. 1 € 4, bo (sprawdzajac warunki z definicji zbioru A):
1) 1 ¢ X (bo -z zalozenia nie wprost — w X nie ma elementu najmniejszego,

a gdyby / € X, to byloby wlasnie w nim elementem najmniejszym!);
2) liczby (naturalne) mniejsze od / nie nalezg do X (bo ich nie ma!); tzn. ,,1” nie

moze byé w ,,dziurze” X, lecz na poczatku tego ciggu!
Ad2°. A (x € A — S(x) € A4), gdy wezmiemy dowolny x, daje nam to:

x

x € A —> S(x) € A. Aby to wykazaé, wezmy x € A4 i pokazmy, ze wtedy S(x) € 4.
Otoz, rzeczywiscie wtedy tak jest, gdyz w przeciwnym razie (tj. gdyby S(x) ¢ A)
otrzymaliby$my, ze S(x) € X1 wowczas bytloby w nim liczbg najmniejszg (wbrew
naszemu zatozeniu nie wprost, ze w X takiej liczby nie ma).
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Podstawiajac 2) do
1) otrzymujemy:
NNnX=2

Stad i z 3) wynika,
ze X = &, co jest
SPRZECZNE z 4)!



VI. Zasada indukcji matematycznej

Jezeli:
1. T(I)-tj. pewne twierdzenie T jest prawdziwe dla liczby /
2. A [T(n) > T(n+1)] — dla dowolnej liczby naturalnej jest tak, ze jesli to twierdzenie jest prawdziwe dla niej,

ne N to i jest prawdziwe dla nastgpnej liczby naturalnej
to wowczas A T(n), tj. twierdzenie to jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalne;.
ne N
Dowod:

Zaktadamy 1.1 2. i dla dowodu ,,nie wprost” przyjmujemy, ze teza tej zasady nie zachodzi, tj. ze twierdzenie to nie
jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej, tj. istnieje niepusty zbidr liczb naturalnych, dla ktérych to twierdzenie
nie zachodzi, a zatem (w oparciu o — dopiero co udowodniong — zasad¢ minimum) istnieje w nim liczba
najmniejsza. Niech wlasnie &k bedzie owg najmniejszg liczba naturalng, dla ktérej to twierdzenie jest fatszywe.

k# I (wynika to z,,1.”, bo dla / twierdzenie to jest prawdziwe)

Poniewaz (z definicji k) k jest najmniejsza liczba naturalna, dla ktorej to twierdzenie jest fatszywe, zatem dla k — /
twierdzenie to jest jeszcze prawdziwe (symbolicznie: T(k—1)). Jednak z ,,2.” dla n = k — 1, otrzymujemy:

T(k—1) = T(k—I1+1), co przy spetnionym 7(k—1) daje nam T(k—1+1), tj. T(k), co jest sprzeczne z nasza definicja k
(k miato by¢ najmniejszg liczba naturalna, dla ktérego twierdzenie to nie zachodzi), a zatem i konczy dowod (nie
wprost).
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III. RELACJE

9. Relacje — podstawowe informacje

Definicja

Niech 4 i B begda zbiorami (tj. Z(A4) i Z(B)). lloczynem kartezjanskim zbiorow 4 i B nazywamy zbior tych
(wszystkich) par, ktorych poprzedniki sg elementami zbioru A, a nastgpniki elementami zbioru B.

Symbolicznie zapiszemy to nastepujaco: A xB={(a,b):ac€ Anb € B}

i rownowaznie: (a,b)eAxB<>aeAnrbeB

Gdy A =B,to A x B=A4 x A=A (co czytamy: A kwadrat lub kwadrat zbioru 4)
Zauwazmy, ze elementami iloczynu kartezjanskiego sg nie poszczegolne obiekty, lecz pary obiektow (np. (a, b)).

Za przyktad iloczynu kartezjanskiego niech stuzy nam opis pol szachownicy:

Mamy dwa zbiory: 4 = {a, b,c,d, e, f,g, h} 1B=1{1,2,3,4,5,6, 7, 8}.

Woweczas iloczynem kartezjanskim tych zbioréw nazywamy zbidr — opis wszystkich pol szachownicy:
AxB={(a,l), (a,2),(a,3),.. (a8, I),.. (hSE)}

Celem sprawdzenia wlasciwego rozumienia iloczynu kartezjanskiego, udowodnijmy, ze:
Ax(BUC)=4xBuUAx C (analogicznie zachodzitez: A x (BN C)=A x BN A4 x C).

Dowod:
Po lewej stronie mamy ,zbiér, znak iloczynu kartezjanskiego, suma zbiorow”, czyli ,,zbior, znak iloczynu
kartezjanskiego, zbior”, czyli ,iloczyn kartezjanski zbiorow” (czyli zbidr). Z kolei po prawej stronie mamy
»iloczyn kartezjanski zbiorow w sumie z iloczynem kartezjanskim zbiorow”, a wigc ,iloczyn kartezjanski
zbioréw” (czyli tez zbiér). Po obu stronach mamy wigc ten sam typ elementéw: zbior bedacy iloczynem
kartezjanskim zbiorow.
Jakoze X=Y o Axe X x e Y]

X
zatem, aby wykaza¢ réwnos$¢ tych zbiorow (4 x (B U C)i 4 x B U 4 x C), wystarczy wzig¢ dowolny x i wykazac,
ze nalezy on do pierwszego z tych zbiorow witw, gdy nalezy do drugiego z nich. Tak tez zrobimy:

(a,b)eAxBUC)«>aecArbeBulCwacAn(beBvbeO)«>(acArbeB)viaeAdrnbe(C)o

z definicji z definicji Z prawa rozdzie*noéci koniunkcji wzgledem
iloczynu kartezjanskiego  sumy zbioréw  alternatywy: pA(gv )< @A gV (pATY)

> (a,b)yeAdxBv(a,b)eAxC>(a,b) e AxBUAxXxC

v v

z definicji iloczynu z definicji
kartezjanskiego sumy zbiorow
Definicja relacji

Relacja pomiedzy elementami zbioru 4 i elementami zbioru B nazywamy kazdy zbior par takich, ze poprzedniki
nalezg do zbioru 4, a nastepniki do zbioru B.
Relacj¢ w zbiorze A nazywamy relacje pomigdzy elementami zbioru 4, a elementami zbioru 4.

Inna definicja relacji
Relacja — dowolny podzbior zbioru wszystkich par iloczynu kartezjanskiego.

WezZmy przyklad

Bedziemy okresla¢ relacje na zbiorze F = {o, m, s, ¢}, okreslajacym pewng rodzing (stad tez F — od ,,family”, t;j.
rodzina), gdzie o — oznacza ,,0jciec”, m — ,,matka”, s — ,,syn”, ¢ — ,,corka”. Uwaga! To nie jest rodzina zbioréw
(pojecie matematyczne), lecz ludzi! Dlatego F nie jest ,,pisane”!

Wszelkie relacje zaznaczaé bedziemy wybierajac odpowiednie pary z iloczynu kartezjanskiego F' x F.
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o |m |s |c <« nastepniki

.

poprzedniki te przekatng nazywamy ,,gtdéwna”

p (O3]

Wszystkich par w tej relacji moze by¢ maksymalnie 4 (liczba poprzednikow) - 4 (liczba nastgpnikow) = 16
Fakt, ze jaka$ para nalezy do relacji, w tabeli oznacza¢ bedziemy znakiem ,,x” na przecigciu odpowiedniego
wiersza (o0znaczajacego jej poprzednik) z odpowiednig kolumng (oznaczajaca jej nastgpnik).

Tak np. relacje bycia dzieckiem przestawiamy w nastgpujacy sposob:

o m N C

alw|z|o

Iub: C = {(s, 0), (s, m), (c, 0), (¢, m)} (C— od ang. child = dziecko)
gdzie poszczegolne pary oznaczajg odpowiednio:

(s, o) — syn jest dzieckiem ojca, oczywiste
(s, m) — syn jest dzieckiem matki,
(c, 0) — corka jest dzieckiem ojca, juz nie koniecznie prawdziwe ©

(c, m) — corka jest dzieckiem matki.

Ze wzgledu na wygode i przytoczone powyzej nazewnictwo, zamiast pisaé, ze pewna para jest elementem relacji,
mozna podaé, ze jej elementy spelniajg te relacje. U nas bedzie to wige np.:

(s,0)0eCsCo

(co czytamy: para (s, 0) jest elementem relacji C witw, gdy s jest dzieckiem o).

W dalszej czgéci tej pracy bedziemy stosowaé gldwnie zapis jak w konwencji podanej po prawej stronie tej
rownowaznosci.

Zastanéwmy sie, ile réznych relacji mozemy okresli¢ na naszej rodzinie F. Ot6z w przypadku kazdego z 16 pol
tabeli mozemy zostawi¢ je wolne lub postawi¢ na nim znak ,,x”. W dowolny sposéb numerujgc miejsca w tabeli
(na przyktad wiersze od gory do dotu, a w nich pola od lewej do prawej), mozemy rozwazaé, jak ich istnienie
wplywa na liczbg¢ wszystkich mozliwych relacji. Otéz, gdybysmy mieli tylko pierwsze pole, to mielibySmy
jedynie dwie relacje ( z ,,x” i1 bez ,,x”” na nim). Fakt, ze mamy jeszcze drugie pole, zwigksza ich liczebnosc
dwukrotnie, gdyz w kazdej z powyzszych sytuacji, mamy dwie mozliwosci: na polu nr 2 moze by¢ znak ,,x” lub
tez moze go nie by¢. W ten sposéb mamy wigc 2 - 2 = 4 mozliwosci. Analogicznie, trzecie pole, znowu podwaja
liczbe mozliwych relacji. Mamy wiec ich juz 2 - 2- 2= 2° = 8. Postepujac tak dalej, otrzymujemy, Ze na szesnastu
polach relacji bedzie 2'° = 65 536. Poniewaz z kolei 16, to 4° (4 — liczba elementéw zbioru F), zatem iloé¢ naszych

2
relacji okresla liczba 2%, Ogdlnie, jesli moc (= ilo$¢ elementdw) zbioru 4 wynosi n, to ilo$¢ relacji utworzonych

2
na kwadracie zbioru 4 (tj. na zbiorze 4°) wynosi 2" .

Zobaczmy jeszcze na specyficzne relacje.
1. Moze by¢ relacja R; = & Ma ona zero elementow (tj. par, czy tez krzyzykow w tabeli).
2. Moze by¢ relacja jednoelementowa, np. R, = {(0, 0)}.
3. Moze by¢ relacja kilkuelementowa (np. podana wyzej relacja D).
4. W koncu moze by¢ relacja obejmujaca caty iloczyn kartezjanski R; = F x F = {(o, 0), ..., (¢, ¢)}. W
naszym przyktadzie ma wigc ona wszystkie /6 elementow, ktorym odpowiada /6 pol w tabeli.

Gdybysmy relacje okreslali na kwadracie zbioru B = {1}, to oczywiscie B x B = {(/, 1)}, a co za tym idzie, mozna
na nim okresli¢ jedynie dwie relacje: & 1 {({, 1)}.
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Relacj¢ o najmniejszej liczbie elementow zawsze mozna okresli¢ (jest to po prostu &J). Nie jest tak niestety w
przypadku relacji maksymalnej, gdyz moze jej po prostu nie by¢. Dzieje si¢ tak w przypadku, gdy zbior, na
kwadracie ktorego si¢ ja okresla jest nieskonczony co do mocy. Wtedy i owa maksymalna co do mocy relacja jest
pod tym wzgledem nieskonczona, ale i inne jej podzbiory whasciwe tez mogg mie¢ moc nieskonczong. (o mocach
zbiordéw szerzej bedzie w poswigconym im rozdziale).

Zauwazmy jeszcze, ze relacje nie muszg mie¢ nazwy wlasnej. Powyzej omawiana relacja C — byta to relacja bycia
dzieckiem. Analogicznie mozna zdefiniowa¢ choéby relacje: bycia rodzicem, bycia starszym, bycia tej samej pici,
itp. Wielu jednak relacjom sposrdd przytoczonej wyzej (w naszym przyktadzie) ogdlnej ich liczby 65 536, trudno
bytoby jakkolwiek nazwac, sensownie odnoszac to do zycia.

Wazne jest Czytelniku, abys ,,zapomnial” o potocznym rozumieniu relacji. Dla Ciebie, jako potencjalnego adepta
kursu podstaw matematyki, relacja to bowiem jedynie ,,dowolny podzbior iloczynu kartezjanskiego”.

Wiesz juz, ze konkretng relacje (jak to zrobiliSmy wyzej z relacjg C) mozna okresli¢ podajac ja:

1. w postaci zbioru — wypisujac, jakie elementy si¢ na nig sktadaja,

2. w postaci tabeli, z zaznaczeniem w niej odpowiednich pdl, ktére odpowiadaja sktadajacym si¢ na nig

elementom,

3. zapomocg okreslenia w jezyku potocznym (nie zawsze jest to wykonalne).
Okazuje si¢ jednak, ze jest jeszcze jeden bardzo praktyczny sposdb, a mianowicie za pomoca grafu skierowanego.
0Ot6z — formalnie rzecz ujmujgc — grafem takim nazywamy strukture — uporzadkowang trdjke: zbior wierzchotkdéw
(ktore oddajemy kropkami), krawedzi (oddawanych strzatkami) i funkcje, ktora przyporzadkowuje poszczegdlne
krawedzie do odpowiednich par punktow (a wigc w przypadku poszczegdlnych strzatek okresla, miedzy ktorymi
kropkami i w ktdrg strong maja by¢ one ustawione). Tyle teoria, a teraz praktyka.

Nasza relacja C wygladataby wigc w nastepujacy sposob:

o m
o °
o o
N C

Jesli jednak na wykresie miatoby si¢ pojawi¢ wigcej strzatek, moglby stac sig on mato czytelny. Mozemy uproscic¢
sytuacje, wprowadzajac 3 rodzaje ,,strzatek”. Otoz:

1. jesli (a,b) € R, a przy tym a = b (tj. de facto mozna by napisac (a,a) € R lub (b,b) € R), wowczas taka
petelka” i oznaczac:

*a(=b)
W tabeli sytuacja ta oddana bedzie x-em na gtownej przekatnej — na przecigeiu wiersza i kolumny a.

2. jezeli (a,b) € R, a (b,a) ¢ R (a co za tym idzie, a # b), wowczas po prostu oznaczymy to przy pomocy
strzatki z a do b
a b
[ ] — [ ]
W tabeli sytuacja ta oddana bedzie x-em na przecigciu wiersza a i kolumny b, przy czym nie bgdzie miat
on swojego symetrycznego odpowiednika wzgledem gldwnej przekatnej (a wigc nie bedzie x-a na
przecigcie wiersza b i kolumny a).

3. gdy za$ tak (a,b) € R, jak i (b,a) € R (a przy tym a # b), wowczas zamiast oznaczac t¢ sytuacje dwiema
strzatkami (skierowanymi w przeciwne strony: — i <), czy tez zastepujaca je jedng podwdjng strzatka
(¢»), dla uproszczenia oddamy ja ,,strzatke bez grotow” ( — ) i nazywac bedziemy belka (prosze nie myli¢
z nazwiskiem ministra finansow za rzadéw SLD, ktéry wprowadzil stynny haracz od odsetek od
oszczednosei, zwany ,,podatkiem Belki”). Sytuacje t¢ przedstawia ponizszy graf:

a b
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W tabeli sytuacja ta oddana bedzie x-em na przecigciu wierszu a i kolumny b, oraz x-em na przecigciu
wiersza b i kolumny a (a wigc x-y te sg ustawione symetrycznie wzgledem gtownej przekatne;).

Tak wigc, wracajac do naszego przyktadu z rodzing, relacje ,,bycie tej samej ptci” oddamy nastepujacym grafem:

1

Wprowadzmy jeszcze definicje trzech poje¢: dziedziny, przeciwdziedziny i pola relacji.

1. Dziedzina relacji R nazywamy zbior wszystkich poprzednikow sktadajacych si¢ na nig par:

D(R)= {x: V xRy}
y

2. Przeciwdziedzing relacji R nazywamy zbidr wszystkich nastgpnikow sktadajacych si¢ na nig par:

D'(R)= {y: V xRy} (zamiast pisa¢ D', mozna tez pisaé: D", D i(J— D odwrocone)
X

3. Polem relacji R nazywamy sume¢ jej dziedziny i1 przeciwdziedziny (poniewaz dziedzina i
przeciwdziedzina sg zbiorami, jest to oczywiscie suma mnogosciowa): D”(R) = D(R) U D™ (R). Jest to
wigc zbidr wszystkich poprzednikéw i nastgpnikow relacji R.

W przypadku omawianej relacji C: D(C) = {s, ¢}, D" (C) = {0, m}, P(C) = {s, ¢, m, 0}.

Rozpatrzmy jeszcze jeden przyklad.

Niech mianowicie dany bedzie zbior Z = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Na zbiorze tym okreslmy relacje bycia dzielnikiem
wlasciwym, w nastgpujacy sposob: x Wy witw gdy x jest dzielnikiem wlasciwym y, tj. gdy istnieje taka liczba
catkowita z, ze x - z =y, aprzy tym x # / i x # y (np. 2 jest dzielnikiem whasciwym 70-ki, bo istnieje taka liczba
catkowita, a mianowicie 5, ze wlasnie 2 - 5 =10, aprzy tym 5 = 1 i 5 # 10).

1]12|3]4]5]¢6
1
2 X X
3 X
4
5
6
D(W)= {2, 3}, (poprzedniki, ktore majg nastepniki)
D'(W)= {4, 6}, (nastgpniki, ktore maja poprzedniki)
P(W)=1{2,3,4, 6. (suma Di D7)

10. Wiasnosci formalne relacji

Kazdej z relacji mogg bowiem przystugiwaé rézne whasnosci. Otéz o relacji R okres$lonej w zbiorze A powiemy,
Ze jest ona:

1. zwrotna witw, gdy A x Rx
xed

Kazdy z elementoéw rozpatrywanego zbioru musi by¢ wigc w relacji sam z sobg. Oznacza to, ze:
- w tabeli na gléwnej przekatnej wszystkie pozycje sa zaznaczone,
- aw grafie, ze w kazdym wierzchotku jest petelka.
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Oto przyktadowa sytuacja:

11213 |4 1 e o 2
1 |x X | X

2 X

3 X 4 e e 3
4 |x X 2) )

W tabeli na szarym ttem dodatkowo zaznaczono gtowng przekatng (podobnie postagpimy tez w nastgpnych
tabelach).

Przyktadem jest np. relacja rownosci liczb (kazda liczba jest rowna sobie samej), relacja réwnoleglosci
prostych (kazda prosta jest rownolegla do samej siebie), czy tez relacja bycia z tego samego rocznika.

Sposob zapamigtania: wszystkie petelki.

przeciwzwrotna witw, gdy A ~ (x R x) (lub réwnowaznie /z prawa de Morgana/: gdy ~ V (x R x))
xed xed

Zaden z elementow rozpatrywanego zbioru nie moze wiec by¢ w relacji sam z sobg. Oznacza to, ze:
- w tabeli na gléwnej przekatnej wszystkie pozycje sg puste,
- aw grafie, ze w zadnym wierzchotku nie ma petelki.

Oto przyktadowa sytuacja:

1213 |4 1 e o 2

X |x ‘\

Przyktadem jest np. relacja prostopadtosci prostych (zadna prosta nie jest prostopadta do siebie samej), czy
tez na zbiorze ludzi ,,bycia innego rocznika” (nikt nie urodzit si¢ w innym roku, niz si¢ urodzit).

N[ wW|No|~
N
°
°
w

X

Sposob zapamigtania: brak petelek.

Zastanowmy si¢ w tym miejscu, czy relacje zwrotne i przeciwzwrotne wyczerpujg wszystkie relacje,
czyli innymi stowy, czy jest tak, ze jakakolwiek bySmy nie wzigli relacje, to moglibySmy o niej powiedziec,
ze jest zwrotna lub przeciwzrotna. Otéz NIE! ,,Zwrotna” — znaczy ,,wszystkie petelki”, ,,przeciwzwrotna” —
,,orak petelek”. A przeciez moze by¢ jeszcze sytuacja ,,cze$¢ petelek jest, a czesci (reszty) nie ma”.

Ponadto relacja nie moze by¢ zarazem zwrotna i przeciwzwrotna. Musiata by bowiem wtedy zarazem
mie¢ wszystkie petelki i nie mie¢ zadnej z nich. (Istnieje wyjatek w tym wzgledzie — relacja rozpatrywana na
zbiorze pustym, ale o tym powiemy dopiero za jaki$ czas, cho¢ juz niebawem!).

symetryczna witw, gdy A (x R y— y R x)
x,yeAd

Jesli relacja zachodzi wigc miedzy dwoma elementami, w jedna strong, to musi i zachodzi¢ miedzy nimi w
druga stron¢. Na wykresach nie moze wigc by¢ strzalek Aby relacja byta symetryczna, kazda strzatka musi
by¢ usunieta albo rozszerzona o strzatke w przeciwnym kierunku do belki. A jak wyglada sprawa petelek?
Oto6z petelka oznacza, ze zachodzi relacja migdzy pewnym x a nim samym. Jesli jest wigc petelka z pewnego
x do (tego samego) x, to i jest z x do x! Jesli zas$ nie jest z danego x do (tego samego) x, to znaczy to, ze w
definicji relacji symetrycznej poprzednik implikacji przyjmuje warto$¢ logiczna 0, a co za tym idzie, jest ona
prawdziwa. Tak wiec petelki (ich istnienie, czy tez brak) w ogole nie wptywaja na kwesti¢ symetrycznosci.
Symetrycznos$¢ znaczy tylko ,,brak strzatek”.

Tak wigc w przypadku relacji symetrycznej:

- w grafie brak jest strzalek,

- a w tabeli na pozycjach poza glowna przekatna, kazdy element ma swdj odpowiednik na pozycji
symetrycznej wzgledem gléwnej przekatnej.



Oto przyktadowa sytuacja:

1121314 (7(7
1 |x X | X 1 e o 2
2 X N
3 |x

4 |x 4 o e 3

Przyktadem jest np. relacja bycia tego samego kolory, czy relacja rownosci liczb.
Sposoéb zapamigtania: brak strzatek.

asymetryczna witw, gdy A (x R y— ~y R x)
x,yeA

Jesli relacja zachodzi wige miedzy dwoma elementami w jedna strong, to nie moze zachodzi¢ migdzy nimi w
druga strong. Na wykresach nie moze wigc by¢ belek. A jak wyglada sprawa petelek? Otoz petelka oznacza,
ze zachodzi relacja migdzy pewnym x—em a nim samym. Jesli jest wigc petelka z pewnego x—a do (tego
samego) x-a, to (zgodnie z powyzszg definicjg), nie ma jej! Zatem (aby nie bylo sprzecznosci) nie moze jej
by¢. Sumujac, nie ma belek, ani petelek. Moga wiece by¢ tylko strzatki.

Oto przyktadowa sytuacja:

11213 |4
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Przyktadem jest np. relacja bycia wigkszym.

Tak wigc w przypadku relacji asymetrycznej:
- w grafie brak jest belek 1 petelek (czy — jak kto woli — tylko strzatki mogg by¢),
- aw tabeli:
-z jednej strony — gtéwna przekatna pusta,
- a z drugiej strony — na pozycjach poza gléwnag przekatng, zaden eclement nie ma swojego
odpowiednika na pozycji symetrycznej wzgledem gltéwnej przekatne;.

Sposob zapamigtania: brak belek i petelek (lub réwnowaznie: tylko strzatki mogg byc¢).

antysymetryczna witw, gdy A xRy >~y Rx) (1)
x,yeA
XE£Y

Stosujac zasade wyciggania predykatu spod znaku kwantyfikatora za ten znak (w przypadku ,,duzego
kwantyfikatora” faczymy 6w predykat z reszta wyrazenia za pomocg spodjnika logicznego implikacji),
formule tg rownowaznie mozna zapisac postaci: A (x#y — (x Ry — ~y R x)),
x,yeA

co w wyniku stosowania prawa transpozycji (przypominam: (p — gq) <> (~¢ — ~p)), daje nam:

A (~&Ry—>~yRx)—x=y),
x,yeA
a poniewaz (p — q) <> ~ (p A ~q), wigc podstawiajac p =x R y oraz ¢ =~y R x, otrzymujemy

A (~~@RyA~~yRx)—x=y),

x,yeA

a dalej, stosujac (2 razy!) regute podwojnego przeczenia (~ ~ p <> p ), otrzymujemy w koncu:
A (xRyAyRx)—x=y) 2

x,yeA

Tak wigc definiens (1) jest rtownowazne wyrazeniu (2). (Co to jest definiens omowili$my juz przy omawianiu
definicji w rozdziale ,,metodologiczne podstawy matematyki’).
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Zobaczmy, jak od strony semantycznej rozumiemy (1), a jak (2) i sprawdzmy, ze i od tej strony wyrazajg one

to samo.

1) (1) czytamy: jakichkolwiek by$my nie brali dwoch elementow z dziedziny réznych migdzy soba,
wowczas jesli relacja zachodzi w jedng stron¢ migdzy nimi, to i musi zachodzi¢ w drugg strong.
Sformutowanie to nie odnosi si¢ wiec w zaden sposob do petelek. W zaden sposdb nie ogranicza ich.
Moze wigc by¢ tak, ze beda wszystkie, zadnej nie bedzie lub tez tylko czgs¢ bedzie. Sformutowanie to
odnosi si¢ tylko do roznych elementow, czyli (w konsekwencji) strzatek i belek. Fakt, ze jak jest w
jedna, to nie moze by¢ w druga, oznacza, ze sposrod strzatek i1 belek, tylko strzatki moga by¢, a belki w
zadnym razie nie. Tak wigc, sumujac, w relacji asymetrycznej, nie moze by¢ belek (strzatki i petelki
moga byc).

2)  (2) czytamy: jakichkolwiek bysmy nie brali dwoch elementdéw z dziedziny, wowczas, jesli okaze sie, ze
zachodzi ona w obie strony miedzy nimi, to muszg by¢ one rowne. Innymi stowy, mogg by¢ petelki, ale
nie moze by¢ belek. Jesli z kolei relacja zachodzi w jedna strone, a nie zachodzi w drugg (lub na
odwrot), to w poprzedniku implikacji z (2) mamy koniunkcje prawdy i fatszu, czyli zdanie fatszywe.
Poniewaz z kolei implikacja o poprzedniku falszywym jest zawsze prawdziwa, zatem i w tym
przypadku (strzatka) jest ona prawdziwa. Strzatki mogg wigc byé. MogliSmy to zreszta krocej
rozpatrzyé, a mianowicie stwierdzajac, ze poniewaz relacja ta nie daje zadnych ograniczen na strzatki,
wigc mogg one by¢ w dowolnej ilosci (zero, wszystkie, niektore). Sumujac, strzatki i petelki moga by¢,
a belki — nie.

Tak wigc i te dwa semantyczne podejscia wyrazajg nam t¢ samg mysl.

Tak wigc w przypadku relacji antysymetryczne;j:

- w grafie brak jest belek (lub rownowaznie: tylko strzalki i petelki moga by¢),

- a w tabeli na pozycjach poza gléwng przekatna, zaden element nie ma swojego odpowiednika na pozycji
symetrycznej wzgledem gléwnej przekatnej.

Oto przyktadowa sytuacja:
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Przyktadem jest np. relacja bycia mniejszym lub rownym ().

Sposob zapamigtania: brak belek.

Dotychczas mamy wigc sytuacje, jak w ponizszej tabeli

Relacja Strzatki Belki Petelki
zwrotna WSZYSTKIE
przeciwzwrotna BRAK
symetryczna BRAK

asymetryczna BRAK BRAK
antysymetryczna BRAK

Puste pole = MOGA BYC

W tabeli tej opisalismy rodzaje relacji wyszegolnione ze wzgledu na zwrotno$¢ (zwrotna i przeciwzwrotna) i
symetryczno$¢ (symetryczna, asymetryczna i antysymetryczna).

Odnosnie ,,symetryczno$ci” wnosimy z niej, Ze:

1)

2)
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kazda relacja asymetryczna jest antysymetryczna (bo warunek ,,brak petelek” zawiera si¢ w warunku ,,petelki
mogg by¢ (chociazby w zerowej liczbie)”.

Relacja symetryczna nie dopetnia si¢ ani z relacjg asymetryczng, ani z relacjg antysymetryczna. Dzieje si¢
tak, poniewaz istnieje relacja, ktora nie bedac symetryczng (tj. posiadajac strzalki), nie jest przy tym ani
asymetryczna, ani antysymetryczna (tj. ma belki). Po prostu niektore rozne elementy potaczone sg belkami, a
inne (nie koniecznie wszystkie pozostate) strzatkami. Jak wida¢, do sprawy petelek nie trzeba tu w ogole
siegaé (tzn. w konkretnym przypadku, mogg one by¢, ale nie muszg).




3)

(&

1 Przyktad
tego typu

4 e . 3 relacji

Ponadto, co ciekawe, relacja symetryczna ani z relacja asymetryczng ani z relacjg antysymetryczng si¢ nie
wyklucza. Ot6z — przypomnijmy sobie — relacja jest symetryczna, gdy nie ma strzatek. Gdy dodatkowo nie
ma ona belek, to jest rownoczesnie symetryczna i antysymetryczna, a gdy jeszcze dodatkowo nie ma petelek,
to jest rownoczes$nie symetryczna, antysymetryczna i asymetryczna!

Zapewne sadzisz, ze jest to bardzo zawite i skomplikowane, i nie wiesz jak zdotasz to wszystko spamigtac. Otdz
WCALE NIE MUSISZ! Wystarczy, ze znasz definicje tych relacji i umiesz mysle¢ (a jesli dostates si¢ na studia —
mam nadzieje, ze bez zadnej protekcji — to masz na pewno 1Q réowne co najmniej 100, czyli rzeczywiscie jestes w
tej potowie ludzkiej populacji, z ktorej ludzie wiedzg, jak wykorzysta¢ wlasny mézg). W takim uktadzie na pewno
sam jeste$ w stanie odtworzy¢ powyzsze rozumowanie.

6.

przechodnia witw, gdy A (xRyAyRz—xR2z),
x,y,zeA

Przeczytamy to tak: wsrod dowolnych trzech obiektow z A jesli jest tak, ze zachodzi ona mig¢dzy pierwszym
z nich, a drugim oraz miedzy drugim, a trzecim, to i musi zachodzi¢ migdzy pierwszym, a trzecim.
Symbolicznie mozna to odda¢ w nastgpujacy sposob:

} jesli
—» —» .
toi
jest tak

jest tak
Moga by¢ tez np. nastepujace sytuacje (w kazdej z nich mamy do czynienia z relacjg przechodnia):

1) 2) 3) 4)
e P o e P o
X y=z

Jak wida¢, kwestia mechanicznego okreslenia ,,s3 wszystkie” / ,,nie ma zadnej” / ,,moga by¢” w odniesieniu
do pojec¢ strzatki / belki / petelki nie ma tu sensu. Po prostu wprost z definicji trzeba sprawdzaé¢ spelnianie
przez relacje warunku bycia przemiennag.

Przyktady: relacja rownosci liczb, relacja rownoleglosci prostych, relacja wigkszosci, czy tez bycia starszym.
Sposob zapamigtania: zawsze mozna i1$¢ na skroty.

pelna witw, gdy A xR y.
x,yeA

W tym przypadku po prostu kazdy element musi by¢ w relacji R z kazdym elementem, w tym z sobg samym.
Oznacza to, ze:
1) zkazdego wierzchotka musi wychodzi¢ petelka (innymi stowy: muszg by¢ wszystkie petelki),
2) akazde dwa dowolne rozne wierzchotki musza by¢ potaczone belkami, co pocigga za sobg brak
strzatek.
Uzasadnijmy te dwa wnioski:
1) Poniewaz x R y ma zachodzi¢ dla dowolnych x, y, wigc rowniez dla y = x, a co za tym idzie dla
dowolnego x, musi by¢ x R x, a to wlasnie znaczy, ze sa wszystkie petelki.
2) Jesli w powyzszej formule wezmiemy x = a, y = b, to bedzie oznaczalo, ze musi by¢ strzalka (a, b). Gdy
za$ wezmiemy na odwrdt, tj. x = b, y = a, to bedzie z kolei oznaczato, ze musi by¢ strzatka (b, a). W
sumie wigc otrzymujemy, ze myszg by¢ wszystkie belki, a na strzatki tym samym nie ma juz miejsca.
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Wykres takiej relacji jest grafem pelnym, a w tabeli w kazdym jej polu jest x:

(e (&

112|314
1 |x [x[x|x 1 o 2
2 |x|x |x[x
3 |x|x|x[x
4 |x|x |x[x 3

4
a2y a2
Przyktad: na zbiorze ludzi relacja bycia tego samego gatunku.

Sposob zapamigtania: wszystkie belki i petelki.

pusta witw, gdy A~xRy (lub réwnowaznie /z prawa de Morgana/: gdy ~V xR y)
x,yeA x,yeA

,Pusta” pisze si¢ przez ,,u” ]

Pierwszy z tych zapisow mozemy odczytaé: jakickolwiek dwa elementy bySmy nie wzi¢li (cho¢by nawet
dwa identyczne, czyli jeden i ten sam), to nie zachodzi mi¢dzy nimi relacja R (czyli de facto relacja R jest
pusta — nie sktadajg si¢ na nig zadne pary!). Z kolei drugi zapis stwierdza, ze nie ma zadnej pary, ktora
sktadata by si¢ na relacj¢ R (a wige doktadnie to samo co pierwszy zapis!).

Wykres takiej relacji jest grafem pustym, a w tabeli brak jest jakichkolwiek x-ow.

11213 |4 1 e o 2
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Przyktad: na zbiorze ludzi relacja bycia starszym o 300 lat.
Sposob zapamigtania: brak czegokolwiek (zaréwno strzatek, jak i belek i petelek)
spojna (ufff, to juz ostatnia) witw, gdy A (xRyv yRx)

x,yeA
XY

[ ,»Spojna” pisze si¢ przez ,,0” ]

W notacji grafowej oznacza to, jakiekolwiek bySmy nie wzi¢li dowolne dwa rézne elementy, to muszg by¢
one polaczone co najmniej w jedng strong, tj. albo w jedng strong¢ albo w drugg strong (w kazdym z tych
przypadkéw mamy strzalkg) albo w obie strony (wtedy mamy belke). Krocej: dowolne dwa rozne
wierzchotki muszg by¢ czyms$ potaczone (poniewaz ,,r6zne”, wigc musi to byc¢ strzatka lub belka).

Analogicznie, jak mieliSmy do czynienia w przypadku relacji antysymetrycznej, rowniez i tu mozemy

sktadnik ,,x # y”” wynie$¢ za znak kwantyfikatora, po kolei otrzymujac rownowazne postaci
Ax#y—> xRyvyRXx)),

x,yeA

co w wyniku stosowania prawa transpozycji (przypominam: (p — gq) <> (~¢ — ~p)) daje nam:
A (~&Ryv yRx)—x=y),

x,yeA

aponiewaz ~ (p v q) <> ~p A ~ ¢q (jedno z praw de Morgana),

wigc podstawiajac p =x R y oraz ¢ = y R x, otrzymujemy
A (~xRyAan~yRx—x=Y).

x,yeA



Posta¢ t¢ (w postaci grafowej) mozemy odczytaé w nastepujacy sposob: dla dowolnych dwoch
wierzchotkéw, jesli by sig tak zdarzylo, ze nie sg one potaczone w zadng ze stron, to (nam si¢ tylko wydaje,
ze sg to dwa wierzchotki, bo w rzeczywistosci ) jest to jeden i ten sam wierzchotek. Innymi stowy: brakowaé
moze tylko polaczen migdzy danym wierzchotkiem a nim samym (nie wymagamy obecnosci pgtelek), co
oznacza, ze rézne zawsze muszg by¢ czyms potgczone (jesli ,,rozne” — to oczywiscie belka lub petelka)

Schemat przyktadowej relacji (w postaci tabeli i grafu):

12|34
1 X X ] & e 2
2 |x|x \L
3 |x|x X &T
4 X |X |X 4 e 3

Przyktad: na zbiorze ludzi relacja bycia nie-starszym.

Sposob zapamigtania: dowolne 2 rézne wierzchotki zawsze sg czyms$ potaczone (belka lub petelka).

Dodajmy do naszej tabeli nowe relacje:

LP | Relacja Strzatki Belki Petelki
1. |zwrotna WSZYSTKIE
2. | przeciwzwrotna BRAK
3. | symetryczna BRAK
4. | asymetryczna BRAK BRAK
5. | sntysymetryczna BRAK
6. | przechodnia Brak prostej ,,recepty”
7. | pea BRAK WSZYSTKIE WSZYSTKIE
8. | pusta BRAK BRAK BRAK
9. | spojna Migdzy dwoma réznymi wierzchotkami
- zawsze jedna z nich

Puste pole = MOGA BYC

Zadanie
Sproébuj ustali¢ zaleznosci miedzy relacjami 6, 7, 8, 9, a kazda z nich i kazdg z pozostatych.

Sprawdzmy na kilku relacjach, jakie przystuguja im wilasnosci, przy okazji (w pierwszych 6 przyktadach)
okreslajgc tez ich dziedzine, przeciwdziedzine i pole. Wiasnosci byto 9, to i przyktadow damy 9 ©.

1.

Relacja kochania, zdefiniowana na zbiorze ludzi w nastgpujacy sposob: x R y witw, gdy x kocha y-a.
Sprawdzamy po kolei, czy jest:

1) zwrotna — NIE, bo gdyby byta, wowczas kazdy musiatby siebie kochaé, a przeciez tak nie jest, o czym
swiadczy chociazby fakt, ze ludzie targaja si¢ na wlasne zycie,

2) przeciwzwrotna — tez NIE, bo gdyby byla, wowczas kazdy musiatby siebie nie kochaé, a przeciez sg
narcyzi migdzy ludzmi,

3) symetryczna — tez NIE, bo gdyby byla, wowczas nie bylo by zawiedzionych mitosci (jak mawial Boy
Zelenski: ,,bo w tym caly jest ambaras, aby dwoje chciato naraz”),

4) asymetryczna —tez NIE, bo sg przeciez szczes§liwe matzenstwa,

5) antysymetryczna — tez NIE — z tego samego powodu,

6) przechodnia — tez NIE, bo (przypusé¢my hipotetycznie) jesli ja kocham swojg zong, a ona kochanka, to
wecale nie znaczy, ze ja bede go kochaé,

7) peina — NIE, bo byta by wtedy zupetna idylla na Swiecie (kazdy kochat by kazdego), a przeciez tak nie
jest,

8) pusta —tez NIE (chociazby z faktu, ze kocham swojg zong),

9) spojna — roéwniez NIE, bo wezmy np. jakiego§ Eskimosa, z ktorym si¢ nie znam; wowczas ani ja jego nie

kocham, ani on mnie nie kocha (nie mozna kocha¢ kogos, kogo si¢ nie zna!).

Relacji tej nie przystuguje wigc zadna zadnej z przytoczonych wyzej wlasnosci formalnych.
Pozostaje nam jeszcze okreslic jej dziedzing, przeciwdziedzing i pole:
1) D —to zbior 0sdéb kochajacych,
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2)
3)

D™ —to zbidr 0sob kochanych (przez kogo$),
P —to zbidr ztozony ze wszystkich 0s6b kochajacych i1 ze wszystkich 0osob kochanych (lub — patrzac od 11
strony — sg to wszyscy ludzi poza tymi, ktérzy ani nikogo nie kochajg ani nie sg przez nikogo kochani).

2. Relacja bycia matka, zdefiniowana na zbiorze Iudzi (zaré6wno zyjacych jak i umartych) w nastgpujacy sposob:
x R y witw, gdy x jest matkg y-a

1)
2)
3)
4)
5)
6)

7)

8)
9)

zwrotna — NIE, bo przeciez nikt nie jest swoja matka,

przeciwzwrotna — TAK (z tego samego powodu),

symetryczna — NIE, bo jak kto$ jest mojg matka, to bynajmniej ja nie jestem matka dla tego kogos,
asymetryczna — TAK (z tego samego powodu),

antysymetryczna — TAK (z tego samego powodu),

przechodnia — NIE, bo matka mojej matki nie jest mojg matka, tylko moja ,,grandmatka”, czyli babcia (ale
,grandmatka”, to jednak nie matka, wbrew nazwie; ,,grandmatka” — od grand mother = babcia w j.
angielskim ©),

petna — NIE, bo nieprawdg jest ze kazdy jest matkg kazdego (np. ja nie jestem matka dla swojego brata,
przy czym zauwazmy tu, ze caly czas rozwazamy tu relacje bycia matka, a nie relacje ,,matkowania” ©),
pusta — NIE, bo sa przeciez matki na tym §wiecie,

spdjna — NIE (wytlumaczenie podobne jak przy peinej).

Pozostaje nam jeszcze okresli¢ jej dziedzing, przeciwdziedzing i pole:

1)
2)

3)

D —to zbior wszystkich matek, czyli wszystkich kobiet, ktére doczekaty si¢ potomstwa,

D7 — to zbiér wszystkich os6b poza Adamem i Ewa © (bo wéréd ludzi tylko oni nie mieli ludzkiej
matki),

P — to zbior wszystkich ludzi bez Adama (zbiér D', a wigc zbior wszystkich ludzi bez Adama i Ewy,
powickszamy o wszystkich matki, co efektywnie daje nam powickszenie go jedynie o Pramatke — Ewg;
W ten sposob mamy juz wszystkich ludzi jedynie bez smutnego z tego powodu Adama ©).

3. Relacja bycia bratem, zdefiniowana na zbiorze ludzi w nastgpujacy sposob: x R y witw, gdy x jest bratem y-a
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4)
5)
6)

7)

8)
9)

zwrotna — NIE, bo przeciez nikt nie jest swoim bratem,
przeciwzwrotna — TAK (z tego samego powodu),
symetryczna — NIE, bo z faktu ze Ja$ jest bratem Zosi wcale nie wynika, ze Zosia jest bratem Jasia! (cho¢
moze by¢ mu bratem w sensie chrzeScijanskim, ale nie o takie braterstwo tu chodzi ©). Zauwazmy na
boku, ze gdy uwzglednimy jeszcze ich brata Tomka, to cho¢ migedzy Tomkiem i Jasiem relacja ta
zachodzi w obydwie strony, to jednak to nie wystarcza, zeby powiedzie¢, ze jest ona symetryczna, gdyz
ZAWSZE tak musi by¢, a nie jedynie w niektorych przypadkach, gdyz w definicji relacji symetrycznej na
poczatku mamy kwantyfikator ogélny!),
asymetryczna — NIE, bo Ja$ jest bratem dla swojego brata Tomka,
antysymetryczna — tez NIE (z tego samego powodu),
przechodnia — tez NIE, bo (czgsto tak wiasnie trzeba to rozpatrywac:) bratem mojego brata jestem ja sam,
a sam dla siebie nie jestem bratem,
Zeby to lepiej zobaczy¢, spojrzmy na definicje relacji przechodniej:
relacja R jest przechodnia witw, gdy A (xRyAyRz—xR2).

x,zeA
Aby relacja byta przechodnia, warunek podany w jej definicji za kwantyfikatorem musi by¢ spelniony
DLA KAZDEGO x, y, z €4, a wigc musi by¢é spetniony réwniez dla z = x. Musi wigc zachodzi¢: x R y A y
R x — x R x. W naszym przypadku (relacji bycia bratem) tak jednak nigdy nie jest — nikt bowiem nie jest
dla siebie samego bratem! Relacja ta nie jest wigc przechodnia.
petna — NIE, bo wtedy kazdy by musial by¢ bratem kazdego (réwniez dziewczyny migdzy sobg, osoby
catkiem obce, ...),
pusta — NIE, bo sa przeciez bracia na tym §wiecie,
spojna — NIE, bo zeby taka byla, migdzy dowolnymi dwiema osobami (chocby catkiem obcymi)
musiataby ona zachodzi¢ co najmniej w jedna strona, a wiadomo, ze tak nie jest.

Pozostaje nam jeszcze okresli¢ jej dziedzing, przeciwdziedzing i pole:

1)
2)
3)

D —to zbioér wszystkich braci, czyli facetéw posiadajgcych rodzenstwo,
D™ —to zbidr wszystkich 0séb posiadajacych brata,
P — to zbidr wszystkich ludzi poza jedynakami i dziewczynami z takich rodzin, w ktorych sa same corki.

Relacja prostopadlosci prostych, zdefiniowana w nastgpujacy sposdb: x R y witw, gdy prosta x jest
prostopadta do prostej y (przy czym calg te relacje rozpatrujemy na jednej z gory ustalonej ptaszczyznie — jest
to bardzo wazny warunek, gdyz na ptaszczyznie prosta prostopadta do prostopadie;j jest di niej rownolegla, a w
przestrzeni moze by¢ prostopadta! — patrz rys. ponizej)



W przestrzeni:
Na plaszczyznie:
k
[

k
m
k1 1lil 1l m,ale~(k L m).
W takim uktadzie: k L,/ 1 mik L m.

1) zwrotna — NIE, bo zadna prosta nie jest do siebie samej prostopadta,

2) przeciwzwrotna — TAK (z tego samego powodu),

3) symetryczna — TAK, bo prostopadtos¢ prostych jest wzajemna,

4) asymetryczna — NIE (z tego samego powodu),

5) antysymetryczna — tez NIE (z tego samego powodu),

6) przechodnia — NIE, bo zawsze prostopadta do prostopadtej jest z nig rownolegla (jak na rysunku powyzej
po lewej stronie), a wiec nie prostopadia!l,

7) peina — NIE, bo sg proste, ktore nie sg prostopadte (cho¢by rownolegte),

8) pusta— NIE, bo sg przeciez proste prostopadte,

9) spojna — NIE (z tego samego powodu, co ,,petna”).

Tak wigc relacja ta jest przeciwzwrotna i symetryczna.

Pozostaje nam jeszcze okresli¢ jej dziedzing, przeciwdziedzing i pole:

1) D —to zbioér wszystkich prostych,

2) D —to zbior wszystkich prostych,

3) P —to tez zbidr wszystkich prostych.

W tym przypadku wigc D = D" = P.

. Relacja réwnoleglosci prostych, zdefiniowana w nastgpujacy sposéb: x R y witw, gdy prosta x jest rOwnolegta

do prostej y

1) zwrotna — TAK, bo kazda prosta jest do siebie samej rownolegta,

2) przeciwzwrotna — NIE (z tego samego powodu, co wyzej),

3) symetryczna — TAK, bo réwnoleglos¢ prostych jest wzajemna,

4) asymetryczna — NIE, bo jest symetryczna,

5) antysymetryczna — tez NIE (z tego samego powodu),

6) przechodnia — TAK, bo zawsze prosta rownolegta do rownoleglej do danej jest i do niej rownolegla
(nawet, gdy pierwszg i trzecig to bedzie ta sama prosta; jak rowniez wtedy, gdy wszystkie 3 to bedzie
jedna i ta sama prosta),

7) peina — NIE, bo sg proste, ktore nie sg rownolegle

8) pusta— NIE, bo sg przeciez proste rownolegte (chociazby kazda prosta z sobg samg),

9) spojna — NIE (z tego samego powodu, co ,,petna”).

Tak wigc relacja ta jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Pozostaje nam jeszcze okresli¢ jej dziedzing, przeciwdziedzing i pole:

1) D —to zbidr wszystkich prostych,

2) D’ —to zbiér wszystkich prostych,

3) P —to tez zbidr wszystkich prostych.

Tak wiec i w tym przypadku D = D7 = P (= A)

. Relacja bycia tej samej rasy, zdefiniowana na zbiorze ludzi w nastgpujacy sposob: x R y witw, gdy x jest tej

samej rasy co y

1) zwrotna — TAK, bo kazdy jest tej samej rasy co on sam,

2) przeciwzwrotna — NIE (z tego samego powodu, co wyzej),

3) symetryczna — TAK, bo zawsze jest tak, ze jesli ja jestem tej samej rasy co ktos, to i on jest tej samej rasy
co ja (jest to jednak i ta sama — nasza wspdlna — rasa),

4) asymetryczna — NIE (z tego samego powodu),

5) antysymetryczna — tez NIE (z tego samego powodu),

6) przechodnia — TAK, bo zawsze jest tak, ze jak jeden jest tej samej rasy co drugi (dajmy na to czarnej), a
drugi co trzeci (tez musi to by¢ ta sama rasa — tu: czarna), to i pierwszy jest tej samej rasy co trzeci (tu:
czarnej); co nadto, zachodzi to réwniez wtedy, gdy bedziemy utozsamiac¢ ze sobg poszczegodlne osoby
(np. ze pierwsza i trzecia — to jedna i ta sama osoba) — podejscie takie jest konieczne ze wzgledu na fakt,
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ze (zgodnie z definicja relacji przechodnie) mamy braé¢ pod uwage dowolne x, y 1 z (a wigc nie koniecznie
rozne),
7) pelna — NIE, bo sg ludzie, ktorzy sa réznych ras,
8) pusta— NIE, bo sg przeciez ludzie tej samej rasy,
9) spdjna — NIE (z tego samego powodu, co ,,petna”).
Tak wigc i ta relacja (podobnie jak poprzednia) jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.
Relacje posiadajace te 3 wasnosci formalne s3 BARDZO WAZNE w matematyce, ale i w dowolnej dziedzinie
wiedzy jaka bys si¢ nie parat (a to dlatego jest takie przetozenie, bo matematyka bardzo dobrze opisuje zastany
$wiat, a z kolei w zwiazku z tym warto jest jg dobrze pozna¢ ©). Dlatego tez po$wiecimy jej caly nastepny
rozdzial.
Pozostaje nam jeszcze okresli¢ jej dziedzing, przeciwdziedzing i pole:
2) D —to zbior wszystkich ludzi,
3) D' —to zbior wszystkich ludzi,
4) P —to tez zbior wszystkich ludzi.
Tak wiec i w tym przypadku D = D" = P (= A).
Roéwniez i ta zalezno$¢ zawsze zachodzi w przypadku kazdej relacji, ktora jest zwrotna, symetryczna i
przechodnia. W ogoéle gwarantuje nam tu juz sama zwrotno$¢, gdyz dzigki niej:
- kazdy obiekt z 4 jest w dziedzinie,
- kazdy obiekt z A jest w przeciwdziedzinie,
- a co za tym idzie: kazdy obiekt z 4 jest w polu,
a przy tym zbiory te (dziedzina, przeciwdziedzina i pole) nie mogg by¢ szersze niz A.

rozwazanej
relacji R

Przejdzmy teraz do ciekawszych przykladéw (sa jeszcze takie!).

7. Relacja bycia wasalem, rozpatrywana na uniwersum osob zyjacych w Europie w S$redniowieczu,
zdefiniowana w nastepujacy sposob: x R y witw, gdy x jest wasalem y—a
Przypomnijmy sobie, ze relacja wasalstwa, to inaczej relacja feudalnego poddanstwa, przy czym na
kontynencie obowigzywala zasada ,,wasal mojego wasala nie jest moim wasalem”, za§ w Anglii: ,,wasal
mojego wasala jest moim wasalem”. Przy pomocy grafu mozna wigc ja przedstawi¢ w postaci drzewa
skierowanego, jak na ponizszym rysunku:

AN
A

Jest ona:

1) zwrotna — NIE, bo nikt nie jest swoim (czy tez dla siebie samego) wasalem (rozumianym w sensie
poddanstwa lennego, a nie panowania nad sobg — bycia za siebie odpowiedzialnym ©)

2) przeciwzwrotna — TAK (z tego samego powodu),

3) symetryczna — NIE (bo o to wlasnie w niej chodzi — dziata tylko w jedng strong!),

4) asymetryczna — TAK (wytlumaczenie —j.w.),

5) antysymetryczna — TAK (wytlumaczenie — j.w.),

6) przechodnia — NIE, bo — jak to juz wyzej podalismy — w jednych krajach (na kontynencie) obowigzywata
zasada ,,wasal mojego wasala jest moim wasalem”, a w innych (w Anglii) ,,wasal mojego wasala nie jest
moim wasalem”, a w definicji relacji przechodniej za sprawa kwantyfikatora ogolnego wymagamy, aby
ZAWSZE byla spelniona wystepujaca w niej implikacja (tu: ze ,,wasal mojego wasala jest moim
wasalem”), a u nas tak nie jest,

7) peina — NIE (chociazby z braku symetrycznosci),

8) pusta — NIE (bo byli wasale!),

9) spojna — NIE (bo chociazby bezposredni poddani jednego ,,pana” nie byli migdzy sobg poréwnywalni za
pomocg tej relacii).

Relacja ta jest przytoczona tu jedynie jako wprowadzenie do nastgpnej, o wiele bardzie interesujacej (ach ta

matematyka ©).

8. Relacja bycia wasalem, rozpatrywana na uniwersum oso6b obecnie zyjacych w Europie (relacja pusta na
niepustym zbiorze — o t¢ jej wlasno$¢ wilasnie nam chodzi, dlatego tez t¢ relacje — jako posiadajaca taka
wlasno$¢ — tu omawiamy). W ogodle, definiujemy ja identycznie jak to miato miejsce w poprzednim
przyktadzie: x R y witw, gdy x jest wasalem y—a.
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1) zwrotna — NIE, bo brak w niej pgtelek,
2) przeciwzwrotna — TAK (z tego samego powodu),
3) symetryczna — TAK (bo poprzednik implikacji zawsze przyjmuje w niej warto$¢ logiczng 0),

Przyjrzyjmy si¢ blizej temu wyjasnieniu:
Najpierw przypomnijmy, ze relacja jest symetryczna witw, gdy A (xRy— y Rx)

x,yeA

Jako ze jednak relacja ta jest pusta, wiec wystgpujacy w jej - =0
definicji poprzednik implikacji nigdy nie zachodzi, czyli
— innymi stowy - zawsze przyjmuje wartos¢ logiczng 0

Poniewaz — jak dobrze wiemy — kazda implikacja o falszywym poprzedniku jest prawdziwa (bez wzgledu
na warto$¢ jaj nastgpnika) — zatem rozpatrywana, jako spelniajgca warunek na bycie symetryczng, jest
symetryczna.

4) asymetryczna — TAK (z tego samego powodu),

5) antysymetryczna — TAK (z tego samego powodu),

6) przechodnia — TAK (z tego samego powodu),

7) peina — NIE (bo przeciez jest pusta),

8) pusta— TAK (bo tak wlasnie jg okreslilismy?!),

9) spojna — NIE (chociazby dlatego, ze jest pusta).

Relacja tego typu (pusta na niepustym zbiorze) zawsze posiada przytoczony tu garnitur wtasnosci formalnych.

9. Relacja bycia starszym na ksiezycu, przy zalozeniu, ze Twardowski tam nie mieszka © (relacja okreslona na
zbiorze pustym - o to chodzi w tym przyktadzie!)
1) zwrotna — TAK, bo z definicji relacji zwrotnej mamy: A x R x, czyli A (x € A - x R x), a poprzednik
xeAd X
wystepujacej tu implikacji ma warto$¢ logiczng zero (bo nikt nie mieszka na ksi¢zycu), co pocigga za soba
jej prawdziwos$¢ 1 prawdziwos¢ catej formuty
2) przeciwzwrotna — TAK (z tego samego powodu),
3) symetryczna — TAK (z tego samego powodu),
4) asymetryczna — TAK (z tego samego powodu),
5) antysymetryczna — TAK (z tego samego powodu),
6) przechodnia — TAK (z tego samego powodu),
7) peina—TAK (z tego samego powodu),
8) pusta— TAK (z tego samego powodu),
9) spojna — TAK (z tego samego powodu),
Tak wigc relacja tej przystuguja wszystkie wtasnosci formalne!
- jest zarazem zwrotna i przeciwzwrotrna!
- jest zarazem symetryczna jak i asymetryczna i antysymetryczna!,
- jest zarazem petna i pusta!
- aprzy tym jest jeszcze przechodnia i spojna.
Wspotwystepowania whasnosci, o ktorych myslelismy dotychczas ze si¢ wykluczaja, jednak sg mozliwe!
Zawsze jest tak, jak to pisaliSmy powyzej, gdy mamy do czynienia z relacjami rozpatrywanymi na zbiorze
pustym.
Uwaga: gdyby$my rozpatrywali tego typu relacje jako hipotetycznie mozliwg (np.: bycie o 5 lat starszym na
ksiezycu), jak i niemozliwg (bycie o 200 lat starszym na ksiezycu), to i tak byto by to bez znaczenia —
przystugiwatly by im te same (bo wszystkie) wtasnosci.

Na calym uniwersum relacji mozemy wyr6zni¢ pewne ich typy. Dokonuje si¢ tego na podstawie przystugujacego
im zestawu wlasnosci formalnych. Owe specyficzne typy relacji, to:

1) réwnowaznosc,

2) porzadek i czeSciowy porzadek,

3) funkcja.

Ponizej oméwimy je w poszczegolnych — kolejnych paragrafach.
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11. Rownowaznos¢

UWAGA! Studencie! Skup si¢ szczegolnie na tym paragrafie! Jest on BARDZO WAZNY. Jesli go nie
zrozumiesz, wowczas zawarty w nim materiat niestety pozostanie dla Ciebie catkiem abstrakcyjny (co ma zreszta
zwigzek z pojawiajacymi si¢ tu klasami abstrakcji i zasadg abstrakcji!). Nie dopus¢ do tego — nie potdz sprawy!

Definicja
Relacj¢ R nazywamy rownowaznoscig witw, gdy jest ona zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Powstaje pytanie, jak najtatwiej zapamictaé ten zestaw wiasnosci. Pomoze nam w tym organizacja studencka
Zrzeszenie Studentow Polskich. W skroécie jej nazwa, to ZSP:

Litery — wlasnosci Warunek relacji Opis zaleznoS$ci

Z — jak zwrotna AxRx Z wystepuje na 1. miejscu, w definicji relacji zwrotnej
xed jest 1 zmienna i 1 raz wystgpuje symbol relacji

S — jak symetryczna A(xRy—yRX) S wystepuje na 2. miejscu, w definicji relacji syme-
x,yeA trycznej sg 2 zmienne i 2 razy wystepuje symbol relacji

P — jak przechodnia A xRyAyRz—xRz), | P wystepuje na 3. miejscu, w definicji relacji przechod-
xy,zeA niej sg 3 zmienne i1 3 razy wystepuje symbol relacji

Jasne, ze tatwe, proste i logiczne ... ©

Taki zestaw wlasnosci formalnych przystugiwal przytoczonym z poprzednim paragrafie relacjom:
- nr 5 - relacji rownoleglosci prostych, wiec posiadania tego samego kierunku,
- nr 6 - relacja bycia tej samej rasy,

Widzimy wigc, ze sg to relacje typu ,,bycia / posiadania tego samego ...”. W ten sposob mozemy ,.krzesa¢” inne
relacje, ktore sg réwnowazno$ciami: bycie tej samej plci, bycia z tego samego rocznika, bycia tej samej
2

narodowosci, bycia tego samego koloru, posiadanie tej samej wartoéci przez liczby (np. 2 = E =—=..),...

1
Ponadto w poprzednim paragrafie zauwazylismy, ze w przypadku tego typu relacji D = D’ = P (= A), a wiec
(m.in., ze wszystkie elementy z 4 biorg w niej udziat).

Nadto, jak juz wtedy zaznaczyliSmy, relacje tego typu sg niezmiernie wazne zaréwno w matematyce, jak i
KAZDE] innej dziedzinie wiedzy, a zatem warto dobrze si¢ z nig zaznajomi¢ ©. Nie traémy wiec czasu. ..

Definicja klasy abstrakcji
Niech R bedzie relacjg réwnowazno$ci w niepustym zbiorze A (tj. A # &, a wigc istnieje pewne a € A4). Klasg
abstrakcji relacji R wyznaczong przez element a nazywamy zbior tych elementow, ktére pozostaja w relacji R do
a. [alg={xe€A:xRa}.

W celu sprawdzenia o co w tej definicji chodzi (bo zapewne mato co z niej zrozumialtes), rozpatrzmy nastepujacy
przyktad.

Przyklad

Niech Z bedzie zbiorem liczb catkowitych, tj. Z={..., -6, -5,-4,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3,4, 5, 6, ...}.
Zdefiniujmy relacje réwnowaznos$ci R w nastepujacy sposob:

aRbo 3| (a — b) (co czytamy: a pozostaje w relacji R z b witw, gdy trojka dzieli liczbg a-b).
Sprawdzmy, jakie sg kolejne klasy abstrakcji:

[0]r={...,-06,-3,0,3,6,..} (dodatkowo zauwazamy, ze s3g to wszystkie te liczby naturalne, ktére przy
dzieleniu przez 3 dajg reszte 0, tj. sa podzielne przez 3);

[1r=1{...,-5,-2,1,4,..} (dodatkowo zauwazamy, ze sg to wszystkie te liczby naturalne, ktore przy
dzieleniu przez 3 dajg reszte 7);
2lr=1{....,-4,-1,2,5,..} (dodatkowo zauwazamy, ze sg to wszystkie te liczby naturalne, ktore przy

dzieleniu przez 3 daja reszte 2).

W ten sposdb otrzymalismy podziat zbioru liczb catkowitych, czyli zbioru N.
Istnieje nawet formalne okreslenie (tj. definicja) podziatu zbioru:
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Definicja
Podziatem zbioru 4 nazywamy kazda niepusta rodzing & zbiorow niepustych, roztgcznych, w sumie dajacych
zbidr 4.

Tak wlasnie jest w naszym przyktadzie! Kazdy ze zbioréw [0]r, [/]r, [2]r, jest niepusty, roztgczny z kazdym z
pozostatych i wszystkie razem w sumie dajg zbior N (ktory to dzielg).

Zauwazmy ponadto, ze gdybySmy badali jakie klasy abstrakcji wyznaczg nam nastgpne elementy zbioru N, to
otrzymaliby$my, Ze:

[31r={...,-6,-3,0, 3, 6, ...} - pokrywa si¢ z klasg [0], tj. [3]r = [0z ,

przy czym proces ten bedzie si¢ powtarzal, tj. otrzymamy:

[41x=[11r

[51x = [ 2]k

[6]r =[3]r = [0x > -.-

Zauwazmy, ze klasy abstrakcji wyznaczane przez elementy jednej z nich (np. z klasy [0]z = {..., -6, -3, 0, 3, 6,
...}), a wiec klasy: ..., [-6]z , [-3]z , [O]z » [3]z » [6]r ,... sa (sobie) identyczne. Oznaczenie klasy abstrakcji nie
zalezy od wybranego elementu z tejze klasy.

W ten sposdb dochodzimy do zapowiadanej na poczatku tego paragrafu zasady abstrakc;i.

Twierdzenie (zasada abstrakcji)
Niech R bedzie rownowaznosécia w niepustym zbiorze 4. Wowczas klasy abstrakcji relacji R stanowig podziat
zbioru A, a wigc sg one

1. niepuste,

2. rozlaczne,

3. asumaich jest identyczna ze zbiorem A.

4. Przy tym dwa elementy nalezg do tej samej klasy abstrakcji witw, gdy mi¢dzy nimi zachodzi relacja R.

Dowod

Mamy dwa zatozenia:

1. R jestrelacjg rownowaznosci, (1)
2. A jest niepusty (symbolicznie: 4 # ). 2)

Rozpiszmy jeszcze definicje klasy abstrakcji (przyda nam si¢ w innej postaci)
Wychodzac od [a]g = {x € A: x R a},

dochodzimy do [a]z= {x: x € A AXx R a},

anastegpniedox € [alp<>x € AAxRa,

co po podstawieniu ¢ w miejsce x, danam: @ € [alp<>acAAraRa 3)

Dowaéd poszczegolnych punktow twierdzenia.

1°.,,niepuste”

A# . Zatem V: a € A. Wezmy je. Nie jest tu istotne, ktére ¢ wezmiemy. Kazdy z elementdéw zbioru 4 réwnie
a

dobrze si¢ na to nadaje. Oczywiscie, ze wzglgdu na (1), a R a (bo R jako réwnowazno$¢ jest m.in. zwrotna). Zatem

mamy juz: a € A A a R a. To za§ w oparciu o (3) jest rownowazne stwierdzeniu: a € [a]z , czyli [a]z # &, a 0 to

wilasnie chodzito.

W skrécie mozemy to zapisa¢ w nastepujacy sposob: A= J—>ae€Ad—>aRa—>aelalg—[alp# L.

2°. ,roztgczne”

Wezmy dwie rozne klasy abstrakcji: [a]z # [b]z. Dowdd przeprowadzimy nie wprost. Zalézmy mianowicie, ze
(wbrew temu, co mamy wykazac) te dwa zbiory (klasy abstrakcji) nie sg roztaczne. Istnieje zatem taki element
(powiedzmy c), ze nalezy on jednoczes$nie do kazdego z nich, tj.

c € [a]z A c € [b]z. (*)

Pokazemy, ze wynika stad ze [a]r = [b]r (co jest sprzeczne z [a]r # [b]r) tj., Ze zachodzg odpowiednie inkluzje w
obie strony:

a) [algr < [blk,

b) [alr > [b]k-

Wprowadzmy oznaczenie: (x) = z definicji klasy abstrakcji.
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Ad a)
Pokazemy, ze [a]z < [b]r . Niech wigc pewne xe [a]r (**). Pokazemy, ze x € [b]; .

Zl((:) (x) / Z(*\A(

X)
XRa cRa cRb
Z symetrycz-
nosci relacji R
aRc
z przechodnio-
scirelacji R
(x)
xRc » xRb — xe[blz
z przechodnio$ci
relacji R
Ad b) — w drugg strong tak samo.
3°. ,,suma Klas abstrakcji jest identyczna ze zbiorem A”
W tym celu wystarczy udowodnic, ze: U [a]z = A4. 4

acA

Tu nalezg si¢ 2 stowa wyjasnienia

a) najpierw o co chodzi z tym zapisem i wystgpujacym w nim symbolem sumy ,, |} >,
b)  ze suma klas abstrakcji zostala tu dobrze okres$lona.
Ad a)

Po lewej stronie tej rowno$ci mamy zapisane: suma mnogosciowa po a€d z [a]z. O co chodzi? Co to oznacza?
Oto6z bierzemy po prostu kolejne a z A i mnogosciowo dodajemy do siebie wyznaczane przez nie klasy abstrakcji.
Gdy na przyktad 4 = {a,, ay, a3, a,}, to U [alr = [ai]lr Y [as]r Y [a3]r Y [a4]r. Proste, nieprawdaz?!

acA

Adb)

Dlaczego dodajemy po wszystkich elementach zbioru A4, a nie tylko po pojedynczych reprezentantach
poszczegolnych klas abstrakcji (by kazda z klas abstrakcji wystepowata tylko jeden raz w tworzonej sumie)? Otoz,
na dobrg sprawe, jest bez znaczenia ile razy znajdzie si¢ w sumie dana klasa abstrakcji, gdyz i tak bedzie wzigta
pod uwage tylko 1 raz (bo X U X U ... U X = X), a sumowanie klas abstrakcji po wszystkich elementach zbioru A

daje nam gwarancje, ze wszystkie znajdujace si¢ tam klasy abstrakcji zsumujemy.

Obecnie mozemy juz przejs¢ do udowodnienia rownosci (4).
W tym celu nalezy wykaza¢ zachodzenie odpowiadajacych jej inkluzji w obie strony:

a)

b)
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C - oczywista
U [alg c A oznacza bowiem, ze w przypadku kazdego acA mamy: [a]z < A4, czyli ze
acA
A (x € [a]lg > x € A) co jest oczywiste w oparciu o definicj¢ klasy abstrakcji
X
[alg = {x € 4: x R a} —Kklasa abstrakcji sktada si¢ jedynie z elementow zbioru A.

O - wykazemy ponizej:
aed—>aRa—>aclalg>ac U [alr

acA

- /
YT

Analiza ident. jak w p. 1°

Skoro a nalezy do danego zbioru (tu: [a]z), to 1 nalezy do zbioru szerszego (tu: U [alr),
acA
w oparciu o prawo A < A U B (a ktére omawiali$my juz w paragrafie ,,Algebra zbiorow”).



4°. Otrzymujemy:
a,belclr>aRcAbRc
4 l z symetrycznosci relacji R
(x)
cRb

z przechodniosci relacji R

aRb

W druga stron¢: a R b — a € [b]y
+ —» a4, be [b]R

(x)

Ale rowniez (jak pokazaliSmy w p. 1% b € [b]z

To konczy dowod.

Zobaczmy, jakie relacje sag rownowazno$ciami i jakie sg ich klasy abstrakcji.

LP | Relacja rownowaznos$ciowa Jej klasy abstrakcji

1 Bycie w tym samym wieku Osoby z danego rocznika

2 Posiadanie tego samego koloru skory | Osoby o tym samym kolorze skory

3 Rownoleglosé prostych Wszystkie proste rownoleglte do danej

W ostatnim przyktadzie: klas abstrakcji jest nieskonczenie wiele, i kazda z nich posiada nieskonczenie wiele
elementow.

Stad relacje rownowaznosci (tj. taka, ktdra jest zwrotna, symetryczna i przechodnia) mozna definiowa¢ w oparciu
o zasadg abstrakcji jako taka, ktora dzieli zbior na klasy abstrakcji. Po prostu od razu tak jg definiujemy, aby
dzielita zbiér na ktoérym jest rozwazana na klasy abstrakcji (SciSlej mowigc: relacja ta musi dokonaé podziatu
zbioru, na ktorym jest definiowana).

Teraz dobrze usiadz, bo to, co dotychczas wiedziale$ i bytes o tym $wigcie przekonany, legnie w gruzach, i to z
kretesem! Otoz stwierdzam autorytarnie, ze prosta nie ma kierunku, lecz ze kierunek ma prosta.

Nie wierzysz? — to poczytaj: Kierunek definiujemy jako klasg abstrakcji: [a]z = {x: x Il a}.  Proste, prawda?!

Rozpatrzmy nastepujacy przyklad

Przypusémy mianowicie, ze mamy 10 elementow zbioru 4, na ktorym okreslona jest relacja rownowaznosci (tj.
zwrotna, symetryczna i przechodnia), dzielaca go na 4 klasy abstrakcji o0 mocach odpowiednio: 1, 2, 3 i 4 (jak na
ponizszym rysunku). Zastandwmy sie, jak w takiej sytuacji bedzie wygladata zadana relacja.

Rozwiazanie:
W oparciu o 4. punkt zasady abstrakcji (,,dwa elementy nalezg do tej samej klasy abstrakcji witw, gdy migdzy
nimi zachodzi relacja R”, co oznacza, ze w ramach danego podzbioru, kazdy element musi by¢ powigzany z
kazdy, a migdzy réznymi zbiorami nie moze by¢ powiazan), tworzymy nastgpujacy rysunek, ktory juz czyni
zado$¢ postawionemu zadaniu.
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Rzeczywiscie, tak okreslona relacja jest rtownowaznoS$cia, gdyz jest:
1) zwrotna (sg wszystkie petelki),

2) symetryczna (nie ma strzalek),

3) przechodnia.

Mozemy tez wyobrazi¢ sobie sytuacj¢ w drugg strong — w parciu o relacje rownowaznosci dokonac stosownego
podziatu.

Przyklad
Mamy 10 0séb (oznaczmy je: 1, 2, ..., 10), ktére nalezg do 4 partii (kazda tylko do jednej), tak ze:
do I partii nalezy tylko 1 osoba (1), doII-2(213),doIII-3(4,516),adoIV—-4(7,8,91 10).
Rozpatrzmy relacje¢ (okreslong na zbiorze tych 10 oséb) nalezenia do tej samej partii:
x R y <> x nalezy do tej samej partii co y.
Relacja ta jest oczywiscie rownowaznos$cig (bo jest zwrotna, symetryczna i przechodnia). Wyglada ona jak to
przedstawiono na ostatnim rysunku i dokonuje podziatu na zbiory osob nalezgce do danej partii.

Pytanie: Z ilu elementéw sktada si¢ ta relacja?
Odpowiedz: Elementami relacji sg pary; petelka (mamy ich 10) — to jedna para, a belka (mamy ich 10) — to dwie
pary, tak wigc razem jest ich: 10 + 10 - 2 = 30.

Wprowadzmy jeszcze jedng definicje:
Przez R|, oznaczaé bedziemy rodzing zbiorow — zbidr wszystkich klas abstrakcji wyznaczonych przez relacjg
rownowaznosci R na zbiorze 4.

W oparciu o t¢ definicje, widzimy ze w powyzszym przyktadzie: R|, = {{1}, {2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8,9, 10}}.

Mysle, ze po tak elementarnym opisie i tylu przyktadach, relacja rownowaznosci i klasy abstrakcji, weale nie beda
dla Ciebie zadna abstrakcja!

12. Porzadek i czeSciowy porzadek

Inne zestawy wiasnosci formalnych moga definiowa¢ inne (niz réwnowazno$¢) typy relacji, ktore to beda
determinowa¢ inne zorganizowanie obiektow niz podzial (z ktérym to mieliSmy do czynienia wiasnie w
przypadku rownowaznosci). Z uzytym w poprzednim zdaniu stowem ,,zorganizowanie” — kojarzy Ci si¢ zapewne
,,porzadek”, i wlasnie o tego typu relacjach bgdziemy méwi¢ w tym krotkim paragrafie.

Definicja
Relacja porzadkujaca dany zbior (lub krocej: porzadkiem w tym zbiorze) nazywamy kazda relacje, ktora jest w
tym zbiorze asymetryczna, przechodnia i spojna.

Rozpatrzmy co implikuja nam te 3 wtasnosci:
1) asymetryczna — brak belek i petelek, czyli tylko strzalki moga by¢;
2) spojna —kazde 2 rézne elementy sg czyms polaczone — strzatka lub belka,
przy czym — ze wzgledu na wczesniej zalozong asymetryczno$¢ — musza to byc strzatki.
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Jak na razie mamy wigc, ze dowolne (=kazde) dwa rézne elementy potaczone sg strzalka.
3) przechodnia — tak wtasnie musza by¢ ustawione te strzafki.
Mamy wigc (dla przyktadu na 4 elementach):

— > —>a —>
® e o o

\/V

Jak widzimy, jest to przyktad np. na relacj¢ mniejszosci okreslong na zbiorze A = {1, 2, 3, 4}.

Inne przyktady tego typu relacji, to:
- relacja mniejszos$ci okre§lona na catym zbiorze liczb rzeczywistych,
- arelacja starszenstwa — w kazdym zbiorze ludzi wsrod ktorych nie ma rowiesnikow,

Jak widzisz, elementy te poprzez relacj¢ porzadkujaca, tworza jedng spdjng strukture, zbudowang w ten sposob,
ze:

- wszystkie elementy sg utozone liniowo

- 1 od kazdego z nich jest strzatka do wszystkich nastepnych

- (i nie ma zadnych innych strzalem, belek czy petelek).

Mozemy wigc powiedzieé, ze:
Relacja R porzadkujaca zbidor A ustala pewnag kolejno$é elementow tego zbioru — taks, iz dla dowolnych
elementdw x, y zbioru A4: x poprzedza y (co zapisujemy x ] y) witw, gdy x R y.

Na koniec jeszcze regula zapamigtania jej: A(symetryczna) S(pojna) P(rzechodnia) = ASP , a to dobrze znany
Ci skrot A(kademia) S(ztuk) P(ieknych), a jak jest porzadek, to jest PIEKNIE przeciez!

Oproécz porzadku mozemy wprowadzic tez ,,czgsciowy porzadek™, co czynimy za pomocg ponizszej definicji:
Relacja czgsciowo porzadkujgcg dany zbior (lub krocej: czesciowym porzadkiem w tym zbiorze) nazywamy
kazda relacje, ktora jest w tym zbiorze asymetryczna i przechodnia.

Podobnie, jak czynilismy to powyzej, i w tym przypadku rozpatrzmy co implikujg nam te 2 wtasnosci.

W stosunku do porzadku, zostalo ,,asymetryczna i przechodnia”, a odpadto ,,spdjna”.

Oznacza to, ze nie wszystkie trzeba laczy¢ ze wszystkimi, lecz jak juz kilka elementow bedzie ze sobg
powigzanych (oczywiscie: strzatkami), to trzeba spelni¢ zados¢ warunkowi przechodniosci (czyli nalezy
podorabia¢ strzalki, by ta przechodnio$¢ zachodzita). Mamy wiec np.:

® "o e e
\/V

e "o "o

\/V

Jak widzisz , zarysowaty nam sig¢ tu 3 sktadowe spdjnosci, a w ramach kazdej z nich mamy pelny porzadek.
W calosci tworza jednak zaledwie czeSciowy porzadek.

—>
[ [

To nie jest jedyne rozwigzanie. Moze by¢ bowiem réwniez np. nastgpujacy uktad:

/./\\
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Tuj tez mamy 2 ,,sktadowe spojnosci” ({1, 2, 3,4} i {1, 3, 4, 5}), jednak przenikaja si¢ one wzajemnie!

Zauwaz na przyktad, ze elementy 2 i 5 s niejako na tym samym poziomie — sg nieporéwnywalne .

Rysunek ten moze przedstawiac chociazby relacje bycia mlodszym okreslona na zbiorze {1, 2, 3, 4, 5}, przy czym
215 —to rowiesnicy (a wigc obiekty nieporownywalne pod wzgledem tej relacji). Analogicznie mozna okresli¢ ja
jako relacjg posiadania mniejszej masy wsrod 5 danych przedmiotow fizycznych.

Whioskujemy wigc, ze w stosunku do porzadku, czesciowy porzadek dopuszcza istnienie obiektow
nieporownywalnych za pomocg tejze relacji.

Zauwazmy jeszcze, ze gdy w powyzszym przyktadzie dorzucimy element 6 i par¢ (6,4) oraz elementy 7 i 8 i par¢
(7, 8) — to otrzymamy relacj¢ jak ponize;j:

A
1 <:—>; 3y A4
[ [ [
@~ 7 e e
7 8
6 .’ ‘
- nadal bedzie ona czgsciowym porzadkiem,

- bedzie miata 4 ,,sktadowe spdjnosci”: jak poprzednio {1, 2, 3,4} 1 {1, 3,4, 5} + dodatkowo {4, 6} i {7, 8},
- jednak trudno bedzie juz ja okresli¢ w sposéb ,,naturalny”.

Zapewne widzisz ze zapewne warto byto by wprowadzi¢ jakie$ ograniczenie, by te wielorakos$¢ przypadkéw jako$
zminimalizowa¢. Dobra mysl! Sprobuj tak dobra¢ warunki, by ograniczy¢ si¢ do sytuacji tego typu, jak
przedstawiony w pierwszym przykltadzie czgéciowy porzadek i zdefiniowaé tym samym ,,dobry czeSciowy
porzadek”.

13. Funkcja

Definicja
Relacj¢ f nazywamy jednoznaczng witw, gdy kazdemu elementowi przyporzadkowuje ona co najwyzej jeden
element.

Symbolicznie warunek ten mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob: A (afbrafb —>b=0b).

a,b,b’
Oznacza to, ze jesli przypadkiem relacja ta na jednym poprzedniku miataby 2 nastepniki — to jest to jak najbardziej
mozliwe, ale te dwa nastepniki muszg by¢ sobie rowne, tzn. de facto musi to by¢ jeden i ten sam nastgpnik (bo
albo ,,nam si¢ tylko wydawalo ze sg to dwa nastgpniki” albo ,,po prostu mamy jeden nastepnik, tylko stosujemy
dla niego dwie rézne nazwy”).

Wyjasnijmy jeszcze dlaczego warunek ten zaczyna si¢ kwantyfikatorem ogélnym: ,,dla kazdego a, b1 b’”, a nie
mamy chociazby:

A Vafbrafb’—>b=b") (jakby mogto si¢ wydawaé, ze powinno byc¢), (1)
a bb’
CZy WIecz: V (afbrafb —b=5b") (myslisz: a moze tak wlasnie jest wlasciwie?!). )
a,b,b’

0Oto6z, w obydwu tych przypadkach po kwantyfikatorze szczegdélnym mamy implikacje (ktora jest jak najbardziej
na miejscu!), a wiemy, ze implikacja skojarzona jest z kwantyfikatorem ogdlnym, wigc musi by¢ tak, jak to
podalismy na poczatku (zaraz pod definicja).
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Sumujac:

Nigdy nie moze wiec by¢ takiej sytuacji: Dopuszcza si¢ za to nastepujaca sytuacje:

[ o
a wiec ze na jednym poprzedniku osia- a wiec ze dana warto$¢ osiggana jest
gane sg co najmniej dwa nastepniki na co najmniej dwoch poprzednikach
(bo o tym ,,mowi” ta definicja) (bo o tym nie wypowiada sig¢ ta definicja).

Definicja
Relacje jednoznaczng nazywamy funkcja.

,Relacja jednoznaczna” i ,,funkcja” sg to wigc synonimy.

,Funkcja” brzmi jednak krdcej niz ,,relacja jednoznaczna” i w zwigzku z tym tej wlasnie nazwy bedziemy w
dalszym ciggu uzywaé. Musimy jednak pamictaé, ze funkcja to inaczej relacja jednoznaczng, gdyz nazwa ta niesie
ze sobg oddawang przez nig tresé¢

wyzej opisang konsekwencje

Ze wzgledu na jednoznacznosc relacji £, przyjmujemy oznaczenie: a f'b PRILLN fla)=">.
Prawa stron¢ tej rownowaznosci (definicyjnej) czytamy: funkcja f na argumencie a przyjmuje (lub: osigga)
warto$¢ b.

Stosujac to oznaczenie i stosujac si¢ do poprzedniej definicji, zauwazmy ze funkcje dodawaé¢ mozna algebraicznie,
a mnogosciowo — to juz nie zawsze.

Dodawanie algebraiczne — przyklad: Dodawanie mnogosciowe - kontrprzyklad:
Jx) = sinx S =12), 2 4}
g(x)= cosx g =1 3), O 0)}
h(x) = f(x) + g(x) =sinx + cosx h=fvug =1{U, 2), 2 4, U 3), O 0)}

- to nie jest funkcja, bo na 1 przyjmuje 2 wartosci
(2 13),a tak (w przypadku funkcji) nie moze byc!

Analogicznie, jak to miato miejsce w przypadku relacji, rowniez dla funkcji (jako ich szczegdlnego przypadku),
definiujemy dziedzing i przeciwdziedzing:

Dziedzing funkcji f (zbiorem argumentow f) nazywamy zbior tych obiektow, ktorym funkcja cokolwiek
przyporzadkowuje: D(f) = {x: V f{x) =y}.
y

Przeciwdziedzing funkcji f (zbiorem argumentoéw f) nazywamy zbior tych obiektow, ktére sg przyporzadkowane
za pomoca funkcji / pewnym obiektom: D'(f) = {y: V f(x) = y}.
X

W oparciu o powyzsze dwie definicje, mozemy wprowadzi¢ nastepna:

Definicja

Mowimy, ze funkcja f odwzorowuje zbior X w zbior Y (symbolicznie: f: X — Y) witw, gdy X jest dziedzing
funkcji /(X = D(f)), a Y zawiera przeciwdziedzing (Y > D(f)).

Mamy tu funkcje f (x) = x°
f: R— RgJr

v

Gdyby$my jednak mieli funkcje £ (x) =x" — 5
Woéweczas byloby: f: R — (-5, «)
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Mozemy powiedzie¢ wigc, ze dziedzina funkcji, to wszystkie jej argumenty, a jej przeciwdziedzina, to zbior jej
wartosci.

Definicja
Zbior wszystkich funkcji, ktore odwzorowuja X w ¥ oznaczamy Y*.

Oznaczmy przez A liczebnoéé zbioru 4 (inaczej: moc zbioru 4).

Twierdzenie: Y’ =Y

>

Czytamy je nastgpujaco: moc wszystkich funkcji odwzorowujacych zbidér X w zbior Y jest rowna mocy zbioru Y
do potegi moc zbioru X.

Dowodzi si¢ je w sposob indukcyjny (tu podam jedynie szkic takiego dowodu).

~
[
N

Wprowadzmy oznaczenia: X = m,

X Y Gdy moc zbioru X wynosi 1, to funkcji jest tyle, ile wynosi
moc zbioru Y (kazda z nich symbolizujg poszczegdlne
strzatki). Funkcji mamy wiec n = n' = n".

X Y Gdy moc zbioru X jest wicksza od 1, z kazdego elementu
zbioru X (ktorych jest m) mozemy poprowadzi¢ tyle
strzatek do zbioru 7Y, ile jest elementoéw zbioru Y (ktérych
jest n). Tworzac funkcje, z pierwszego elementu zbioru X
mozemy wigc wyprowadzi¢ strzalke na n sposobow, z
drugiego — na n sposobow, ..., z ostatniego (m- tego) — tez
na n sposobow. W sumie roznych funkcji mozemy wigc

utworzyé: n-n-..-n= n".

Definicja:

Niechf: X —>7Y.

1) Jezeli Y= R (liczby rzeczywiste), to funkcj¢ nazywa si¢ rzeczywista (inaczej: funkcje o wartosciach w zbiorze
liczb rzeczywistych nazywamy funkcja rzeczywista).

2) Gdy Y= C (liczby zespolone), to funkcj¢ nazywamy zespolong.

3) Gdy X =N (liczby naturalne), to funkcje nazywamy ciggiem.

4) GdyX=1{l,?2, .., n}, to funkcj¢ nazywamy ciggiem skonczonym.

W pierwszych dwoch przypadkach bralismy tu podstawienie ,,Y = ...”. Obowigzywala zasada: jakie wartosci —
taka funkcja (np. rzeczywiste — rzeczywista).

Z kolei w pozostatych 2 przypadkach patrzyliSmy na zbior X.

3) w przypadku x = N — mamy cigg nieskonczony, bo i N jest nieskonczony, a jego kolejne elementy:1, 2, 3, ... -
to pozycje elementéw w ciggu (tez 1, 2, 3, ...). WartoSci funkcji na poszczegdlnych elementach — to wartosci
kolejnych pozycji ciggu.
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Funkcja:

v

|1 |2 |3
Ciag: 3,4,5,1,2, ...)

Gdy z kolei wezmiemy poczatkowych n elementow (np. n = 5), to otrzymamy cigg skonczony (tu: sktadajacy si¢ z
5 elementow — kolejno o numerach:1, 2, 3, 4, 1 5) i bedzie on (analogicznie jak na powyzszym rysunku) wygladat
nastepujaco: (3,4, 5, 1, 2).

Definicja:

Funkcje, ktéra kazdemu elementowi ¢ € T # & przyporzadkowuje element a, oznaczamy symbolem (a;),er (co
czytamy: ,,a te po te nalezagcym do Te”, lub — ,bardziej po matematycznemu” — a;, po ¢ € T) i nazywamy
indeksowanym zbiorem.

Mamy tu do czynienia z funkcja, gdzie:

T —to jej dziedzina,

t — to pewien argument (z dziedziny 7),

a, — to wartos¢ tej funkcji na argumencie ¢.

Rozpatrzmy to na konkretnym przykladzie

Niech mianowicie 7= {1, 2, 3, ..., 8}.

Jego elementy, to poszczegolne ¢ (¢t € T). Mozna wigc powiedzie¢, ze ¢ przyjmuje wartosci I, 2, 3, ..., 71 8.
Poszczegodlne a,, to bedg wige a;, aa, a;, ..., ag. Jesli dalej np. a; = 5, a, = 7, a; = 4, ..., ag = 5, to mozemy
powiedzie¢, ze funkcja ta 1-ce przyporzadkowuje 5-ke, 2-ce 7-ke, ..., 8-ce 5-ke.

Jesli tylko doktadnie czytate$, co napisalem powyzej, powiesz od razu: przeciez to jest cigg ograniczony! Spytasz
si¢ wiec od razu, po co wigc tak komplikowaé sprawe? Ot6z tak jest rzeczywiscie, ale akurat w tym przypadku.
Jest tak, gdyz na T sktada si¢ n (skonczona liczba) kolejnych liczb naturalnych. Ogdlnie rzecz biorgc — nie zawsze
(co wigcej — rzadko kiedy) tak jest. Za T mozemy bowiem bra¢ cokolwiek (tzn. dowolny zbior).

Moze by¢ np. tak (nowy przyklad):

T = {Tomek, Andrzej, Robert}

ATomek = Magdaa Adndrzej — SylWla, ARobert — Marta

Tu funkcja (a,).cr pokazuje, ktory z chtopakow z ktorg z dziewczyn jest na parkiecie (w tancu).

Funkcji tego typu bardzo czesto uzywamy, kiedy chcemy okresla¢ co$ tylko dla pewnego ograniczonego
uniwersum. Np. w przykladzie j.w. (tj. kto z kim tanczy) mozemy wzia¢ pod uwage ogoél mezczyzn
uczestniczacych w jakim$ weselu wiejskim (tj. duzym, z ludzmi zaproszonymi z catej Polski). Wowczas za zbiodr
T mozemy bra¢ sposrod wszystkich megzczyzn obecnych na parkiecie;

- ich wszystkich,

- wszystkich blondynow,

- wszystkich zaproszonych z Tworek,

- conajmniej 70-letnich

Wiemy, co to jest funkcja ,w” (f: X = Y, X=D(f), Y>D'(f)).
Obecnie zobaczymy, co to jest funkcja ,,na” (inaczej surjekcja).

Definicja
Mowimy, ze funkcja f'odwzorowuje zbior X na zbior Y witw, gdy funkcja f'odwzorowuje zbidor X w Y, a przy tym
kazdy element zbioru Y jest wartoscig funkcji f.
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Symbolicznie mozemy to zapisa¢ nastgpujaco:

fZXT)Y(—)fZXT)Y/\A Vy=f(x)

. , Y€ YxeX J
Y Y
warunek 1 warunek 2

Powyzej ,,w” zostato zapisane w nawiasie, gdyz normalnie nie trzeba go pisaé (bez litery ,,w” po prostu jest ,,w”).

Z definiensu tej definicji mamy:
- zwarunku 1 —ze X=D(f),a Y o D(f),
- zwarunku2—ze Y D7(f).

Poniewaz inkluzje te tacznie oznaczajg rownosc, tak wiee definiens oznacza po prostu réwnosé X z dziedzing (X =
D(f)) i réwnos¢ Y z przeciwdziedzing (Y= D(f)).
Ani w X ani w Y nie ma wigc elementow niewykorzystanych (przez te¢ funkcje).

Iniekcja (dopuszcza si¢ tez zapis: injekcja) — definicja
Funkcje¢ f nazywamy iniekcjg (czy tez funkcja réznowartosciowa, czy tez funkcja jeden-jednoznaczna, czy tez
wzajemnie jednoznaczng), gdy réoznym swoim argumentom przyporzadkowuje réozne wartosci.

Symbolicznie warunek ten mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob: A [x; #x; — f(x1) #f(x2)] .
X1, X2

W oparcie o prawo transpozycji (po raz kolejny przypominam: (p — ¢q) <> (~¢ = ~p)), wyrazenie zawarte w
nawiasie kwadratowym mozemy zapisa¢ nastepujaco: £ (x1) = f(x2) = x; = x».
Wtedy otrzymamy formute A [f(x;) =f (x2) = x; =x,] (rownowazng formule podanej 3 linie wyzej),

X1, X2
ktérag to mozemy odczytaé w nastgpujacy sposob: jesli kiedykolwiek funkcja f osigga identyczne wartosci, to moze
si¢ to zdarzy¢ tylko w przypadku identycznych argumentow.

Tak wigc iniekcja wyklucza mozliwos$¢ zachodzenia nastepujacej sytuacji:

()

\f

W zestawieniu z definicjg funkcji (- brak sytuacji jak ponizej)

)

/\

—>
otrzymujemy, ze mozemy mieé przyporzadkowania tylko typu: ® ®

€)

Fakt, ze funkcja f'w sposob wzajemnie-jednoznaczny przeksztatca zbior X w zbior Y, oznaczamy symbolicznie w

nastepujacy sposob: f: X —1 5 ¥ Ow zapis 1-1 oznacza wlasnie owg jeden-jednoznacznosc¢, czyli wzajemna
jednoznacznos¢. W rzeczy samej oznacza ona:

- ze kazdy argument ma jedng warto$¢ (czyli nie jest tak jak na powyzszym schemacie 2)

- a kazda wartos$¢ osiggana jest tylko na jednym argumencie (czyli nie jest tak jak na powyzszym schemacie 1),

- czyli tacznie: Ze jest jedynie tak jak na powyzszym schemacie 3.

Poniewaz definicja funkcji orzeka m. in., ze X = D(f) (w X nie ma elementow nie wykorzystanych), wigc iniekcja
ma nastgpujacg postac:
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fr X - Y
e\ /e
e e
) " ®
) " ®

® } w Y moze by¢ dowolna ilos¢ wolnych elementow
o (jedynie ,,moze”, a nie musi, bo w przeksztalcenie ,,w” mamy ¥ < D (f))

Majac juz zdefiniowang surjekcje i iniekcje — mozemy podaé ponizsza definicje bijekcji
Bijekcja, to funkcja, ktora jest zarazem surjekcja i iniekcja (tj. jest roznowartoSciowa i ,,na’).

Stad wiasnie nazwa bjjekcja — od ,,bi” = podwdjny, a bijekcja to funkcja podwojna — zarazem surjekcja i iniekcja
(czy — jak kto woli — funkcja o dwoch whasnos$ciach: zarazem roznowartosciowa i ,,na”).
Fakt, ze taka funkcja przeksztatca zbior X w (a whasciwie ,,na”) zbidr Y oznaczamy w nastgpujacy sposob:

fix—5vy

Aby zobaczy¢, jak wyglada bijekcja, wezmy funkcj¢ roznowartosciowa (rys. jw.), ale taka, aby byta ona ,,na” (.
bez wolnych elementow w Y).

fx —/> v

Widzimy wigc, ze tacznos¢ tych warunkow (owe ,,bi”- réznowartosciowosC i ,,na”’) oznacza, ze bijekcja ustala
rownolicznos¢ zbioréow miedzy ktorymi operuje.

Definicja
Jezeli funkcja f* jest bijekcja, ale odwzorowuje zbidr X na zbior X, to nazywamy ja permutacjg tego zbioru.

Symbolicznie: f: X — 5 x

Permutacje (w ciggach) — przestawienie na zbiorze kolejnych liczb naturalnych.

Wezmy zbior A = {1, 2, 3, 4}. Z jego elementow mozna ustawi¢ 4! 4-elementowych ciggéw bez powtdrzen (na I
pozycji moze by¢ jeden z owych 4 elementéw, na II — jeden z 3 pozostatych, na III — jeden z 2 pozostalych, a na
ostatniej — juz tylko jeden pozostaty). Stad ich liczba rowna sig 4 -3 -2 - 1 =4!.

Przyktadem jest np. ciag (4, 1, 3, 2). Wlasciwie oznacza on funkcje f: 4 —1 54 taka, ze przyporzadkowuje
ona poszczegolnym pozycjom odpowiednie wartoSci.

Mamy wigc: (/) =4 (bona 1 pozycji jest 4), f(2)=1, f(3) =31 f(4)=2.
Funkcje t¢ mozna wigc zobrazowaé nastepujgcym grafem:

a—a 2 Sktada si¢ on z dwoch cykli
® ) (w ogoble matematyce pokazali, ze
\ T kazda permutacja, to zawsze zbior
3 4 cykli i badajg permutacje o parzyste;j i
(3 [ nieparzystej liczbie cykli).
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Definicja funkcji odwrotnej
Funkcjg odwrotng do funkcji /: X — 5y nazywamy funkcje /' : ¥ — 5 x okreslong wzorem:

[By=aef@=b (*)

Strzatki pelne obrazuja funkcje f; a przerywane — odwrotna do niej funkcje £/,

Przypatrzmy si¢, jakie wlasnosci przystuguja funkcji odwrotne;.
DA ) =x

2)f(f (@) =x

3D W=,k

Dowod
DA ) = x <220 5 r6) = £7(x), co jest juz oczywiste.
- LYJ
a b - wdefinicji (*)

) f(fx) = x PRELLAWEEN f(x) =f(x), co jest juz oczywiste.
-
b a - w definicji (*)
DD w0 =f ) «2LD 5 r(£(x)) = x, co udowodnilismy w 2)
e 1
F b a-wdefinicji (*) zapisanej w postaci: F' ' (b) = a <> F(a) = b (aby nie myli¢ f~-6w)

Ponizej wprowadzimy pojecie ,,ztozenie funkcji” (inaczej: superpozycja)

Najpierw przypatrzmy si¢ w tym celu ponizszemu rysunkowi

X
A
—
—>
te elementy juz nie biora
udziatu w sktadaniu funkcji
Mamy tu funkcje:

- f:X—>Y (Wwzwigzkuz tym X=D(f)i Y > D'(f)),
- g:Y—>Z (wzwiazkuztym Y=D(g)i Z> D '(g)).

W zwiazku z tym odpowiednio:

- dla kazdego elementu ze zbioru X mamy jego wartos¢ (wyznaczong przez funkcj¢ /') w zbiorze Y,
- dla kazdego elementu ze zbioru ¥ mamy jego warto$¢ (wyznaczong przez funkcje g) w zbiorze Z.
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W zwigzku z tym dla dowolnego elementu ze zbioru X za pomoca funkcji f mozemy wyznaczy¢ jego warto$¢ w
zbiorze Y, a naste¢pnie dla tak wyznaczonego obiektu — za pomoca funkcji g jego wartos¢ w zbiorze Z.

Definicja:

Niech f: X — Y za$ g: Y — Z. Zlozeniem (superpozycja) funkcji /1 g nazywamy funkcje g - f* (czgsto oznaczang

tez gof lub tez po prostu gf') dziatajaca z X w Z (co zapisujemy: g - f: X — Z), okre§long warunkiem:

g f (x) =g(f (x)).

Uwagi:

1) Zamiast w powyzszym warunku zapisywac g- f (x), mozna tez pisac (g- f)(x), co nawet bardziej oddaje fakt,
ze mamy do czynienia z jedng funkcja.

2)  Mimo, ze najpierw dzialamy na x-a funkcja f; a dopiero potem na tak otrzymany wynik funkcja g, to jednak
zapisujemy to — jak zwyklismy to zwykle czyni¢ — od lewej do prawej. Taki zapis oddaje whasnie fakt, ze na
argumencie dziatamy tym, co przy nim stoi. U nas przy x-ie stoi f, a przy f-ie — g.

Zobaczmy, jak wyglada ztozenie funkcji na konkretnym przykladzie.

Niech f'(x) =2x - 1 (co oznacza, ze f od argumentu, to 2 razy argument minus 1)
g(x) =x*+ 3 (co oznacza, ze g od argumentu, to argument do kwadratu plus 3)

Woweczas:

(gof) () =g(f (X)) =g(2x—1)=Q2x— 1)’ +3=4x"—4x + 4

| |

z definicji  z definicji  z definicji  z rachunkow
superpozycji funkcji f funkcji g

Definicj¢ superpozycji mozemy jednak rozwija¢ niekoniecznie od osrodka (jak to miato miejsce powyzej), ale i od
zewnatrz:

(gof) (x)=g(f (x)) = [f (*)]* + 3 = (2x — 1)* + 3, a wicc otrzymali$my taki sam wynik jw.

z definicji  z definicji  z definicji
superpozycji funkcjig  funkcji f

Zobaczmy jeszcze (metodg ,,od zewnatrz”), jaki bedzie wynik ztozenia funkcji w odwrotnej kolejnosci (tj. nie go
[, lecz fog !):
(fog) (x) =/ (g(x)) = 2g(x) — 1 =2( +3) = 1 = 2" + 5.

z definicji ~ z definicji z definicji  z rachunkow
superpozycji  funkcjig  funkcji f
Otrzymalismy inny wielomian, niz poprzednio. Wynika stad, ze (w ogdélnym przypadku) gof # fog, tzn. ze
sktadanie funkcji nie jest operacjg symetryczng (wiesz, co to znaczy — przez analogie z wlasno$ciami formalnymi
relacji).
Wazne wigc w ktorg strong sktadamy — sktadanie funkcji nie jest przemienne!

Dla przeéwiczenia, zt6zmy jeszcze:

- funkcje f samg z soba: (fof) () =f(f(x)=f(2x—1)=2(2x—1)—1=4x-3
- ifunkcje g sama z soba: (gog) (x) = g(g(x)) =g(x* +3)=(*+ 3y +3=x'+ &’ + 12

Sumy, iloczyny i produkty uogolnione

1. Definicja
Funkcje, ktora kazdemu elementowi ¢ nalezacemu do T # & przyporzadkowuje rodzing zbioréw A, oznaczamy
symbolem (4,),.r (jak to czyta¢ juz wiesz) i nazywamy indeksowang rodzing zbioréw (w skrocie: IRZ).
Gdy np. T= {1, 3, 5} — to zbidr indekséw oznaczajacy numery lat ,biologii” na UAM w Poznaniu, wtedy zbior
{4,, A3, A5} oznacza whasnie przyporzadkowany mu przez t¢ funkcje zbior owych lat.
(powiedzmy, ze to np. na nich wg. regulaminu studiow trzeba zrobi¢ badania lekarskie, aby moc je zaliczy¢).
Otrzymalismy w ten sposob indeksowana rodzing zbiorow.
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II. Definicja
Niech bedzie dana indeksowana rodzina zbioréw (4,)cr.

1)

2)

I1I.

98

Suma tej rodziny nazywamy zbior, ktérego elementami sa wszystkie obiekty indeksowanych zbioréw:
U 4,= {x: Vxe 4,} (w naszym przykladzie jest to ogot studentow I, 1111 V roku)
teT teT
Czytamy to: sumg indeksowanej rodziny zbioréw jest ogdét tych obiektow, ktore sg elementami
ktoregokolwiek z tych zbiorow.
Tak wige: x € U A, Vxe A,
teT teT
Czytamy to: pewien obiekt (x) jest elementem sumy indeksowanej rodziny zbioréw, gdy istnieje w niej zbior,
ktorego jest on elementem.
Rozpatrzmy dwa szczego6lne przypadki:
o]
i T=N->U4=U 4=4040..
teT n=1
Oznacza to: Jesli mamy indeksowana rodzing zbioréw o znacznikach ze zbioru liczb naturalnych, to jej
suma jest (nieskonczong) suma mnogos$ciowa zbioréw o znacznikach naturalnych (suma od n = / do
nieskonczonosci 4,).

n
ii. 7={1,2,..nt > U 4=U 4=4,04,U..04,
teT k=1

Oznacza to: Jesli mamy indeksowana rodzing zbioréw o znacznikach ze zbioru n poczatkowych liczb

naturalnych, to jej suma jest (tym razem juz skonczong) suma mnogosciowg zbiorow o znacznikach z

tego zbioru (suma od k=1 do n 4,).
Iloczynem tej rodziny jest zbior

(1 4,={x: Axe 4}
teT teT
Oznacza to, ze trzeba by¢ w kazdym zbiorze, by by¢ w przekroju.
W naszym przyktadzie jest to ogot studentow, ktorzy sa jednoczesnie (!) na I, 11 V roku
Czytamy to: przekrojem indeksowanej rodziny zbioréw jest ogdt tych obiektow, ktore sa elementami
kazdego z tych zbiorow.
Tak wige: x € (14, AxeA,
teT teT
Czytamy to: pewien obiekt jest elementem przekroju indeksowanej rodziny zbiorow, gdy jest elementem
kazdego z tych zbiorow.
Analogicznie, jak powyzej, i teraz rozpatrzmy dwa szczeg6lne przypadki:
o]
a) T=N-|[] 4=[] 4,=4,n4, N ...
teT n=1

Oznacza to: Jesli mamy indeksowana rodzin¢ zbioréw o znacznikach ze zbioru liczb naturalnych, to jej

suma jest (nieskonczonym) przekrojem mnogo$ciowym zbioré6w o znacznikach naturalnych (przekroj

od n = I do nieskonczonosci 4,,).

n
b) T: {1a2aan}_)[1 At:ﬂ Ak=A1f\A2 f\(\A,,
teT k=1

Oznacza to: Jesli mamy indeksowana rodzing zbioréw o znacznikach ze zbioru n poczatkowych liczb
naturalnych, to jej przekroj jest (tym razem juz skonczonym) przekrojem mnogoSciowym zbioréw o
znacznikach z tego zbioru (przekrdj od k=1 do n 4,).

Wilasnosci sum i iloczynow

A (4 c U 4, ) (kazdy ze zbiorow sktadajacych si¢ na sumg IRZ jest w niej zawarty)
teT teT

2)A ([14,c4,) (przekrdj IRZ jest zawarty w kazdym/dowolnym ze zbioréw owej IRZ)
teT teT

3) Ad,cAd—> U A4,c4 (jesli w pewnym zbiorze zawarty jest kazdy ze zbiorow IRZ,
teT teT to rowniez suma owej IRZ jest w nim zawarta)

4) AdcA,—Ac (] 4, (jezeli pewien zbior zawarty jest w kazdym ze zbiorow IRZ,
teT teT to zawarty jest on rowniez w przekroju owej IRZ)



5)A\U 4= (1 (4\4)
teT teT prawa de Morgana
6)A\ (] 4,= U (A4\4) g (uogdlnione)
teT teT
N 4y =14, 3
teT teT prawa de Morgana
8)([14) =U 4, g (szczegoblne)
teT teT

Przypatrzmy si¢ im po kolei:

Ad1 Ad2
Dowolny ze zbiorow IRZ (tu: pogrubiony) jest Cze¢$¢ wspolna rodziny zbiorow (czesé zakreskowana) jest
zawarty w sumie tych zbiorow (calej rozecie) podzbiorem dowolnego z jej zbiordéw (tu np. pogrubionego)
Ad3 Ad4

A

A

Kazdy ze zbioréw rodziny jest zawarty w A, Zbior A jako zawarty w kazdym ze zbiorow
to i jej suma jest zawarta w A — zawarty jest w ich przekroju

Z kolei — jak zostato to juz wyzej podane — pozostate 4 whasnosci, to prawa de Morgana.

Prawa 5) i 6) — to uogolnione odpowiedniki dobrze Ci znanych praw de Morgana dla r6znicy zbiorow:
a) prawo 5) jest uogolnieniem (na IRZ) prawa: A\ (B U C)=(A\B) " (4\ C),
b) prawo 6) jest uogolnieniem (na IRZ) prawa: A\(BN C)=(A\B)u (4\C).

Z kolei prawa 7) i 8) — to ich uogolnione odpowiedniki:
¢) prawo 7) jest uogdlnieniem (na IRZ) prawa: (4 W B)’' =4’ N B’
d) prawo 8) jest uogdlnieniem (na IRZ) prawa: (4 " B)’' =4’ U B’

Dowod (wybranych punktow, pozostate sprobuj sam wykonaé — wierzg w Ciebie!).
1) Mamyudowodnié, ze A (4, U 4,).
teT teT
Wezmy wigc dowolne teT i pokazmy, ze A, U 4,.
teT
Z definicji inkluzji zbioréw, oznacza to, ze nalezy udowodnic, ze A (x € 4, > xe U 4, ).
X teT
Wezmy wigc dowolne x i pokazmy, ze x € 4, > x € U 4,.
teT
WezZmy wigc x € A, (zatozenie) i pokazmy, ze wtedy x € U 4, (teza), czylize Vx € 4, .
teT teT
Biorac pod uwage, ze t w 4, w zatozeniu brane jest z 7, powyzsza teza wprost wynika z przyjetego zatozenia.
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4)

8)

Mamy udowodnié¢, ze AAdc A, —>AC M 4,.
teT teT
Przyjmijmy wigc, ze A A < A, (zatozenie). Pozostaje nam przy nim, udowodni¢, ze 4 < [ 4, .
teT teT
Nasze zatozenie — w oparciu o definicj¢ inkluzji zbioréw — mozemy rozpisa¢ w nastepujacy sposob:
A Axed—>xed)
teT x
Z kolei tezg — rowniez w oparciu o definicje inkluzji zbiorow — mozna rozpisaé nastepujgco:
Axed—xell4)
x teT
Pomyslmy teraz, jak od zalozenia doj$¢ do tezy. Na pierwszy rzut oka warunek z ,,te 7" nalezy przerzuci¢ do
nastepnika implikacji. Zrébmy to (tym bardziej, ze jest to wykonalne). Zalozenie przyjmuje wigc postac:
A(xed—xeAxed,),cozkolei (namocy: A xe 4, < xe [| 4,) jest rownowazne dowodzonej tezie.
X teT teT teT

Mamy udowodnié, ze ([1 4,)"= U 4,, czyli rownos$¢ dwoch zbiorow.

teT teT
W tym celu musimy udowodni¢ zachodzenie dwoch inkluzji (w mysl zasady: 4 =B < A c BAB c A).
a) ()
Mamy udowodnié, ze (1 4,)’ > U 4., czylize A (x € U4’ >xe ([ 4))

teT teT X teT teT
Wezmy wiec dowolne x. Wtedy wystarczy, ze udowodnimy, ze x € U4 >xe ([ 4,

teT teT
czyli innymi stowy, e przy zatozeniu x € |J 4, zachodzi teza: x € ([ 4,)’.
teT teT
Nasze zatozenie mozemy rozpisa¢ w rownowazny sposob: V.x € 4, .
teT
Z kolei teze¢ mozemy po kolei rozpisa¢ do rownowaznych jej postaci w nastepujacy sposob (wezmy pewne x
— zatozmy, ze takie istnieje /gdyz tylko dla takich to twierdzenie ma sens/):
xe(l4ye~xelld)eo~Axed)eoV~xed o Vied .
teT teT teT teT teT

b) (9)

analogicznie, jak a), gdyz mieliSmy tam rownowaznosci (a nie wlasciwe implikacje)

UWAGA:
Wsrdd iloczynow istnieje tez pojecie ,,uogolniony produkt kartezjanski”. Wykorzystujac go, zamiast tworzyc
zbiory uporzadkowanych par, bedzie mozna tworzy¢ zbiory uporzadkowanych trojek, czworek, ...

TIloczyn uogdlniony definiujemy w nastepujgcy sposob: [14,=4; x 4, x ... x A4,

teT

Mozemy wiec mie¢ np. R x R x R (czyli R).

Przypatrzmy si¢ jeszcze pojeciu ,,punkty kratowe”. Rozumiemy przez nie te punkty na kartezjanskim uktadzie
wspotrzednych, ktére majg wszystkie wspolrzedne calkowite. Np. w przypadku dwuwymiarowego uktadu
wspotrzednych, sg to te punkty, ktore maja obie wspotrzedne catkowite (tak rzedne, jak i odcigte).
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ZADANIE:
Wykorzystaj pojecie ,,punkty kratowe” do omowienie zagadnienia ,,reprezentacja danych”

IV. Obraz

Definicja
Niech f'dziataz X w Y (f: X — Y) i niech A — X. Obrazem f'(4) nazywamy zbior f(4) = {y: V f(x) = y}.
xed
Jest to wigc zbior tych wszystkich obiektow, ktore sg warto$ciami elementow zbioru A4:

X Y

Tak wiecy e f(A) > Vf(x)=y.
xed

Wiasnosci

1) AcB—f(A)cf(B)
2) fAUB)=f(4)f(B)
3 fU4)=Urwu)

teT teT
4) fANBYcfA)Nf(B) gdy funkcja f* jest réznowartosciowa,
5 £ 4y rA) to zamiast inkluzji (<)

teT teT mamy tu rownos¢ (=)

Najpierw pokazemy, ze gdy funkcja nie jest réznowarto$ciowa, to rzeczywiscie moze zachodzi¢ tam inkluzja
wiasciwa:

Tak wiec rzeczywiscie: f(A N B) c f(4) N f(B).

Dowod (dla przyktadu pktu 2)
Mamy udowodni¢ rownosé /(4 U B) =f(A) U f(B). W oparciu o definicj¢ rownosci zbiordow (A =B< A B A B
c A), musimy udowodnié, ze:
) fAuB)c f(A)wf(B),
2) fAuB)> f(A)f(B).
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Ad 2)
Mamy udowodnié, ze A (y € f(A) U f(B) >y € f(4UB))
y
Wezmy wigc dowolne y i udowodnijmy, ze jesli y € f(A4) U f(B) (zalozenie), to y € f(4 U B) (teza).
Rozpiszmy ponizej zatozenie i tezg:

- zalozenie:ye f(A)UfB)=yefAvyefB)yVikx)=yvVix)=y

l leA xeB

z def. sumy zbioréw z def. obrazu zbioru
- tezaayef(AuB) & V f(x)=y
lxeAuB

z def. obrazu zbioru

Pokazemy, Ze tak otrzymane postaci zatozenia i tezy sg sobie rownowazne:
Vi) =yvVfx)=yeoVxedrfx)=y)vVxeBAarf(x)=y) <

xeA xeB l X X l

z rozpisania warunku z prawa wylgczania kwantyfikatowow
pod kwantyfikatorem w alternatywie

SVxednrfx)=yvxeBaf(x)=y)oV((xedvxeB)af(x)=y)
: b |
z prawa rozdzielnosci z definicji
koniunkcji wzgledem alternatywy sumy zbiorow

SVxeduBAfx)=y)< V) =y
X lxeAuB

z zasady rozpisania warunku
pod kwantyfikatorem

W ten sposob wykazaliSmy rownowazno$¢ zatozenia i1 tezy metoda zstepujaco-wstepujaca z ogniwem.
Rownoczesnie szukaliSmy postaci réwnowaznych zatozeniu (zstgpowaliSmy w kierunku do tezy) i tezie
(wstepowaliSmy w kierunku do zalozenia) tak, aby je jak najbardziej zblizy¢, a nastgpnie za pomoca ,,ogniwa”
wykazali$my, Ze postacie te sg sobie rownowazne. Oczywiscie, majac juz to rozpisane, mozna by tak
przeformutowa¢ dowdd, aby przybrat on klasyczng postac zstgpujaca (tj. od zatozenia do tezy). Nie oddawato by
to jednak sposobu jego wyprowadzenia.

V. Przeciwobraz
Przypatrzmy si¢ ponizszemu rysunkowi

X Y
[ XY

S X
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Definicja
Mamy zbiory X'i Yi funkcje /: X — Y. W zbiorze f'(X) (zawartym oczywiscie w Y) obieramy sobie dowolny zbidr
B (tj. B c f(X)). Wtedy przeciwobraz zbioru B definiujemy w nastepujacy sposob:

f(B)={x: f(x) € B} (czy tez w rownowazny warunek: x € f (B}« f(x) € B) .
Przeciwobraz zbioru B jest to wige zbidr tych wszystkich obiektow, na ktérych funkcja osigga wartosci w zbiorze
B.

Wiasnosci
) fAUB) =AU B)
2 rUap=Us"u)
teT teT
3) [TUnB)="Un [B)
4 (N 4y=0r")
teT teT
5) f”(AI\B) =D\ fB)
6) f(f(B)=B

7 f - (f(4) o4 gdy funkcja 1 jest rdznowartoSciowa, to zamiast inkluzji (<) mamy tu rownos¢é (=)
C
—— oznaczenia w ponizszym przyktadzie
B

Przyktad — pokazujacy, ze w zwykle (tj. — w tym przypadku — gdy funkcja f nie jest roznowartoSciowa) mamy do
czynienia z inkluzja wtasciwa (a wigc nie sprowadzajaca si¢ do rownosci). Na rysunku wszystkie oznaczenia, jak
powyzej.

f: X - Y

D)
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IV. ROZSZERZENIE

14. Moce zbiorow

Zacznijmy od podania dwoch definicji (aby od razu byto wiadomo o czym mowa):
1) O dwdch zbiorach méwimy, ze majg rowng moc, gdy sg rownoliczne.
2) Z kolei zbiory sg rownoliczne, gdy zachodzi migdzy nimi bijekcja:

X~YoVix—svy
f na

Zapis X ~ Y czytamy: zbidr X jest rownoliczny ze zbiorem Y.

Przyklad

Pokazemy, ze N ~ N\ {1, 2} za pomocg funkcji (bijekcji) y =x+ 2 ox € N (czyt.: o argumentach naturalnych, czy
tez — rownowaznie — bedacych liczbami naturalnymi).

N: 1,2,3,4,5,6, ...

Yy

N\{1,2}: 3,4,5,6,7.8, ..

Zdumiewajaca rzecz! Masz 2 zbiory, jeden (N \ {1, 2}) jest umniejszeniem drugiego (N ) o 2 elementy, a mimo to
maja one tyle samo elementdéw. Dlaczego tak jest mowi nam nastepna definicja:
Zbior nazywamy nieskonczonym, gdy jest on rownoliczny z pewnym swoim podzbiorem wlasciwym.

Jak widzisz, orzeka ona, ze w przypadku zbioré6w nieskonczonych, sg one rownoliczne z pewnymi swoimi
podzbiorami wlasciwymi (a azeby zachodzita owa rownoliczno$¢ — nadal musi zawiera¢ on nieskonczenie wiele
elementow).

Wiedzac, co to jest zbior nieskonczony, zobaczy obecnie co to jest zbior skonczony.

Definicja:
Zbior nazywany skonczonym, gdy nie jest on nieskonczony.

Wprowadzenie tej definicji jest konieczne, ze wzgledu na fakt, ze pojgcie odwrotne nie zawsze musi byc
dopetnieniowe do danego. Tu akurat tak jest (o kazdym zbiorze mozemy powiedzie¢ ze jest skonczony albo
nieskonczony; co to znaczy ,,albo” juz wiesz!). Jednak na przyktad w przypadku funkcji (jak wiesz ze szkoty
ponadgimnazjalnej) — mamy funkcje: parzyste, nieparzyste i ,,ani-ani” (tj. ani parzyste ani nieparzyste). Trzeba
wigc by¢ bardzo czujnym przy definiowaniu pojec.

Zauwazmy, ze predykat (czy tez relacja) rownolicznosci zbiorow jest zwrotny, symetryczny i przechodni. Dla
dowolnych zbioréw 4, B i C mamy wigc:

1. A A~A
Z(4)
2. A [A~B— B~A]
Z(4), Z(B)
3. A [A~BAB~C)—>A~C]

Z(4), Z(B), Z(C)
Oznacza to, ze relacja ta jest rownowaznoscig, a zatem dokonuje podziatu wszystkich zbiorow na klasy abstrakcji.

Definicja
Kazdemu zbiorowi X przyporzadkowuje si¢ w sposob aksjomatyczny (tj: odgorny) liczbe kardynalng X ,
oznaczajacg moc tego zbioru, w nastgpujacy sposob: X=YoX~Y

Zamiast pisaé X , stosujemy tez rownowazne oznaczenia: card(X), czy tez x| i czytamy: liczba kardynalna
zbioru X, lub tez: moc zbioru X.
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Zobaczmy, jakie sg moce przyktadowych zbiorow:

card(©) = 0 (zero jest mocg zbioru pustego, albo: zbidr pusty ma moc zero)
card({1})=1

card({3,5}) =2

card(N ) = X, (alef zero — liczebnos¢ zbioru liczb naturalnych)
card(R ) = C (continuum — liczebnos¢ zbioru liczb rzeczywistych)

Moc X, majg tez zbiory: liczb catkowitych, parzystych, wymiernych, ...
Moc C majg tez zbiory punktow tworzacych: odcinek, prosta, kwadrat, ...

Zajmijmy si¢ kwestig przeliczalnosci.

W zwigzku z tym, przypatrzmy si¢ nastgpujacej hipotetycznej sytuacji.

,Kazdemu cztowiekowi dane jest si¢ urodzi¢, ale nie dane jest umrzeé. (wiemy ze w rzeczywistosci jest inaczej:
nie kazdemu jest dane si¢ urodzi¢, ale kazdemu dane jest umrzeé¢).Powiedzmy, ze kazdy z nich od urodzenia co
sekund¢ wypowiada kolejng liczbe naturalng. Liczy wigc: 1, 2, 3, 4, ... Przestaje liczy¢, gdy mu si¢ podoba, lub
wecale nie przestaje liczy¢”. Jaka jest moc zbioru wypowiedzianych przez niego liczb?

Oto6z, zbiory, o ktérych tu mowa mogg mie¢ 0, 1, 2, 3, ... elementow (gdy przestanie liczy¢ odpowiednio: zanim
zacznie, po 1. liczbie, po 2. liczbie, po 3. liczbie, ...), badz tez X, elementow. Zbiory o takich wlasnie mocach
nazywamy przeliczalnymi.

Albo inaczej: ,,Kazdemu cztowiekowi dane jest si¢ urodzi¢, ale nie dane jest umrze¢. Powiedzmy, ze w ciagu
sekundy jest on w stanie wypowiedzie¢ jedna liczbe. Dajemy mu zbidr pigcioelementowy. Przelicza jego elementy
— zrobi to w 5 sekund; zeroelementowy — w zero sekund; 1573 elementowy — w 1573 sekund, itd. W koncu gdy
damy mu do przeliczenia zbidr liczb naturalnych — to tez sobie poradzi (do kazdej liczby z tego zbioru przeciez
dojdzie ze swym liczeniem).”

,,Oficjalna” definicja zbioru przeliczalnego jest nastgpujaca:
Zbior nazywamy przeliczalnym, gdy jest skonczony lub réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych.

Sprawdzmy, czy przeliczalny jest (czy jak kto woli; czy jesteSmy w stanie ,,przeliczy¢”) zbior liczb catkowitych,
na ktory sktadajg si¢ nie tylko liczby naturalne, ale i liczby catkowite ujemne (tj. naturalne poprzedzone znakiem
minus) i zero. Otéz — da sig¢, ale musimy ustawi¢ je w cigg nie ,,bez dwoch koncow”, lecz ,,z poczatkiem bez
konca”, np. w nastgpujacy naprzemienny sposob: 0,1,-1,2,-2,3,-3, ...
J ego rownoliczno$¢ ze zbiorem liczb naturalnych ustala nastgpujaca bijekcja:

1,-1, 2,-2, 3,-3,.

IR

N:1, 2,3, 4,5 6,7,..
Mozna tez wyrazi¢ ja w klasyczny sposob (wzorem):

1 gdy x=0
fx)= 2x gdy x>0
2x+1 gdy x<0

Kryterium przeliczalnosci:
Niech dany bedzie niepusty zbior 4. Zbior A jest przeliczalny witw, gdy wszystkie jego elementy daja si¢ ustawic
w cigg nieskonczony.

Dowod
Twierdzenie to jest postaci:
A# & — [ Ajest przeliczalny <> wszystkie elementy 4 dajg si¢ ustawi¢ w cigg nieskonczony |

Wezmy wigc niepusty zbior 4 i udowodnijmy rownowazno$¢ z nawiasu kwadratowego, czyli zachodzenie
zastepujacych ja dwoch implikacji (zgodnie ze wzorem: (p <> g) <> (p > g A g > p)):

a) dowdd ,,—” (tj. dowod implikacji w prawo),

b) dowdd .« (tj. dowod implikacji w lewo).
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Ad a)

Jesli niepusty zbior 4 jest przeliczalny, to albo jest nieskonczony albo skonczony:

- w I przypadku sprawa jest oczywista — jesli zbior 4 jest przeliczalny i nieskonczony — znaczy to, ze jest
rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych, a zatem mozna ustali¢ bijekcje migdzy nim a zbiorem liczb
naturalnych, a tym samym jego elementy mozna ustawi¢ w cigg nieskonczony,

- w II przypadku — a wigc gdy zbior A4 jest przeliczalny i skonczony — znaczy to, ze jego elementy mozna
ustawi¢ w ciag skonczony; gdy teraz ostatni z nich powtorzymy nieskonczong ilo$¢ razy, uzyskamy tym
samym nieskonczony ciag ztozony ze wszystkich elementow rozwazanego zbioru.

AdDb)

Ustawmy elementy niepustego zbioru 4 w ciag nieskonczony. Te elementy, ktore si¢ powtarzaja wyrzuémy (poza

pierwszym pojawieniem si¢ liczac od lewej strony). W ten sposob uzyskalismy cigg nieskonczony (I sytuacja) lub

cigg skonczony (II sytuacja) bez powtorzen elementow. W I sytuacji mozemy ustali¢ bijekcj¢ miedzy elementami
zbioru A4 a zbiorem liczb naturalnych, a zatem jest on przeliczalny; z kolei w II sytuacji — zbior 4 jako skonczony
tez jest przeliczalny (zgodnie z definicja zbioru przeliczalnego).

Twierdzenie
Kazdy podzbiodr zbioru przeliczalnego jest zbiorem przeliczalnym.

Dowod

Niech 4 bedzie zbiorem przeliczalnym.
Sa 3 mozliwosci:

1) 4=0

2) A #DiA jest skonczony

3) A#J1iA jestnieskonczony

Rozpatrzmy je po kolei.

Ad 1)

Gdy 4 = J, to jego podzbior tez jest &, a jako taki jest skonczony, a co za tym idzie — przeliczalny.

Ad 2)

Gdy 4 # D i A4 jest skonczony, woéwczas jego podzbidr tez jest skonczony, a jako taki przeliczalny (z definicji

zbioru przeliczalnego).

Ad 3)

Gdy 4 # D i A jest nieskonczony, woéwczas — poniewaz jest to zbidr przeliczalny — od razu wszystkie jego

elementy mozna ustawi¢ w cigg nieskonczony. Jesli teraz z tego ciagu usuniemy niektére elementy, tak by

zostawi¢ tylko te, ktore nalezg do rozpatrywanego podzbioru zbioru 4, to wowczas (po zsunigciu pozostatych):

— albo otrzymamy cigg nieskonczony (a co za tym idzie — za kryterium przeliczalnoSci — oddajacy zbidr
przeliczalny)

— albo otrzymamy ciag skonczony, ale po powtdrzeniu ostatniego jego elementu nieskonczong ilos¢ razy — da on
nam cigg nieskonczony, a jako taki (znowu w oparciu o kryterium przeliczalnosci) oddajgcy zbior przeliczalny.

Twierdzenie
Suma dwoch zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.

Dowod

Z wzgledu na mozliwo$¢ pustosci tych dwoch zbioréw, mamy 3 sytuacje (w tym jedna podwdjng):

1) Jezeli obydwa te zbiory sg puste — wtedy ich suma tez jest zbiorem pustym (bo & U & = ), a zatem jest
zbiorem przeliczalnym (zbior pusty jako skonczony jest przeliczalny).

2) Jedli tylko jeden z dodawanych zbioréw jest zbiorem pustym, to ich suma jest identyczna z drugim z tych
zbioréw (tj. A U D = A, jak i & U B = B —to jest wtasnie owa podwojna sytuacja).

3) Jezeli w koncu obydwa te zbiory sg niepuste, to (zgodnie z kryterium przeliczalno$ci zbioré6w) — ich elementy
mozemy ustawi¢ w cigg nieskonczony:

A:ay, ar, a3, ..., a4y, ...

B: by, by, by, ..., by, ...

Jesli teraz wypiszemy je jak w kolejnos$ci na ponizszym schemacie
A4y, ab, ai, ..., al, ...

S

otrzymamy nastgpujacy ciag: ay, by, az, by, a3, bs, ..., an, by, ...
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Jesli teraz wykreslimy z niego kolejne wystapienia danych elementdéw: ay, by, &, by, @553, ..., an, by, ...

(dajmy na to jak na powyzszym schemacie), a nastgpnie zsuniemy pozostale elementy: a,, by, by, ..., ay, by, ...
to otrzymamy cigg nieskonczony (co konczy nasza prace, gdyz mozemy juz wtedy zastosowaé kryterium
przeliczalnosci).

Gdy z kolei okaze sig, ze otrzymaliSmy cigg skonczony, to (podobnie jak to robiliémy juz poprzednio) — bierzemy
ostatni jego element, powtarzamy go nieskonczenie wiele razy i — otrzymawszy w ten sposob ciag nieskonczony —
stosujemy kryterium przeliczalnosci.

Twierdzenie
Zbior liczb catkowitych jest przeliczalny.

Dowod

Tutaj — na pierwszy rzut oka — sprawa si¢ troch¢ komplikuje. Mamy bowiem cigg nieskonczony z obydwu stron:
veey=5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,°...

Jak wigc poradzi¢ sobie z jego przeliczaniem?

Odpowiedzig jest nastgpujace ustawienie jego elementow: 0, 1, -1, 2, -2, 3, -3, 4, -4, ... i zastosowanie
kryterium przeliczalnosci.

Dowodd tego twierdzenia mozna przeprowadzi¢ rowniez w inny sposob, a mianowicie odwoltujac si¢ do
poprzedniego twierdzenia. Ot6z zbiér liczb catkowitych Z =Z; UZ~ ={0,1,2,...} U{-1,-2,-3,...}, a wigc

jest suma dwoch zbioroéw przeliczalnych, a co za tym idzie i sam jest przeliczalny.

Twierdzenie
Suma dowolnej skonczonej liczby zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.

Dowod (szkic)

W dowodzie tego twierdzenia postgpujemy analogicznie jak w przypadku dowodu poprzedniego twierdzenia,
jednak poszczegodlne ciggi ustawiamy tu w odpowiednio wickszej liczbie linii:

A:ay, ar, a3, ..., a4, ...

B: b],bz, b3, ...,b,,,
X X1, X0, X3y vy Xy v

Oczywiscie, mozna to zestawienie ciggoéw zapisac¢ o wiele tadniej (by oddaé¢ nim fakt, Ze mamy k owych ciggdw) :
Az an, ar, iz, .., Ay -
Az an, G, A, ...y Gopy ..

A an, G, Ay <.y Qs -

Wowczas poszczegolne elementy kolejnych ciggéw oznaczone sg dwoma indeksami:
- pierwszy wskazuje z ktorym ciggiem mamy do czynienia,
- a drugi — z ktérym kolejnym jego elementem.

Twierdzenie
Suma przeliczalnej ilosci zbiorow przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.

Dowod (szkic)

W tym przypadku postgpujemy analogicznie jak w przypadku dowodu 2 twierdzenia wcze$niejszego, jednak:
1) dochodza nam jeszcze kropki w dot po ostatnim wierszu (bo owych ciaggéw moze byé nawet X,)

2) elementy z nich bedziemy wypisywac z nich juz w inny sposob

a) metoda przekatniowa b) metoda kwadratowa ¢) zlametoda

Aliil/,O'(z, By ooy Ay - Aliﬁl_ll,al, 135 o5 Qlpy = Ay dus ajo, afss -, Qips -
Ar: #6785, Az, ..., Qo - Ay: ar1, 4235+ s Aopy -+ Az doy, apy, afs, ..., Qo -
Ay ar, ara, A3y -5 Ay -+ Ay a1, aray A3y -5 Ay - Ay a, aby, agg, -, Qi -

W przypadku metody przekatniowej (a), jak rowniez kwadratowej (b) dojdziemy do kazdego z elementéw
kazdego z wypisanych tu ciggdw.
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Gdybysmy jednak probowali stosowac ,,ztg metodg” (ktéra nota bene dotychczas byta dobra) pozwoli nam ona
jedynie na wypisanie wszystkich pierwszych elementéw powyzszych ciggdw, ale na przejscie do drugiej kolumny
(czyli juz do drugiego wyrazu pierwszego ciggu) nie bedziemy mieli szans. Metoda te jest wigc rzeczywiscie zta.

Twierdzenie
Zbior Q liczb wymiernych jest przeliczalny.

Dowod
Zacznijmy od podania definicji zbioru liczb wymiernych: Q=<—:keZ,ne N
n
Sa to wiec wszystkie utamki, w ktorych licznikach mamy liczby catkowite, a w mianownikach — naturalne.

Nie mozemy ustawia¢ tych liczb w odwrotnej kolejnosci, gdyz wtedy przy k=0 mielibySmy 0 w mianowniku (co
jest niedopuszczalne), a nigdy w liczniku (co z kolei jest pozadane).

Zauwazmy nastepnie, ze tak zdefiniowany zbior Q mozna przedstawi¢ w postaci O = U Qn ,
neN

gdzie O, Z{E:kEZ}.
n

Poszczegodlne Q, sa to wige zbiory wszystkich utamkow o ustalonym mianowniku (réwnym »). Mamy wigc:

111 1 1
01 -12-2
Q2 =Y o T v s 5
2222 2
itd.
Kazdy ze zbiorow Q, jest przeliczalny. Tak wigc zbior O = U Q, jest przeliczalng mnogoscia zbiorow

neN
przeliczalnych, a wigc (na mocy poprzedniego twierdzenia) sam tez jest przeliczalny.

Przejdzmy obecnie do zagadnienia nieprzeliczalnosci

Definicja
Zbioér nazywamy nieprzeliczalnym, gdy nie jest przeliczalny.

Pojecie to definiujemy, poniewaz (jak to podalismy kilka stron wczesniej), zbior przeliczalny — to taki zbior, ktory
posiada moc co najwyzej X,. Matematyka zajmujaca si¢ zbiorami o tego typu mocach nosi miano matematyki
dyskretnej (obejmuje swym zakresem kombinatoryke, teori¢ grafow, teorie Ramseya, teorie grafow losowych,
kryptologie). Jej nazwa wywodzi si¢ z angielskiego stowa discrete = ziarnisty, przeliczalny.

Matematyka zbioréw niedyskretnych — to matematyka zbiorow cigglych; nosi ona nazwg analizy matematyczne;.

Gdy dotychczas operowali$my na zbiorach nieskonczonych, to zawsze mialy one t¢ sama moc (=X,).
O tym, ze istnieje nieskonczono$¢ wyzszego rzedu mowi nam nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie
Przedziat liczb rzeczywistych od zera do jeden (a wigc przedzial (0,1)) jest nieprzeliczalny.

Dowod

Wszystkie liczby z rozpatrywanego zakresu (przedziat liczbowy (0,1)), to tzw. utamki whasciwe. W matematyce
mozna je odda¢ na dwa podstawowe sposoby: w postaci utamka zwyklego i w postaci utamka dziesigtnego.
Ponizej pokazemy, ze bez wzgledu na forme zapisu poczatkowego, kazda z liczb z tego przedziatu mozna oddac¢ w
jednoznaczny sposoéb w postaci 0,a; ay a3 ay..., gdzie poszczegdlne a; (i € N ) reprezentuja cyfry stojace na
kolejnych pozycjach po przecinku.

Zobaczmy najpierw, jaka forme moze przybrac liczba zapisana w postaci utamka dziesietnego.

1) gdy jest to liczba niewymierna, to od razu bgdzie ona dana w wymaganej postacie (nieskonczenie wiele cyfr
po zerze i nastgpujacym po nim przecinku),

2) gdy z kolei bedzie to liczba wymierna, to mamy kilka mozliwosci:
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a) gdy bedzie zapisana w postaci utamka skonczonego — to ja rozszerzamy dopisujac z prawej strony
nieskonczenie wiele zer (jak np. w przypadku liczby 0,4 = 0,40000...),
b) gdy bedzie miata ona nieskonczony zapis, to (w przypadku liczby wymiernej) bgdzie on musiat byc

1
okresowy (np. g =0,1666...), a wiec tez przez nas pozadany,

c) mozemy si¢ jednak spotkaé i z liczba postaci 0,1999..., ktéra to de facto jest rowna 0,2 (bo z jednej

strony %4—%'3:0,14'0,0333...'3:0,1999..., a z drugiej strony ta sama liczba

1 1 1 1
—+—-3=—+—=0,2=0,2000... - i to jest wlasnie dokladny wynik), a wiec podamy ja w
10" 30 10" 1o ito] y wynik) e p y ja

postaci 0,2000...

Gdy z kolei bedziemy mie¢ liczbe dang przy pomocy utamka zwyktego (tj. z kreska utamkowa), to (w wyniku
dokonania dzielenia: licznik przez mianownik) mozliwe sa tylko wyniki wymierne (a wigc jak w punkcie 2
powyzej), przy czym w ogole nie otrzymamy wtedy wynikow jak w podpunkcie ¢), gdyz aby je otrzymacé
konieczne jest wykonanie mnozenia. Tak wigc i w tym przypadku wszystkie mozliwe liczby maja postac
pozadanego przez nas ksztaltu.

W ten sposob pokazalismy wigc, ze wszystkie liczby z przedziatu (0, 1) mozna przedstawi¢ w postaci 0,a; a, a3
ay..., 1to zawsze w jednoznaczny sposob.

(na boku zauwazmy jeszcze, ze liczba 0,9999...=3-0,3333...=3-— =1 lezy poza rozpatrywanym przez nas

W | =

zakresem, jakim jest przedziat (0, 1)).

Dowadd przeprowadzimy metodg ,,nie wprost” . Przypusémy mianowicie, ze rozpatrywany przedziat liczbowy
(0, 1) jest przeliczalny. Zgodnie z kryterium przeliczalnosci — jego elementy (liczby) dadzg ustawié si¢ w cigg
nieskonczony:

uyp = 0,00, U504
Uy = 0,1y Uplsity, ..

Uy = 0,115 sty ..

a kazda z liczb z tego przedzialu pojawi si¢ w nim tylko 1 raz (bo — jak pokazaliSmy wyzej — ma jednoznaczny
zapis w powyzszej postaci). Ponizej zdefiniujemy liczbe x w oparciu o liczby z powyzszego ciaggu.

o . 1 gdy u; #1
Niech mianowicie x = 0,x,X,x;..., gdzie x; =

2 gdy u,;=1

W liczbie X po przecinku mogg si¢ wiec pojawi¢ jedynie cyfry 1 i 2, ktéra z nich lezy na i-tej pozycji zalezy od
tego, jaka cyfra wystgpuje na i-tej pozycji w i-tej liczbie w powyzszego ciagu (1, gdy nie jest to jedynka, a 2, gdy
jest to jedynka).
Tak wi¢c na przyktad:

-gdy u,, =1,t0 x, =2,

-gdy u,, =5,t0 x, =1,

-gdy uy; =2 ,t0 x; =1.

Czy liczba X moze pokry¢ si¢ z liczbg u,, u, lub u,? Nie, bo z kazdg z nich rézni si¢ zawsze na na i -tej
pozycji. Jest to catkiem inna liczba — r6zna od tych z powyzszego ciggu. W ten sposob otrzymaliSmy sprzeczno$¢

z nalozeniem, Ze ciag ten zawiera wszystkie liczby z przedziatu (0,1)! Tak wigc w przedziale (0,1) liczb jest
nieprzeliczalna ilos¢.

Twierdzenie

T T
(0’1) ~ (_5’5) ~R
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Dowod
Pokazemy, Ze te 3 przedziaty liczbowe maja t¢ samg moc (sa rownoliczne).

T T
a) najpierw pokazemy ze (0,1) ~ (—5,5) )
W tym celu wystarczy wskaza¢ bijekcje zachodzacg miedzy tyli zbiorami liczb. Jest ona nast¢pujaca:

1
f(x)=(x- 5) - 7T . Pokazemy, ze rzeczywiscie tak jest. Roznica w nawiasie oznacza przesuniecie przedziatu
1 _ , 11 . . : .
(0,1) o 5 w lewo, a wigc do przedziatu (—E ’E) . Gdy teraz kazdg z liczb z tego przedziatu pomnozymy przez
. . T T
7T, to otrzymamy poszczeg6lne liczby z przedziatu (—5 ,5) )

b) obecnie wskazemy bijekcje przeksztatcajacy zbior (—5,5) w zbior R . Jest nig funkcja f(x)=1tgx.

yA

v
=

NN

T T
Funkcja f(x)=1tgx przeksztalcajaca przedziat (—5,5) w R.

Wszystkie te 3 zbiory maja taka sama moc, a jako takie (ze wzgladu na fakt, ze (0,1) jest nieprzeliczalny — patrz
wczesniejsze twierdzenie), sg one nieprzeliczalne.

Definicja

O mocy zbioru R (i kazdego zbioru z nim rownolicznego) méwic¢ bedziemy, Ze wynosi ona continuum (czyt:
kontinuum) i oznaczac jg bedziemy symbolem C.

Twierdzenie
Kazdy nadzbior zbioru nieprzeliczalnego jest nieprzeliczalny.

Dowod

Dowdd przeprowadzimy nie wprost. Zatézmy mianowicie, ze A C B,

/N

A jest amimo to
nieprzeliczalny B jest przeliczalny.
Otrzymali$my sprzeczno$é z (udowodnionym uprzednio) twierdzeniem, ze dowolny podzbior (tu: A) zbioru
przeliczalnego (tu: B) jest przeliczalny (bo u nas akurat jest on nieprzeliczalny).

Twierdzenie
Zbiory liczb rzeczywistych i niewymiernych sg nieprzeliczalne.
Dowad.
(0,1) cR zatem i R (jako
l nadzbidr zbioru
nieprzeliczalnego)
nieprzeliczalny jest nieprzeliczalny
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QuIQ=R

VoL

przeli- | nieprze-
czalny | liczalny

To nie moze by¢ zbior przeliczalny (bo gdyby byt przeliczalny, to poniewaz suma dwdch zbioréw przeliczalnych
daje zbior przeliczalny — mielibySmy sprzeczno$é¢, bo u nas owa suma jest nieprzeliczalna), zatem jest on
przeliczalny.

Twierdzenie

[a, b] ~ (a,b)

Twierdzenie
Kazdy zbior nieprzeliczalny zawiera podzbior mocy X,.

Niech n, m 1 p oznaczajg liczby kardynalne. Moéwimy, ze n <m witw, gdy pewien zbidr mocy 7 jest rownoliczny z
pewnym podzbiorem pewnego zbioru mocy m.

Ny
I
S
S |l
I
3

Z kolei méwimy, ze: n<M <SS NSMANEM

Twierdzenie

XcY>X<Y
(Uwaga! Implikacja w druga strone nie zachodzi — sprawdz to sam, podstawiajac np. X = {a} iY= {b,c} ).

Dowod

Jesli X C Y, to na zbior Y oprocz elementdw zbioru X skladajg si¢ jeszeze elementy zbioru Y\ X . Jesli jest to zbidr
niepusty, to mamy do czynienia z inkluzja witasciwg, a jesli z kolei jest to zbior pusty — to jest to inkluzja
niewlasciwa. Stad wlasnie elementow zbioru Y jest co najmniej tyle, co elementéw zbioru X (co symbolicznie

zapisujemy whasnie: X <7Y).

Wiasnosci dowolnych liczb kardynalnych
1. n<n (zwrotnosc)
2. n<mAm< p—>n< p (przechodniosc)

3. n<mAm<n—>n=m (antysymetrycznosc)

Ostatnia z tych wtasnosci nosi nazwe: Twierdzenie Cantora — Bernsteina.
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Sytuacje t¢ przedstawia powyzszy schemat. Jesli mianowicie mamy 2 zbiory i pierwszy z nich ma moc nie
wigksza niz drugi, a drugi ma moc nie wigkszg nic¢ pierwszy, to zbiory te maja t¢ sama moc (czyli sg réwnoliczne).
Schemat ten odwotuje si¢ (dwa razy, bo w obydwie strony) do definicji poréwnania liczb kardynalnych (7 < m).
Definicja dodawania liczb kardynalnych

n+m jest to liczba kardynalna p taka, ze HZ(A)’Z(B)(A NB=OANA=nAB=mAAUB= p).

Mowi ona: jesli checesz zna¢ sumg 2 liczb kardynalnych — znajdz 2 roztaczne zbiory o mocach wyrazonych tymi
liczbami kardynalnymi, i wtedy wtasnie moc sumy tych zbioréw bedzie stanowi¢ sume tych liczb kardynalnych.

Zachodzg nast¢pujace whasnosci (okreslane zasadg wiaczania — wylgczania):
HN)AUB=A+B-ANB
) AVBUC=4+B+C—-ANB—-ANnC-BNnC+AnBNC

Mowig one, ze gdy badamy moc sumy zbiordw, to trzeba uwzgledni¢ fakt, ze moga mie¢ one niepusty przekrdj
(czy wrgez niepuste przekroje).

Przypatrzmy si¢ ponizszym rysunkom.
Uzyte w nich symbole +, X i 0 — oznaczajg tu: liczba wszystkich elementow, ktore znajduja si¢ w danym polu
odpowiednio zbioru: A, BiC.

1) w przypadku dwodch zbioréw zauwazamy, ze chcgc obliczyé AU B, gdy bedziemy dodawa¢ A+ B, to

przeliczymy sie” o ANB (w polu AN B podwdjnie sumowalismy elementy), a w zwigzku z tym
AUB=A+B—-ANB

A B

2) z kolei w przypadku 3 zbioréw sumujac 4+ B+ C - otrzymamy:

Nt
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Widzimy, Ze powtarzaja sie znaki na przecieciu poszczegdlnych zbioréw (w polu AN B - dubluja sie znaki + i
x, wpolu AN C -znaki+io,awpolu BNC -znaki xi0). Zkazdego z tych pdl usuwamy wiec po jednym z
tych znakow (zaznaczone szarym ttem: w polu ANB -znaki+ wpolu ANC - znakio,awpolu BNC -

znaki x), co oznacza odjecie od A+ B +C kolejno liczb: ANB, ANC i BNC).
W tym momencie w rozecie 4\ B\ C mamy wiec wszystkie znaczki +, X i o, ktore nie sg podane na szarym
tle. Widzimy, ze znajdujq su; one w kazdym z 7 pdl owej rozety, z wyjatkiem pola 4 ™\ B N C . Oznacza to, ze

dotychczasows liczbe A+B+C AN B—ANC—-BnNC musimy zwiekszyé 0o AN BNC, otrzymujac
tym samym, Ze AuBuC:A+B+C—AmB—AmC—BmC+AmBmC.

Niech p bedzie liczbg kardynalng skonczong. Wowczas zachodza nastgpujace whasnosci:

L Xo+tP=X%
2. XotXo=Xo
3. C+p=C
4. C+y,=C
5. C+C=C

Mozna powiedzie¢ o nich w skrocie, ze wicksza liczba ,,zjada” mniejszg.

Inne prawa i wlasnoSci:

1. Nie wiadomo, czy istnieje liczba kardynalna k taka, ze y, <k <C
2. C=2% (komentarz: 1. oznacza to, ze continuum, to moc zbioru wszystkich podzbioréw zbioru mocy Xo -
zbocz wstecz ,,aksjomat zbioru potggowego™; 2. Jesli 2 do jednej mocy daje nam inng moc — zatem
otrzymujemy stad ponizszy punkt 3)
2%0
3. Istnieje nieskonczona ilo$é nieskonczonosei: y, < 2% < 2(210) <2¥ <.

Komentarz: to zapewne jest juz drugi szok dla Ciebie w tym paragrafie!

— z pierwszym miates do czynienia gdy dowiedziate$ sig, ze zbior moze mie¢ identyczng ze swoi
podzbiorem wilasciwym /na przyklad zbior liczb catkowitych ze zbiorem liczb parzystych, choc
intuicyjnie czutes, ze tych drugich jest przeciez 2 razy mniej/, a wigc ze intuicyjne inne moce redukujg si¢
do jednej i tej samej;

— z drugim szokiem spotykasz si¢ zapewne teraz, gdy dowiadujesz si¢ czego$ odwrotnego — ze liczb
kardynalnych okreslajacych moc zbioru nieskonczonego jest nieskonczenie wiele; poprzez fakt
ustawienia ich wciagg nieskonczony — jak na razie widzimy ze jest ich co najmniej przeliczalna ilo$¢ (a
moze jaka$ inna kategoria okresla ilo$¢ nieskonczonosci?!).

Na koniec opiszmy jeszcze cickawe zagadnienie tzw. hotelu Hilberta

Jest to hipotetyczny hotel (w rzeczywistosci nie istnieje!), w ktorym jest nieskonczenie wiele jednoosobowych
pokoi, numerowanych kolejnymi liczbami naturalnymi (a wiec: 1, 2, ...).

Zaktadamy przy tym, ze w hotelu tym pracuje bystry (pod wzgledem matematycznym) recepcjonista.

Ponizej rozpatrzymy kilka hipotetycznych sytuacji.

1)

2)

3)

4)

Wszystkie pokoje sa zajete. Do hotelu przyjezdzaja 2 osoby. Czy znajdzie si¢ dla nich w tym hotelu miejsce?
Odpowiedz: tak. Wystarczy tylko kazdego z dotychczasowych goSci przesung¢ do pokoju o numerze o 2
wigkszym, a zwolnione w ten sposob pierwsze 2 pokoje przeznaczy¢ na owych 2 nowych gosci.

Znowu wszystkie pokoje sg zajete. Tym razem do hotelu przyjezdza jednak nieskonczenie wielu gosci. Czy i
tym razem uda si¢ dla nich znalez¢ w nim miejsce?

I tym razem odpowiedz jest pozytywna. Trzeba jednak najpierw kazdego z dotychczasowych gosci umiesci¢ w
pokojach o numerach2 razy wigkszych (zwolnimy wszystkie pokoje, a zapelimy jedynie te, ktéore maja
parzysty numer). Zwolnione w ten sposob pokoje o numerach nieparzystych (jest ich nieskonczenie wiele)
mozemy przeznaczy¢ dla nieskonczenie wielu przybytych nowych gosci.

Z hotelu, w ktorym wszystkie pokoje sg zajete wyjezdza 5 dotychczasowych lokatorow. Czy recepcjonista jest
w stanie wykazac¢ si¢ przed wiascicielem, ze jest tak obrotny, ze i wtedy ma pelne obtozenie hotelu?

I tym razem odpowiedz jest pozytywna — wystarczy bowiem, ze bedzie ,,dobijajac do lewej” zajmowat wolne
pokoje gos¢mi z kolejnych pokoi o wyzszych numerach.

A — w koncu — co bedzie gdy z w pelni zajgtego hotelu wyjedzie nieskonczenie wielu goséci? Tutaj sprawa nie
jest juz jednoznaczna. Gdy bowiem wyjadg wszyscy goScie oprocz trzech — to bedzie znaczyé, ze 3 gosci
pozostato, a nieskonczenie wiele pokoi jest wolnych. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze po wyjechaniu
nieskonczenie wielu gosci (np. tych z pokoi o nieparzystych numerach) , w hotelu nadal pozostanie ich
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nieskonczenie wielu (w tym przypadku — w pokojach o numerach parzystych), a bystry recepcjonista w takiej
sytuacji moze wykazac si¢ przed wihascicielem pelng zajetoscig hotelu (w tej sytuacji przydzielajac kazdemu
gosci pokodj o numerze 2 razy mniejszym).

Co wynika z tych dywagacji? Bardzo prosta sprawa:

1) X, +2 =X, ogdlnie: X, +p =X,

)Xo+ X, = X,

3) Xy -5=X,, ogoblnie: X,-p=X,

4) X, - X, to,,symbol nicoznaczony” (spotkates juz si¢ z takim pojeciem w szkole ponadgimnazjalne;j!).

Jesli bowiem mozemy uzyskac tu réwne wyniki (w rozwazanych przypadkach: 3 i X,; ogélnie: p i X,).

15. Algebra Boole’a i izomorfizm systemow

Jak zapewne dobrze pamictasz, kazde prawo z teorii mnogosci mozna zapisa¢ w jezyku rachunku zdan, jak
rowniez na odwrot — kazde prawo rachunku zdan mozna zapisa¢ w jezyku teorii mnogosci. Oznacza to, ze miedzy
tymi systemami (rachunkiem zdan i teorig mnogosci) zachodzi izomorfizm. Okazuje si¢ jednak, ze istnieje jeszcze
inny system izomorficzny z kazdym z nich (co daje nam, ze wszystkie te 3 systemy sa wzajemnie izomorficzne).
Mowa tu o tzw. algebrze Boole’a — systemie algebraicznym opisujacym tzw. uklady przelaczajace.

Jego wprowadzenie i oméwienie tutaj jest jak najbardziej na miejscu, jako ze wprowadza on nowe narzedzia,
pomocne przy dokonywaniu przeksztalcen czy dowodow w kazdym z pozostalych systeméw izomorficznych z
nim. Narzedziem tym jest mianowicie siatka Karnaugha

Od razu zauwazmy tu, ze jeden (A4) zbior dzieli uniwersum U na 2 podzbiory: 41 4°.

A U

A’

Gdy dodamy drugi zbior (B) — podzieli on tak zbior 4, jak i zbidr A° na dwie czgsci (odpowiednio: bedaca w B i
nie bedacg w B, czyli bedaca w B’), w wyniku czego bedziemy miec ich juz 4:

A B U
ANB =A\B oznacza: ,by¢ A4 inie by¢ B”
AN B ANB oznacza: ,,by¢ 4 i by¢ B”
AN B A’"B=B\A oznacza: ,nie by¢ 4 1iby¢ B”
ANP oznacza: ,nie by¢ 4 inie by¢ B”
ANB

Gdy z kolei dodamy trzeci zbiér (C) — to analogicznie podzieli on kazde z tych 4 pdl na 2 czesci (odpowiednio:
bedaca w C i nie bedacag w C, czyli bedacg w C”), w wyniku czego bedziemy miec ich juz 8.

A’'NB’NC’
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Zauwaz, ze:

1) otrzymaliSmy tu wszystkie mozliwe kombinacje wystapien A4, B i C bez primoéw i z primami,

2) dowolne 2 sgsiednie pola (na przyktad lezace na przecigciu zbioréw A i B, a zaznaczone tu szarym tlem),
sumuja si¢ do analogicznego pola wyznaczonego w oparciu o 2 zbiory: :

ANBNCYUANBNO)=ANBN(CUC)=ANBNX=4AnNB

f

Z prawa rozdzielnosci przekroju Z prawa: Z prawa:
wzgledem sumy zbiorow AuvAd =X ANnX=4
XnYu2)=XnYuXnZ
jednak stosowanego w druga
strong i z podstawieniami:
zaX:ANB,zaY:CizaZ: C

Efekt jest wiec satysfakcjonujacy. Niestety na tym poziomie si¢ on konczy. Stworzenie bowiem analogicznego
rysunku dla czterech zbioréw na plaszczyznie za pomocg okregdw jest juz niewykonalne.
Tutaj wlasnie w sukurs przychodzi nam algebra Boole’a z jej notacjg i siatkami Karnaugha.

Zacznijmy jednak od poczatku. Algebra Boole’a opisuje elektryczne uktady przetacznikowe.
Wyobrazmy sobie uktady elektryczne jak na rysunkach ponize;j:

1)
a_~ b_~

+0O O -

Mamy tu do czynienia z ukladem elektrycznym z dwoma przetagcznikami ustawionymi szeregowo. Uktad bedzie
zamkniety (co zasygnalizuje nam $wiecaca si¢ zarowka), jesli oba przetgczniki bedg zamknigte. W rachunku zdan
sytuacje takg opisalibysmy a A b . W notacji algebry Boole’a opiszemy ja jednak a-b (lub po prostu: ab ), gdyz
w miejsce koniunkcji ( A) z ktéra mieliSmy do czynienia w rachunku zdan, stosujemy tu znak mnozenia (-, ktory
czytamy ,razy’) 1 w zwigzku z tym bedziemy moéwi¢, ze mamy tu do czynienia z mnozeniem (czy tez: z
iloczynem) zamiast (jak to byto w rachunku zdan), ze mamy do czynienia ,,z koniunkcja”.

Bedziemy przy tym stosowac zapis:
a - na oznaczenie faktu, ze przetacznik a jest wlaczony (zamkniety)

a - na oznaczenie faktu, ze przetacznik a jest wylaczony (otwarty)
Fakt, ze przelacznik a jest wigczony, bedziemy zapisywaé tez a =1, a fakt, ze jest wytaczony: a =0 .

Funkcja przeptywu pradu: F' = a-b , jako iloczyn (koniunkcja) a i b przyjmuje wartosci opisane ponizsza tabelkg
mnozenie (o wiele prostsza niz tradycyjna!):

0 |1
010 |0
1 10 |1

Mowi ona, ze funkcja F przyjmie wartos¢ 1 (oznaczajaca: prad plynie”, co zasygnalizowane zostanie §wiecaca si¢
zarowka), witw gdy obydwa przetaczniki bedg wiaczane (tj. zamknigte).

2)
e
b
/
+O O—
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Tu z kolei mamy do czynienia z uktadem elektrycznym z dwoma przetacznikami ustawionymi rownolegle. Uktad
bedzie zamknicty (co zasygnalizuje nam $wiecgca si¢ zardwka), jesli co najmniej jeden przelacznik bedzie
zamkniety. W rachunku zdan sytuacje taka opisalibySmy a v b, tu (a algebrze Boole’a) napiszemy: a+b i
powiemy, ze mamy do czynienia z sumg (dodawaniem) zamiast (jak to bylo w rachunku zdan), ze mamy do
czynienia ,,z alternatywa”. Funkcja przeplywu pradu: /' =a +b, jako suma (alternatywa) a i b przyjmuje
warto$ci opisane ponizszg tabelka dodawania (o wiele prostsza niz tradycyjna!):

+ 10 |1
010 |1
1 ]1 1

Mowi ona, ze funkcja F przyjmie tu warto$¢ 1 (oznaczajaca: prad plynie”, co zasygnalizowane zostanie $wiecaca
si¢ zarowka), witw gdy co najmniej jeden przetgcznik bedzie wiaczony (tj. zamkniety).

Mozemy wigc powiedzieé¢, ze w paragrafie tym bedzie nas interesowaé rozmieszczenie przetacznikow i to, jak sig
wtedy zachowuja uktady elektryczne.

3) b
/
> .
/

e o

Funkcje przeptywu zapiszemy tu: F' =a- (b + c) (bo, aby uktad byt zamknigty, musi by¢ a oraz b lub ¢).

Widzimy, Ze oznacza to, ze mysi by¢ @ i b lub a i ¢, co daje nam uktad:

a b
s
a: c 1 - oznacza tu sprzgzenie przetacznikow
; ' (razem ,,chodza”), sg jak gdyby
~ ~ ! ze sobg potaczone
e 0"

czyli opisany funkcja: F' =a-b+ a-c . Obydwa te uktady przelaczajace sg sobie rownowazne. Oznacza to, ze W
ten sposob otrzymaliSmy réwnos¢ (jedno z praw algebry Boole’a): a -(b + c) =a-b+a-c. Jest ono identyczne
ze znanym z algebry (szkolnej!) prawem rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania (i takg tez nazwe nosi w
algebrze Boole’a!). Dla nas istotniejsze jest jednak, Ze jest ono izomorficzne (przypomnij sobie, co to znaczy!) z
nastgpujacym prawem rachunku zdan: p A (q \Y r)<—> PAGNV pAr. Zapewne sam zauwazyle§ to juz

wczesniej, gdy omawialiSmy oba w/w schematy elektryczne. Przypuszczamy (nie bez powodu), ze tego typu
izomorfizm istnieje nie tylko w w/w przytoczonym przyktadzie, ale i w catej algebrze Boole’a. Wykazalismy juz
izomorfizm teorii mnogosci i rachunku zdan. Z przechodnioéci wiasnosci ,,izomorfizmu systemoéw” (co jest
oczywiste, a jako takie nie wymaga dodatkowego ttumaczenia), poniewaz

- teoria mnogosci jest izomorficzna z rachunkiem zdan

- arachunek zdan jest izomorficzny z algebra Boole’a,

wnosimy, ze rowniez teoria mnogosci jest izomorficzna z algebra Boole’a.

Tak wige np. odpowiednikiem w/w omawianych wiasnosci algebry Boole’a (a - (b + c) =a-b+a-c)i
rachunku zdaf ( p A (q vV r) <> pAgV pAF), wteorii mnogosci jest oczywiscie:
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

To, co tu przeczytate$ jest bardzo wazne. Okazuje si¢ bowiem, ze zamiast uprawia¢ wiele dziatdéw matematyki,
wystarczy znaé si¢ tylko na niewielu z nich, w pozostatych wiedzie¢ ,,0 co chodzi” (jaka jest interpretacja i natura
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omawianych w nich obiektow), wiedzieé¢, ktore z ktorymi sa powigzane relacjg izomorfizmu i zna¢ operacje na

jednym z nich. Trzeba by¢ przy tym ,,ekspertem tego systemu”.

Jest to tym bardziej przydatne, jako ze czgsto okazuje sig, ze wiele operacji na jednym systemie jest (przy pomocy

wypracowanej na jego gruncie aparatury) do$¢ ucigzliwych, a wykonywania analogicznych operacji na systemie

do niego (z nim) izomorficznym jest juz bardzo proste (wlasnie dzi¢ki wypracowanej na jego gruncie aparatury).

Powiedzmy, ze mam udowodni¢ 4 M (B uC ) =(ANnB)u(ANC), ajestem znawcy algebry Boole’a. Jak za

jej pomocg moge udowodnié powyzszg rownosé. Otdz sa mianowicie dwie metody tego typu postgpowania:

1) Zauwazamy, ze w izomorficznym systemie algebry Boole’a prawu temu odpowiada prawo
a -(b + c) =a-b+a-c. Dowodze wiec je (na gruncie algebry Boole’a) i na koniec stwierdzam: poniewaz
systemy ,algebra Boole’a” i teoria mnogosci” sa izomorficzne, a wykazalimy prawdziwos¢ prawa
a- (b + c) =a-b+a-c nagruncie algebry Boole’a, wiec i rownowazne mu prawo w teorii mnogosci, jakim
jest zachodzenie réwnosci 4 M (B uC ) =(ANB)u(ANC), jest w nigj (teorii mnogosci) prawdziwe.

2) Rowniez spostrzegamy, ze w izomorficznym systemie algebry Boole’a prawu z teorii mnogosci postaci
AN (B U C) =(ANB)u(ANC) odpowiada prawo algebry Boole’a a -(b + c) =a-b+a-c,ktorego
to dowdd przeprowadzamy, a nastgpnie wzorujgc si¢ na nim — wykonujemy analogiczny dowdd
odpowiadajgcego mu prawa z teorii mnogosci.

Kazde z tych podejs¢ jest jak najbardziej poprawne, a co najwazniejsze — bardzo uzyteczne.

Jednak, aby przeprowadzi¢ dowod prawa algebry Boole’a (potrzebny chociazby do realizacji dowolnego z
powyzszych dwoch sposobow), bedziemy positkowac si¢ odpowiednikiem diagramow Venna w teorii mnogosci,
jakim w algebrze Boole’a jest tzw. siatka Karnaugha (czyt: karnota).

Gdy w uktadzie przetacznikowym mamy tylko 1 przetacznik (a wtasciwie 1 typ przetacznika, bo w uktadzie moze
si¢ on przeciez powtarzac, jak to miato miejsce w ostatnim uktadzie, i to dowolnie czy z negacja /zaznaczang
kreskg u gory/ czy tez bez negacji) — wowczas siatka Karnaugha (bgdaca odpowiednikiem sytuacji jak na
pierwszym diagramie w tym paragrafie), ma postaé:

a a

)
l przetacznik wytaczony
przetacznik wlaczony

Podobnie, jak w tamtym diagramie Venna, tak i tu mamy dwa pola. Polom A4 i A' na diagramie odpowiadaja

odpowiednio kratki @ i a w siatce.

Z kolei drugiemu diagramowi z niniejszego paragrafu (gdzie mieliSmy dwa zbiory 4 i B wyznaczajace 4 pola),
odpowiada siatka Karnaugha tez o 4 polach, wyznaczonych odpowiednio przez dwie kolumny (a i a) i dwa

wiersze (b i l; ). Wyglada wigc ona nastepujaco:

a a

b

b

W siatkach Karnaugha mozna opuszcza¢ oznaczenia kolumn czy wierszy dokonywane za pomoca liter z negacja
(belkg u gory), przyjmujac, ze i tak wiadomo ktére z pol sg tego typu — te mianowicie, ktore nie sg oznaczone
analogiczna literg bez owej negacji (belki u gory). W zwigzku z tym powyzszg siatke mozna tez (i tak bedziemy
juz robi¢) odda¢ w nastgpujacy sposob:

a

b
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Poszczegodlne pola oznaczajg w niej:

a
blab| s
ab | ab

|

Tutaj mamy a -b , a wiec iloczyn negacji, a nie negacje iloczynu (to dwie rézne rzeczy!

— negacja iloczynu wyglada bowiem nastepujaco: a-b i oznacza wszystkie pola poza polem a-b .
Zauwaz, ze pola te odpowiadajg poszczegdlnym polom z drugiego diagramu Venna z tego paragrafu.
Przy 3 zmiennych (czy: przetacznikach) mamy 8 pol na siatce Karnaugha:

a

C

W takiej sytuacji - gdy dane oznaczenie zmienng obejmuje wiecej niz jedna kolumne czy jeden wiersz — ich og6t

bedziemy obejmowaé klamra Iub (jak to robimy w tejze ksigzce) pogrubieniem brzegu obejmowanych nig wierszy

czy kolumn.

Obszary poszczeg6lnych zmiennych ustawiane sg tu tak:

— Dby si¢ nawzajem przecinaty

— by obejmowaly swym zakresem potowe calego obszaru (zostawiajac druga potowe na zmienng dopetnieniowa
—np. dla a bedzie to a).

Jako ze zmienna b obejmuje swym zakresem tylko jeden wiersz — w jej przypadku tego typu oznaczenie (pry

pomocy klamry lub pogrubienie) nie jest konieczne,

Zauwazmy, ze W powyzszej siatce obszar ¢ jest niespdjny. Mozemy jednak wyobrazi¢ sobie, ze jest ona zwini¢ta

w walec (prawy brzeg jest ztaczony z lewym) 1 wtedy bedzie juz on spdjny, a nam przy takim wyobrazeniu tatwiej

bedzie przeprowadzac za jej posrednictwem rozne operacje.

Inna uwaga: przestawitem tu @ i b miejscami w stosunku do poprzedniej siatki. Nie ma to najmniejszego
znaczenia. Wazne jest jedynie, aby to, aby @ zaznaczaé tam, gdzie wyznaczyliSmy dla niego miejsce,
analogicznie pozostale zmienne.

Przy 4 przetacznikach bedzie to juz wygladato nastgpujaco:

a

C

Tym razem mozemy sobie wyobrazi¢, ze rownoczesnie sklejone sa:

- prawy i lewy bok, by obszar d byl spojny,

- gorna i dolna krawedz, by z kolei obszar ¢ byl spojny.

W tym momencie dokonali§my wigc czego§ za pomoca siatki Karnaugha, co nie bylo wykonane za pomoca
diagramow Venna. 4 zbioro6w nie mozna byto odda¢ na plaszczyznie tak, by wyznaczaty 16 pol powtsalyc Hz
maksymalnego ich przeci¢cia. W przypadku 4 zmiennych obejmujacych okreslone polana siatce Karnaugha — juz

tak. NA tym si¢ wlasnie zasadza przewaga tego systemu (algebry Boole’a) nad innymi izomorficznymi z nim
(teoria mnogosci z diagramami Venna i rachunek zdan bez jakiejkolwiek reprezentacji graficzne;j).
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Gdyby nam przyszto kiedys rozwaza¢ uktad 5-cio przetacznikowy, wowczas stosowna siatka wygladataby
nastepujaco:

C C

Tu przy przeksztalceniach warto wyobrazic sobie, ze czg$¢ e jest usadowiona nad (w III wymiarze) czgsécig € .

Gdy z kolei mielibysmy uktad 6-cio przelacznikowy — siatka przybrataby nastepujaca postac:

e e

~I
x
x

C C

Widzimy, ze w tych dwodch ostatnich przypadkach:
- siatka nie jest juz spojna (,,w jednym kawatku”),

- iz tego wzgledu daliSmy oznaczenia e i 7, aby si¢ nie pogubic.

W przypadku tworzenia tych siatek, analogicznie jak to byto w przypadku diagramow Venna
— - gdy tam wychodzac np. od diagramy z 2 przecinajgcymi si¢ zbiorami chcieliSmy otrzymaé diagram z
przecinajacymi si¢ 3 zbiorami, dzieliliSmy kazde pole na dwie czesci (ktore dodatkowo okreslaty: ,jest w
nowym zbiorze” lub ,,nie jest w nowym zbiorze”),
— -takitu:
- wychodzac od siatki dla 2 zmiennych z 4 polami (tu celowo o przerysowanych szerokosciach),

a

- dzielimy kazde z tych pdl na dwie czgéci, co automatycznie wyznacza nam obszar objety trzecig zmienng:
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Obecnie zastanowimy si¢, w jaki sposob oddawane sg obiekty na siatkach Karnaugha.
Na siatce dla 2 zmiennych (czy: typach przetagcznikow) mamy 4 pola (= 2? ):

a
b ( ) O
Zaznaczono tu: @ (owalem obejmujgcym 2 pola — potowe wszystkich) i aE (okrggiem obejmujacym 1 pole —
czwarta cze$¢ wszystkich).

Przy 3 zmiennych (czy: typach przetacznikéw) mamy 8 pdl (= 2’ ) na siatce Karnaugha:

b - o

o

Na siatce tej
- a zaznaczono okrggiem obejmujacym 4 pola (a wigc 2 razy wigcej niz powyzej, ale nadat potlowe wszystkich),

- aE — owalem obejmujacym 2 pola (czyli znowu 2 razy wigcej niz powyzej i nadal czwartg cze$é wszystkich),

-i abc - okregiem obejmujacym jedno pole (6smg cze$¢ wszystkich).

Przy 4 zmiennych (czy: typach przetacznikéw) mamy juz 16 pol (= 2* ):

A

O,
OO

C

Na siatce tej
- a zaznaczono owalem obejmujgcym 8 poél (a wigc 2 razy wigcej niz powyzej, ale nadal potowg wszystkich),

- l;a — okregiem obejmujacym 4 pola (czyli znowu 2 razy wigcej niz powyzej, ale nadal czwartg cz¢s$¢
wszystkich),
- abc — owalem obejmujacym 2 pola (czyli znowu 2 razy wiecej niz powyzej i nadal 6sma cze$é wszystkich),

- oraz abcd — okregiem obejmujacym jedno pola (szesnastg cze$¢ wszystkich).

Mozna tez spojrze¢ na to zagadnienie z drugiej strony i powiedzieé, ze:
- uzycie wszystkich typow przetacznikdéw opisuj wszystkie pola
- a dodanie kazdego nastepnego — podwaja liczbe opisywanych nimi pol.

Dopowiedzmy tu jeszcze, ze:
—  uklad zawsze zalaczony (bez wzglgdu na ustawienie przetacznikow) opisywacé bedziemy okregiem czy
owalem obejmujacym calg siatke Karnaugha (bgdzie tak np. gdy w uktadzie tym bedzie obejscie uktadu
przetacznikdw ,,sztywnym” potaczeniem — jak na ponizszym rysunku po lewej stronie)
— uklad zawsze roztaczny (bez wzgledu na ustawienie przetacznikow) opisywaé bedziemy pustg siatka
Karnaugha (bedzie tak na przyktad, gdy bedzie w nim ,,sztywna” przerwa — jak na ponizszym rysunku po
prawej stronie).
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J’_

a/

)

)

O O - +0O O -
Zobaczmy, jak rozpisujg si¢ na tej siatce elementy niespdjne
u Mamy tu naniesione nastepujace elementy:
|/ v g > acg - element na rysunku ztozony z 2 czesci,
wyobrazamy sobie jakoby byty sklejone gérny i dolny brzeg
—\ C_L;» - . I
% Z dc - element na rysunku ztozony z 2 czesci,
wyobrazamy sobie jakoby byly sklejone lewy i prawy brzeg
N [N [ N

C

;2 - element na rysunku ztozony z 4 cze¢sci,
wyobrazamy sobie jakoby byly sklejone wszystkie brzegi
(zarazem gory i dolny, jak i prawy i lewy)

Obecnie zajmiemy si¢ prawami obowigzujacymi w algebrze Boole’a. Jako Ze algebra Boole’a jest systemem
zaksjomatyzowanym, jej prawami bgda (miedzy innymi) wszystkie jej aksjomaty. Poznajmy ich liste:
kazdy z przetacznikow moze mie¢ wartos¢ 0 lub 1

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)
12)
13)

14)
15)

a=1<a=0
a=1<a=0
a-b=b-a
at+b=b+a

a-a-a-a-....da=a

(negacja jedynki jest zero)
(negacja zera jest jedynka)
(mnozenie jest przemienne)

(dodawanie jest przemienne)
(czynniki powtarzajace znoszg si¢)

a+a+a+a+..+a=a (sktadniki powtarzajace si¢ znoszg si¢)

a-b-c-l=a-b-c (pomnozenie dowolnego wyrazenia przez 1 nie zmienia jego wartosci)
a-b-c+1=1 (dodanie jedynki do dowolnego wyrazenia daje jedynke )
a-b-c-0=0 (pomnozenie przez 0 dowolnego wyrazenia daje 0)
a+b+c+0=a+b+c (dodanie zera do dowolnego wyrazenia nie zmienia jego warto$ci)
a-a=0 (iloczyn wyrazen przeciwnych daje 0)

a+a=1 (suma wyrazen przeciwnych daje 1)

a=a (podwdjna /lub ogodlnie: parzysta liczba/ negacji si¢ znosi)
a-b+a-c=a -(b + c) - jest to I prawo dystrybucji

Ponizej wykazemy zZe jest ono prawdziwe, przedstawiajac na dwoch siatkach Karnaugha odpowiednio lews i
prawa strong tej rownosci i sprawdzajac czy obrazuja te same pola, tj. sytuacje /oddane na nich siatkach

kropkami/)
A a
s ’ E
iV B

Poniewaz lewa strona réwnosci, to suma — zatem na odpowiadajacej jej lewej siatce ,,kropkujemy” pola

C

C

objete co najmniej jednym naniesionym na nig elementem.
Poniewaz prawa strona réwnosci, to iloczyn — zatem na odpowiadajacej jej prawej siatce ,.kropkujemy” pola
objete kazdym z dwu naniesionych na nig elementow.

Poniewaz pola ,,zakropkowane” na tych siatkach pokrywajg si¢ — zatem (tozsamo$ciowo) prawdziwa jest

sprawdzana réwnos¢.
16) (a+b)la+c)=a+bc - jest to II prawo dystrybucji

121



Sprawdzamy jego zachodzenie:
L=(a+b)a+c)=(a+b)-a+(a+b)-c=a-(a+b)+c-(a+b)=a-a+a-b+c-a+c-b=(*)

| | | |

z 15) stosow. w II strong z4) z 15) stosow. 26)i8): ara=a=a-1
(od prawej do lewej) w II strong i stos. 4) do dwoch ost. wyr.

(*)=a-1+a-b+a-c+b-c=a-(1+b+c)+b-c=a-1+b-c=a+b-c=P

|

z 15) z 5) 1 8) stosow. do z 8)
wyraz. w nawiasie

17) (a+b)+c=a+(b+c) - jestto prawo facznosci dodawania
18) (a-b)-c=a-(b-c) - jest to prawo faczno$ci mnozenia

Oprocz aksjomatow w algebrze Boole’a mamy jeszcze:
— reguly podstawowe,

— reguly pomocnice

— iprawa de Morgana

ktore po kolei tu podamy i oméwimy.

Reguly podstawowe

Rl) a+ab=a+b
Prawo to (odpowiednio jego lewa i prawa strona) zobrazowane jest ponizszych siatkach (lewej prawej):

béo Boao

Prawo to jest wigc prawdziwe. Chcac je udowodni¢ w formalny sposéb, bedziemy si¢ odwotywac do tychze siatek
— w jaki spos6b mozna od lewej przej$¢ do prawej. Widzimy, ze w tym celu trzeba po kolei:

1. wlewej siatce podzieli owal @ na 2 okregi: ab i aE,

2. dublujemy okreg ab , bo na prawej siatce na tym polu owale sie nachodza (dubluja to pole),

3. 2 okregi z wiersza b (ab i ;b) taczymy w owal b i analogicznie postepujemy z okregami z kolumny a
(ab i aE) taczac je w owal a .

Przedstawiony powyzej sposob przeksztatcania lewej siatki do prawej staje si¢ dla nas schematem przeksztatcenia
lewej strony rownosci do prawej (dodatkowo klamrami objeto poszczegdlne punkty z powyzszych rozwazan):

L=a+ab=a-1+ab=a(b+b)+ab=ab+ab+ab=ab+ab+ab+ab=a(b+b)+(a+a)b=(*

- / \ ) - J
Y Y Y

1. 2. 3.
(*=a-1+1-b=a+b=P

|
3.-cd.

R2) ab+b=a+b

Prawo to dotyczy tych samych sytuacji (identyczne pola sg zajgte) co w prawie R1), z tym ze inny jest uktad
elementéw z lewej strony rownosci (czy rownowaznie: siatki Karnaugha):
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a
b > B
O

Z analogiczng sytuacjg mamy do czynienia w przypadku dwéch nastgpnych praw:

R3) a+ab=a+b

a
bOO»B

R4) ab+b=a+h

a

Reguly pomocnicze

a

OO

a

U

a

U

RP1) (a+b)a+b)=b

a

kK

Cze$¢ wspolna tych dwoch ,rewolwerdw” z lewej siatki, to owal z prawej siatki

Formalny dowod:

L=(a+b)a+(a+b)b=aa+bb+ab+bb=0+b(a+a+b)=b=P
\_Y_)

RP2) (a+b)(c+d)=ac+ad +bc+bd
RP3) a-b+c-d=(a+c)a+d)b+c)b+d)

Prawa de Morgana

a

>

Pl) abc=a+b+c
P2)a+b+c=a-b-c

P1’) abc=a+b+c

P2) a+b+c=a-b-c

Prawo P1°) powstato z prawa P1), a prawo P2”) — z prawa P2) poprzez zanegowanie obu stron rownosci i
zniesieniu podwojnej negacji z lewej jej strony.
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Optymalizacja ukladow przelaczajacych

Rozpatrzmy nastgpujace zadanie 1
Dany jest uktad przetacznikoéw jak na ponizszym schemacie.

O+
a / b / a / Zauwaz, ze nie ma

tu zarowki, jako
b/ E/ b

elementu nie
/

wplywajacego na
o

uktad przetacznikow
Obrazuje on funkcje F' = ab + be + abe

Ktora na siatce Karnaugha prezentuje si¢ w nastepujacy sposob:

a

bl o> 0

) (—

C

a po optymalizacji nieformalnej (a wigc jedynie ,,rysunkowej) — jak ponize;j:

a

’ C

C

Czyli otrzymujemy funkcje zoptymalizowana do nastepujacej: F'= E +ab.
I tym mozemy narysowa¢ zoptymalizowany schemat:

O+

o/ </
b/

L O

Ktory jest zdecydowanie prostszy od poprzedniego (redukcja 7 przetacznikow do 3!).

Positkujac si¢ siatkami Karnaugha mozemy dokona¢ przeksztatcenia funkcji F kofunkcji F”:
- najpierw rozbijamy element ab ,

- nastepnie dublujemy element abE ,
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- 1 w koncu sklejamy je wszystkie do postaci F”.

F =ab+bc+abc = ab(c +c) +bc + abe = abe + abe + be + abe + abe = ab(c +¢) + be + be(a +a) = (*)

4
z rozpisania 1-ki zdublowalismy
(*)=ab+bc+bc=ab+(b+b)c=ab+c=F"
Rozpatrzmy z kolei zadanie 2
Mamy zoptymalizowa¢ uktad:
@)
d
I
C b Zauwaz, ze:
- zniknety znaki + i— (gdzie ktory jest nie jest tu istotne)
- nie ma ,,klapek” przelacznikow, a nazwy przelacznikow
| | wpisujemy w dziure danego przetgcznika (optymalizuje i
" ! ! to rysunek i ulatwia wykonanie go)
a a a b
b ¢
| I

o |

Z tego schematu spisujemy funkcj¢ F, a nastgpnie (poprzez wymnazanie) przeksztalcamy ja do sumy iloczynow,
ktora to posta¢ umozliwi nam naniesienie jej na siatke¢ Karnaugha.

F =d(c(a+ab)+b(ac +b)) =d(ac+ abc+ abc +b) = acd + abed + abed + bd = (*¥)

\ J
Y

w oparciu o siatke wiemy, ze najlepiej tak je potaczy¢
(wtedy podtuzny poziomy owal wchtonie 2 mate okregi)

C

*)= acd + I;E(ac +ac+ )= acd +bd - jest to optymalna forma beznawiasowa (5 przetacznikow).
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Ma ona naste¢pujgca realizacje: Wyciagnigcie w F za nawias 2 danam F = (ac + I;)E oraz schemat:

O O

w ktorym mamy jedynie 4 przetaczniki,
|7—| wobec 5 z notacji beznawiasowej

19 z poczatkowego schematu.

Ponadto przygladajac si¢ tym dwom
| | schematom, widzimy ze prawy mozna
otrzymac z lewego poprzez wyciagnigcie

c d c powtarzajacego sie d (robilismy juz tak
zresztg na poczatku tego paragrafu,
omawiajac w p.3) ,,zmiksowany” schemat
rownoleglo-szeregowy

!

a
o_| o_|

Zadanie 3

a) Udowodnij formalnie, ze funkcja dana na ponizszej lewej siatce jest rowna z funkcjg przedstawiong na
prawej siatce.

b) Dokonaj réwniez optymalizacji tej funkcji.

a a

o] |C O

C C

Ad a)
Gdybysmy nie musieli robi¢ tego formalnie, to wystarczylby ,,rzut oka”, by zobaczy¢, ze na obydwu tych siatkach
zaznaczone sg te same pola, co konczyto by juz rozwigzanie zadania.

Postawione zadanie sprowadza si¢ do wykazania, ze ac +ab +bc+bc+abc =a+bc+ abc.

Patrzac na siatke (lewg) widzimy, ze musimy rozbi¢ element bc , a nastepnie polgczy¢ wszystkie elementy z
zakresu a (otrzymujac z nich cate a).

grupujemy elementy z @ i wyciggamy a przed nawias

_ . _ R . .
L=ac+ab+bc+bc+abc=ac+ab+bc+bca+bca+abc=a(c+b+bc+bc)+bc+abc=(*)
J sl S~
=bc-1=bc(a+a) =b(c+c)=b-1=>
(*)=a(c+b+b)+bc+abc=a+bc+abc =P
—
=1
-
=1
Adb)
a a
b b >
>J| o < 4 0
C C
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Przypatrzmy si¢ jeszcze raz powyzszym siatkom. Widzimy, ze uktad zoptymalizowany (jak na ponizszej siatce)

bg?jc

mozna otrzymac z lewej siatki, taczac jej niezacieniowane elementy w koto a :

L=ac+ab+bc+bc+ab= a(E+b +I;) +bc+bc=a+bc+bc - forma zoptymalizowana
Lo VT
=1
te elementy taczymy w a ——
=1
Gdybysmy z kolei chcieli otrzyma¢ owa forme zoptymalizowang z prawej siatki, to wowczas musielibySmy
podzieli¢ kolo @ na obszary jak na prawym rysunku, zdublowaé jego lewy dolny rog (element abc ),potaczyé go

z elementem abc oraz polaczyé ze sobg wszystkie elementy z pola @ w kolo a (byta by to wiec bardziej
skomplikowana procedura).

Zadanie 4
Dana jest funkcja F' = ab(cd +cd)+ abc+ a(bed + abed) . Dokonaj jej optymalizacji (do postaci
beznawiasowej i nawiasowe;j).

Zadanie to sprobuj wykona¢ sam (zaznajomites si¢ juz z kilkoma przyktadami), przy czym musisz rozpoczaé je od
»,Wymnozenia nawiasow”’, by moc na siatke nanosi¢ kota i owale.

Zadanie 5
Zapisz funkcj¢ podang ponizszg tabela i dokonaj jej optymalizacji (zarowno do postaci nawiasowej, jak i
beznawiasowe;).

LP warto$ci zmiennych warto$¢
X Y z funkcji F
1 0 0 0 0
2 0 0 1 1
3 0 1 0 0
4 0 1 1 1
5 1 0 0 1
6 1 0 1 0
7 1 1 0 1
8 1 1 1 1

W tabeli tej zmienne reprezentuje poszczegolne typy przetacznikow. Stan przetacznika (wlaczony — wytgczony)
jest oddawany warto$cig danej zmiennej (odpowiednio: 11 0). Z kolei warto$¢ funkcji F' na danym zestawie
wartosci zmiennych wskazuje czy na odpowiadajacym im ustawieniu przetacznikoéw prad ptynie (wartos¢ F = 1),
czy nie (warto$¢ F' = 0).

Tak wigc na przyktad tabela ta podaje:
1.  wwierszu 1 — ze przy wszystkich przetacznikach wytaczonych prad nie ptynie (warto$¢ F = 0),
2. wwierszu 2 — ze przy wylaczonych przetacznikach x iy, a zataczonym z, prad ptynie (wartosé¢ F = 1).

W ukiadzie elektrycznym prad wiec plynie, gdy warto$¢ funkcji £/ = 1. Definiujemy wigc funkcje¢ F jako sume
zestawOw przy ktorych funkcja F osiaga warto$¢ 1: F'=xyz+xyz+xyz+xyz+xyz.

Nastepnie uktady te umieszczamy na siatce Karnaugha dla 3 zmiennych (jednak oznaczajac je nie a, b i ¢, lecz x, y
iz).
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Optymalizujgc 2 dolne elementy taczymy z lezacymi bezposrednio nad nimi (jak to zaznaczono taczacymi je
odcinkami), a srodkowy element z gornej linii mozna potaczy¢ ze zdublowanym jego sgsiadem lezacym po lewej
lub po prawe;j stronie (optymalizacja nie jest wige tu jednoznaczna, dla przyktadu decydujemy si¢ na potaczenie z
lewym sgsiadem, jak to zaznaczono przerywanym odcinkiem).

W ten sposob otrzymujemy: F' = xz +xz+ xy = x(z+ y)+ Xz (po ostatnim znaku rownosci — w formie
nawiasowe;j).
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DZIALY W PRZYGOTOWANIU:

16. Elementy lingwistyki matematycznej i teorii
automatow

Lingwistyka matematyczna, to dzial matematyki zajmujacy si¢ ...

17. Elementy mereologii

1. Zbiory dystrybutywne a kolektywne. Relacja bycia czgsciag
2. Mocna i staba zasada uzupetniania

3. Fuzja mereologiczna

4. Fuzja a kres gorny

5. Struktury mereologiczne

6. Suma, iloczyn 1 dopetienie mereologiczne

7. Mereologie atomowe 1 nieatomowe

8. Struktury mereologiczne a algebry Boole'a

9. Filtry w strukturach mereologicznych

10. Twierdzenie Stone'a
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