Matematyka Dyskretna

Cwiczenia

1. Elementy logiki

Zadanie 1.1. Sprawdz bez uzycia metody zero-jedynkowej czy podane schematy sa
tautologiami:

a) ~(p=>r)v~q)V(p=>~@Ar~1r)
b) =>q¢) e ((pArq) ©p)

c) pv(~m)=>@=>((~pVvr)Aq))
d @A@=>q9)=>q

e) (v =>@vr)=(~pVq

Zadanie 1.2. Dla kazdego z ponizszych twierdzen: napisz twierdzenie rOwnowazne, wypisz
warunek konieczny i wystarczajacy oraz napisz twierdzenie odwrotne i stwierdz czy jest
prawdziwe:

a) 4|lx = 2|x
b) jezeli funkcja jest rozniczkowalna w punkcie, to jest ciagta w tym punkcie
) x24+y2=0=(x=0Ay=0)

2. Dzialania na zbiorach
Zadanie 2.1. Udowodnij:

a) (AUB)\C = (A\C) U (B\0)

b) A\(B\C) = (A\B)U (AN ()

c) (AAB)UC=((AUC)\B)U(BNC)
d) A\(BUC) = (A\B)\C

e) AU(B\C)=((AUB)\C)U(ANnC)
f) A\(B\(C\D)) = (A\B) U (AN C)\D)
9) (A\B)U(B\A) = (AUB)\(BNA)

Zadanie 2.2. Wypisz wszystkie elementy zbioru:

a) A={(xy,2) €{0,1,2} x{0,1,2} x{0,1,2}: |x —y| = 1 A z = max{x, y}}
b) B ={(a,b) EN%|a—1| <3 Ab=min{2,a}}
C) C ={(x1,%x2,%3,%) E{—1,0, 1} |x; —x3| < 1,|x; + 4| <4 |x,— 2| >0,x, <

X1}



3. Rekurencje

Zadanie 3.1. Wyznacz wzor jawny na n-ty wyraz ciggu:

a, = 2
b) { _n-
an = o an-1
{ a1 = _2
c
) a, = (_3)2n+2 . \/E S Qg

a1=2
d) {a _ n+1
n

= —"0dy_
n—1 n—1

a, = 1
€) {an =ap-1+ :

(n-1)(n+1)

Zadanie 3.2. Wyznacz wzor jawny na n-ty wyraz ciggu:

a, =2
a) a, =5
ap =—2"ay_1+8-a,_,
a, =1
b) 1 a, =8
ap,=4-a,_1—4-a,_,
a, =2
c) { a=-1

Zadanie 3.3.Wyznacz wzor jawny na n-ty wyraz ciggu:

ao = _1
a, = 3
a) a, = -2
anp=—0ay,_1+17-a,_,—15-a,_3
a1 = 1
az == _2
b) a3 == 2
ap=—-6'a,.1—12-a,_,—8-a,_3
a, =2
a, =1
©) a; =—2

An =7 Ay —6"ay_3



4. Dowody indukcyjne

Zadanie 4.1. Udowodnij z zasady indukcji matematycznej poprawno$¢ wyznaczonych

wzoréw jawnych z zadania 3.1.

Zadanie 4.2. Udowodnij z zasady indukcji matematycznej, ze dlan € N:

a) Zr‘l— i2 = n(n+1)6(2n+1)

b) M 1(61 2)=n(Bn+1)
c) Zl 1l(l+1) nil
d X, =k )?

Zadanie 4.3. Udowodnij z zasady indukcji matematycznej, ze dla n € N:

a) 7|(8"—-1)
b) 10|(n®> —n)
¢) 16/(5" — 4n — 1)

Zadanie 4.4. Udowodnij, ze 2344*° — 234420 jest wielokrotnoscig liczby 7.
Zadanie 4.5. Udowodnij z zasady indukcji matematycznej:

a) 2" 1<nldlaneN
b) 2" >n? +ndlan > 4

c) X 1\f>\/_dlan>2
d Yr 1{_ <2yn—-1dlaneN
e) lezsz——dlaneN

5. Teoria grafow

Grafy, macierze sqsiedztwa, drogi i cykle Eulera

Zadanie 5.1. Niech dany bedzie graf G: V(G) = {vy, v,, V3, vy, Vs, V6, 7}, E(G) = {{vy, 13},

{171, VZ}, {vlf 'Ug}, {Vl, 171}, {UZ’ V3}, {U3, US}’ {U3, U4_}, {US' v6}' {U4, v6}' {174, Us}, {Us, v6}' {US' US}}'

Narysuj ten graf. Wypisz:

a) petle,

b) trzy drogi,

C) trzy cykle o dtugosci 2,

d) po jednym cyklu o dtugosci 4, 51 8,

e) po jednej drodze prostej o dtugosci 3, 4 i 6,
f) po jednym cyklu prostym o dtugosci 2,519,



g) stopnie wierzchotkow oraz liczby D(G).

Zadanie 5.2. Niech dany bedzie graf G, w ktorym: D, (G) = 4, D;(G) = 2, D,(G) = 4,
Ds(G) = 2, Dg(G) = 4. Ile krawedzi ma ten graf?

Zadanie 5.3. Podaj ile jest drog o dtugosci 3 z wierzchotka t do s oraz z x do z ponizszego
digrafu:

Zadanie 5.4. Ktore z grafow maja cykle Eulera, a ktore nie maja i dlaczego? Podaj
przyktadowy cykl Eulera dla grafow, ktore je posiadaja.
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dla grafow, ktore ja posiadaja.

Zadanie 5.5. Ktore z grafow maja drogi Eulera, a ktore nie majg i dlaczego? Podaj takg droge

Zadanie 5.6. Czy mozna tak przej$¢ dany dom aby przez kazde drzwi przej$¢ doktadnie raz?
Odpowiedz uzasadnij. Jak zmieni si¢ odpowiedz, jesli drzwi migdzy dwoma duzymi pokojami
bedg zamknigte?
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Drzewa, grafy dwudzielne, drogi i cykle Hamiltona

Zadanie 5.7. Narysuj wszystkie drzewa majace 7 wierzchotkéw z doktadnoscia do
izomorfizmu. Ktore z nich sg drzewami binarnymi? Ktére z nich sg drzewami regularnymi?

Zadanie 5.8. Narysuj wszystkie drzewa regularne o maksymalnie dziewigciu wierzchotkach
z doktadnos$cig do izomorfizmu.

Zadanie 5.9. Ile drzew spinajgcych ma graf K,? Narysuj je wszystkie.

Zadanie 5.10. Pewne drzewo ma 102 wierzcholki stopnia 4, 14 wierzchotkow stopnia 3
i 45 wierzchotkow stopnia 2. Jesli pozostate wierzchotki to liscie, to ile wierzchotkow jest
w tym grafie?

Zadanie 5.11. Narysuj graf 0 6 wierzchotkach, ktory nie jest dwudzielny.

Zadanie 5.12. Narysuj dwa grafy dwudzielne: jeden, ktory nie jest pelny i drugi, ktory jest
petny:
a) 0 6 wierzchotkach, ktore nie maja drogi Hamiltona,

b) o0 7 wierzchotkach, ktore maja droge Hamiltona, ale nie maja cyklu Hamiltona,
C) 0 6 wierzchotkach, ktore maja cykl Hamiltona.

W podpunktach b) i ¢) wyznacz odpowiednio jedng droge 1 jeden cykl Hamiltona.



6. Kombinatoryka
Zadanie 6.1. lle jest liczb trzycyfrowych podzielnych przez 8 lub 12?
Zadanie 6.2. lle jest liczb czterocyfrowych podzielnych przez 3 lub 11 lub 12?

Zadanie 6.3. Niech: A={x e N: [x —4| <5}, B={y € Z: 4 < x* + (y — 2)% < 26},
C ={(a,b) € {—2,-1,1,2} x {—2,—1,1}: a? = b?}. Oblicz liczbe elementdéw zbioru
AXBXC.

Zadanie 6.4. Na ile sposobow mozna sze$¢ z dziesigciu 0s6b wpisa¢ na numerowang liste?
Na ile sposobéw mozna ich wszystkich wpisa¢ na numerowang liste?

Zadanie 6.5. Ile zostanie rozegranych meczoéw w turnieju szachowym dziesieciu zawodnikow
gdzie kazdy gra z kazdym doktadnie jeden raz?

Zadanie 6.6. Ile symboli mozna zakodowac w alfabecie {I1,Ll, ®,*} uzywajac co najwyzej
6 znakow tego alfabetu?

Zadanie 6.7. Na ile sposobow mozna pomalowa¢ czterema kolorami 6 nierozrdznialnych
przedmiotow?

Zadanie 6.8. Ile jest dziewigciocyfrowych numerdéw rozpoczynajacych si¢ od "609"
zawierajacych dokladnie raz sekwencje "609"?

Zadanie 6.9. Ile jest pigciocyfrowych liczb parzystych, ktore maja doktadnie dwie cyfry
parzyste?

Zadanie 6.10. Ile jest sze$ciocyfrowych liczb nieparzystych o roznych cyfrach, ktore maja
doktadnie trzy cyfry parzyste?

Zadanie 6.11. Na ile sposoboéw moze wysigs¢ z windy 5 osob, ktore wsiadly na parterze
w dziewigciopigtrowym bloku?

Zadanie 6.12. lle zespotow liczy liga jezeli w sezonie letnim rozegrano 120 meczow (kazdy
grat z kazdym doktadnie jeden raz)?

Zadanie 6.13. Na ile sposobéw mozna ustawic litery a, b, c, d, e, f w takiej kolejno$ci by:

a) litery a i b sagsiadowaly ze sobg?
b) litery a i b nie sgsiadowaty ze sobg?
c) litery a i b sasiadowaly ze soba, ale litery a i ¢ nie?

Zadanie 6.14. Ile jest mozliwych skreslen szesciu liczb w Lotto?
Zadanie 6.15. Ile jest rezultatow rzutu:

a) trzema nierozro6znialnymi kostkami?



b) trzema rozr6znialnymi kostkami?

Zadanie 6.16. Pewna grupa studencka sktada si¢ z 10 mezczyzn i 6 kobiet. Na ile sposobow
mozna ich wpisa¢ na numerowang liste tak aby lista zawierata:

a) trzech mezczyzn i cztery kobiety?
b) cztery kobiety lub siedmiu m¢zczyzn?
C) trzy kobiety i dwoch mezczyzn lub dwie kobiety i trzech m¢zczyzn?

Zadanie 6.17. Znajdz liczbe uktadow kart w pokerze nastepujacych rodzajow:

a) poker (strit w kolorze),

b) kareta (cztery karty o tej samej wartosci),

c) kolor (pig¢ kart w tym samym kolorze, ale nie poker),

d) trojka (doktadnie trzy karty o tej samej wartosci, reszta kart o innych warto$ciach),
e) para (doktadnie dwie karty o tej samej wartosci, reszta kart o innych wartos$ciach).

7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa
Prawdopodobienstwo, prawdopodobienstwo warunkowe, niezaleznosc¢ zdarzen

Zadanie 7.1. W pudetku znajduja si¢ 3 kule biate i 8 kul czarnych. Losowo wyciggamy
2 kule bez zwracania (ze zwracaniem). Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) obie kule sa biate,
b) obie sg czarne,
c) kule sg roznych kolorow.

Zadanie 7.2. Ze zbioru {1,2,5,6,7,9} losujemy 3 rozne cyfry i tworzymy z nich liczbe. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze wylosujemy liczbe nieparzysta.

Zadanie 7.3. Pewien program losuje 1000000 razy liczbe catkowita z przedziatu
[1,1000000]. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wylosuje co najmniej raz cyfre 1.

Zadanie 7.4. Rzucamy symetryczng kostka az do otrzymania szostki. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze rzucimy:

a) co najmniej 3 razy,
b) parzysta liczbe razy.

Zadanie 7.5. Rzucamy dwiema symetrycznymi kostkami, bialg i szara. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze liczba oczek na szarej kostce jest = 5 pod warunkiem, ze:

a) suma wartosci na obu kostkach jest rowna 9.
b) iloczyn wartosci na obu kostkach jest = 20.

Zadanie 7.6. Rzucamy trzema symetrycznymi kostkami. Oblicz prawdopodobienstwo, ze na
zadnej kostce nie wypadta szdstka, jesli na kazdej kostce wypadta inna liczba oczek.



Zadanie 7.7. Rzucamy 4 razy symetryczng monetg. Niech A 0znacza zdarzenie:
"W pierwszych dwoch rzutach doktadnie raz wypadt orzet”, B oznacza: "w czterech rzutach
orzel wypadt doktadnie dwa razy". Czy zdarzenia A i B sg niezalezne? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 7.8. Zdarzenia A i B sg niezalezne oraz P(B\A) = 0,36 i P(A\B) = 0,16. Oblicz:
P(4), P(B), P(A|B), P(AU B), P(A’' UB).

Prawdopodobienstwo catkowite, wzor Bayesa, zmienna losowa

Zadanie 7.9. W pierwszej urnie sg 3 kule biate i 2 czarne, a w drugiej urnie sg 4 czarne

i 1 biata. Rzucamy kostka. Jezeli wypadnie mniej niz 5 oczek, to losujemy kule z pierwszej
urny, jezeli wypadnie 5 lub 6 oczek, to losujemy kule z drugiej urny. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej. Oblicz prawdopodobienstwo, ze na kostce
wypadio mniej niz 5 oczek, jesli wiadomo, ze wylosowalismy kule czarng.

Zadanie 7.10. W komodach A, B i C sg po dwie szuflady. W kazdej szufladzie jest jedna
moneta, przy czym w komodzie A sa monety ztote, w komodzie C sag monety srebrne,

aw komodzie B jest jedna moneta srebrna i jedna moneta ztota. Wylosowano komode,
nastepnie szufladg i znaleziono tam monetg ztotg. Oblicz prawdopodobienstwo, ze w drugiej
szufladzie jest moneta zlota.

Zadanie 7.11. W urnie sg 3 kule biate i 2 kule czarne. Wyciagnigto jedng kule z urny
I wyrzucono bez ogladania, a potem wyciaggnieto nastepng. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
za drugim razem wyciagnigto kulg biatg.

Zadanie 7.12. W miescie dziataja dwa przedsigbiorstwa taksowkowe: Zielone Taxi

(85% samochodow) i Niebieskie Taxi (15% samochodow). Swiadek nocnego wypadku
zakonczonego ucieczkg kierowcy twierdzi, ze to byta niebieska taksowka. Eksperymenty
wykazaty, ze $wiadek rozpoznaje kolor poprawnie w 80% przypadkow, a myli si¢

W 20% przypadkoéw. Oblicz prawdopodobienstwo, ze w wypadku rzeczywiscie Uczestniczyta
niebieska taksowka.

Zadanie 7.13. Rzucono dwiema symetrycznymi szesciennymi kostkami. Rozwazmy
nastepujace zmienne losowe: D(k, 1) = |k — l| oraz M(k, 1) = max{k, l}.

a) Znajdz zbiory warto$ci zmiennych D i M.

b) Podaj rozktady prawdopodobienstwa zmiennych D i M.

c) ObliczP(D <1),P(M >2),P(ID—-2|<1),P(IM=3|=2),P(D<1,M > 6),
P(D=0,M=1).

d) Czyzmienne losowe D i M sg niezalezne?

Zadanie 7.14. Gracz wyciaga 2 karty sposrod 52. Jesli wyciagnie dwa asy, wygrywa 1000
zt, jesli wyciagnie tylko jednego asa wygrywa 10 zt. Przy kazdym innym uktadzie nic nie
wygrywa. Znajdz rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej Z oznaczajacej zysk gracza,
jesli gracz za udziat w grze ptaci 5 zt.



Zadanie 7.15. Uzupelnij ponizszg tabele i stwierdz czy zmienne losowe X i Y sg niezalezne:

X _
Y(Q) : ; 7 P(Y =1)
—1 0,08 0,4
1 0,42 0,12
P(X = k) 0,1

Dystrybuanta, wartos¢ oczekiwana, odchylenie standardowe

Zadanie 7.16. W urnie znajduje si¢ 5 kul biatych i 2 kule niebieskie. Wybieramy losowo
3 kule bez zwracania. Znajdz rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X, ktora
oznacza liczb¢ wylosowanych kul biatych. Zdefiniuj dystrybuante i narysuj jej wykres.

Zadanie 7.17. Niech X oznacza liczbe rzutow z zadania 6.4. Znajdz rozktad
prawdopodobienstwa zmiennej losowej X oraz zdefiniuj jej dystrybuantg. Oblicz P(X < 50),
P(X < 60), P(X > 100), P(X = 100), P(200 < X < 300), P(100 < X < 250).

Zadanie 7.18. Niech X bedzie pewna zmienng losowa o wartosciach naturalnych. Ustal
101

7 N € N. Podaj przyktad takiej zmiennej losowe;.

warto$¢ m, dla ktorej P(X = n) =

Zadanie 7.19. Pewna gra polega na pigciokrotnym rzucie monetg. Jesli gracz wyrzuci 5 razy
orla lub reszke wygrywa 10 zl, jesli wyrzuci na przemian orla i reszke wygrywa 6 zt. Oblicz
optate jakga powinien pobiera¢ prowadzacy gre aby interes byt dla niego optacalny.

Zadanie 7.20. Znajdz wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe zmiennych losowych
D i M z zadania 6.13.

Zadanie 7.21. Dystrybuanta zmiennej losowej X ma postac:

(0dlak € (—o0,—1)
0,15dla k € [-1,3)
0,25dla k € [3,7)
0,4dlak € [7,10)
0,85dla k € [10,15)

\ 1dlak € [15,00)

Fx(k) = <

Wyznacz rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X. Oblicz E (X) oraz D(X).

Rozktady dyskretne (dwumianowy, geometryczny i Poissona)
Zadanie 7.22. Oblicz $rednig liczbe kroli przy losowaniu ze zwracaniem 5 kart z talii 52 Kkart.

Zadanie 7.23. Rzucamy symetryczng szescienng kostka az do momentu wyrzucenia czterech
oczek. Oblicz $rednig liczbe rzutow.
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Zadanie 7.24. Student opanowat 60% materiatu. Oblicz prawdopodobienstwo, ze zda on
egzamin, jesli dostaje 5 pytan i aby zda¢, musi na co najmniej 4 odpowiedzie¢ poprawnie.

Zadanie 7.25. Pewne urzadzenie produkuje czesci do drukarki. Prawdopodobienstwo awarii
urzadzenia w przeciggu jednej doby wynosi 0,04. Oblicz prawdopodobienstwo, ze urzadzenie
bedzie pracowato bezawaryjnie co najmniej dwa tygodnie. Oblicz $rednig liczbe dni jakg
przepracuje bezawaryjnie urzadzenie. Oblicz odchylenie standardowe tej liczby dni.

Zadanie 7.26. Prawdopodobienstwo wyprodukowania wadliwej pary obuwia przez zaktad X
wynosi 0,06. Oblicz prawdopodobienstwo, ze klient, ktory zakupit hurtowo 20 par butow
produkowanych przez firme X, bedzie reklamowat doktadnie 2 pary butow.

Zadanie 6.27. Program losuje liczbg catkowita z przedziatu [1,100] do momentu az wylosuje
cyfre 100. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wylosowany ciag liczb bedzie miat dtugosé¢
Mniejszg niz 5.

Zadanie 7.28. Podrecznik wydano w naktadzie 5000 egzemplarzy. Prawdopodobienstwo
wadliwego oprawienia podrgcznika jest rowne 0,001. Oblicz prawdopodobienstwo, ze w tym
naktadzie pojawig si¢ co najmniej 3 wadliwie oprawione podrgczniki.

Zadanie 6.29. Ile srednio rodzynkow zawiera ciasto jesli z prawdopodobienstwem 0,99
ciasto zawiera co najmniej 1 rodzynek? Wiadomo, ze prawdopodobienstwo p znalezienia si¢
kazdego z n = 1000 rodzynkéw w ciescie jest mniejsze niz 0,01 i np € (1,10).

8. Powtorzenie

Zadanie 8.1. Sprawdz bez uzycia metody zero-jedynkowej czy schemat jest tautologia:
(@=nAp)vp=~n)

Zadanie 8.2. Udowodnij, ze (A U B)\A = B\(4 N B).

Zadanie 8.3. Narysuj 6 drzew binarnych o 8 wierzchotkach z doktadnos$cig do izomorfizmu.

Zadanie 8.4. Znajdz wzor jawny na n-ty wyraz ciggu:

ag = 0
a, = -1
ap = —Ap-1+ 6" ap_

Zadanie 8.5. Udowodnij z zasady indukcji matematycznej:

4n+1_1
. dlan e N

Yi=o 4! =
Zadanie 8.6. Udowodnij z zasady indukcji matematycznej:

n!>5"2dlan>6n€N
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Zadanie 8.7. Na ile sposobow mozna rozmiesci¢ 7 kul w trzech urnach, tak aby w kazdej
urnie byly co najmniej po 2 kule?

Zadanie 8.8. Komputer losuje 6 cyfr. Oblicz prawdopodobienstwo, ze utworzony w ten
sposOb numer bedzie parzysty, jesli wiadomo, ze wylosowat doktadnie trzy cyfry 1 pod rzad.

Zadanie 8.9. X~B(14, %). Oblicz E(X) oraz E(X?).

9. Zadania dodatkowe

Zadanie 9.1. Na ile sposobow mozna wylosowa¢ dwie pary w pokerze (52 karty)?

Zadanie 9.2. Na ile sposobow moze 7 0s6b wysigs$¢ z autobusu na dziesi¢ciu przystankach?
Zadanie 9.3. Na ile sposobow mozna pomalowa¢ 8 przedmiotow siedmioma kolorami, jesli:

a) przedmioty sg rozr6znialne?
b) przedmioty nie sg rozroznialne?

Zadanie 9.4. Wadliwo$¢ w firmie A produkujacej pewien wyrob wynosi 0,08, a w firmie B
produkujacej taki sam wyrdb wynosi 0,1. W magazynie 40% wyrobow jest z firmy A, reszta
z firmy B. Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany wyréb jest dobry.

Zadanie 9.5. Pewna druzyna futbolowa rozgrywa 70% meczow po potudniu, a 30% pdznym
wieczorem. Wiadomo ponadto, ze wygrywa 50% meczoé6w popotudniowych i 90%
wieczornych. Druzyna wygrata mecz. Oblicz prawdopodobienstwo, ze byt to mecz grany
poznym wieczorem.

Zadanie 9.6. Z talii 52 kart wybrano losowo 5 kart. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wsrod
wybranych kart beda:

a) doktadnie 3 asy,
b) co najwyzej 2 asy,
c) doktadnie 2 asy i doktadnie 2 krole.

Zadanie 9.7. Rzucamy jednoczesnie dwoma symetrycznymi monetami, az do otrzymania
doktadnie dwoch reszek. Oblicz prawdopodobienstwo, ze rzucimy co najmniej 4 razy. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze zakonczymy rzuty rzutem nieparzystym.

Zadanie 9.8. Niech P(An B) = 0,08, P(A") = 0,6, P(B\A) = 0,1. Czy zdarzenia A i B sg
niezalezne?

Zadanie 9.9. Rzucono dwiema symetrycznymi sze$ciennymi kostkami. Rozwazmy
nastepujaca zmienng losowa: M (k, 1) = min{k, [}.

a) Znajdz zbior warto$ci zmiennej losowej M.
b) Podaj rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej M.
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c) Zdefiniuj i narysuj dystrybuante zmiennej losowej M.
d) ObliczP(M = 3), P(IM — 4| < 2).

Zadanie 9.10. Oblicz wartos¢ oczekiwang i odchylenie standardowe zmiennej losowej M
z zadania 9.9.

Zadanie 9.11. lle trzeba losowac kart z talii 52 (ze zwracaniem), aby oczekiwana liczba kroli

wynosita 27

Zadanie 9.12. Niech dany bedzie graf G: V(G) = {u,v,w,y,x, z}, E(G) = {{u, w}, {w,w},

fw,x}, {x, v}, {y, ¥}, {y, v}, {v, x}, {x, v}}. Czy graf ten ma cykl Eulera? Czy graf ten ma droge

Eulera? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 9.13. Wylosowano pieciocyfrowy numer. Oblicz prawdopodobienstwo, ze zawiera

on doktadnie dwie cyfry 2, jesli wiadomo, ze na przedostatniej pozycji znajduje si¢ cyfra 1.

Zadanie 9.14. Ktéra zmienna losowa ma mniejsze odchylenie standardowe jesli
P(X=1)=025PX=2)=02,PX=4)=04,PX=-1)=015PM=0) =
0,25, P(M =2) =0,25,P(M =3) =0,35, P(M = -2) = 0,15.

Zadanie 9.15. Gra polega na trzykrotnym rzucie symetryczng kostkg. Jesli gracz wyrzuci
3 razy szostke wygrywa 100 zt wraz ze stawka, jesli doktadnie 2 razy wyrzuci szostke to
wygrywa 10 zt wraz ze stawka. W przeciwnym wypadku przegrywa stawke. Oblicz
wysokos$¢ stawki, aby gra byta sprawiedliwa.

Zadanie 9.16. Losujemy 4 karty z talii 52 kart (bez zwracania). Niech zmienna losowa X
oznacza liczbg wylosowanych asow. Oblicz E (X) oraz D (X).

Zadanie 9.17. Losujemy 4 karty z talii 52 kart (ze zwracaniem). Niech zmienna losowa X
oznacza liczbg wylosowanych aséw. Oblicz E(X) oraz D (X).

Zadanie 9.18. Dystrybuanta zmiennej losowej dyskretnej X ma postac:
( Odlak < -1

1

3 dla-1<k<1

2
Fx(k)={ zdlal<k<2

2
gdeZSk<4
\  1ldlak >4

Znajdz rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X, oblicz warto$¢ oczekiwang oraz
odchylenie standardowe.

Zadanie 9.19. X~B(10,). Oblicz P(|X — 3] < 1).

Zadanie 9.20. Zbuduj graf majacy zbior wierzchotkow {0,1} x {0,1} x {0,1}, w ktorym
wierzchotki v i W sg potgczone krawedzig, jesli ciggi v i w rdznig si¢ na doktadnie jednej
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wspotrzednej. Czy ten graf ma cykl Eulera? Czy ten graf ma droge Eulera? Odpowiedz
uzasadnij.

Zadanie 9.21. Rzucamy monetg tak dtugo, az upadnie 2 razy z rzedu na t¢ samg strong.
Znalez¢ prawdopodobienstwo nastepujacych zdarzen:

a) doswiadczenie zakonczy si¢ nie pézniej niz przy szostym rzucie,
b) potrzebna bedzie parzysta liczba rzutow.

Zadanie 9.22. Na kartce egzaminacyjnej jest 5 pytan z trzema mozliwymi odpowiedziami.
Nalezy wybrac jedna poprawna odpowiedz na kazde pytanie. Oblicz prawdopodobienstwo
otrzymania doktadnie 4 poprawnych odpowiedzi, jezeli egzaminowany odpowiedzi zgaduje.

Zadanie 9.23. Na strzelnicy jest 5 karabinéw. Prawdopodobienstwa trafienia nimi do celu sg
odpowiednio rowne: 50%, 60%, 70%, 80%, 90%. Oblicz prawdopodobienstwo trafienia do
celu przy jednym strzale, jezeli strzelec losowo wybiera karabin.

Zadanie 9.24. Wiadomo, ze z trzech niezaleznie pracujacych elementéw urzadzenia, dwa
zawiodly. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze zawiodly element pierwszy i drugi, jesli
prawdopodobienstwa awarii pierwszego, drugiego i trzeciego elementu sg odpowiednio
rowne: 20%, 40%, 30%.

Zadanie 9.25. Gracz dostat 13 kart z 52, obejrzat 8 z nich i stwierdzit, Ze nie ma asa. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze w ogdle nie ma asa.

Zadanie 9.26. Gra polega na zarzucaniu krazkéw na kotek. Gracz otrzymuje 6 krazkow

I rzuca je az do pierwszego celnego rzutu. Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze po zarzuceniu
krazka na kotek zostanie graczowi co najmniej jeden krazek, jezeli prawdopodobienstwo
trafienia na kotek przy kazdym rzucie jest rowne 0,1.

Zadanie 9.27. Narysuj wszystkie drzewa regularne o jedenastu wierzchotkach z doktadnoscia
do izomorfizmu.

Zadanie 9.28. Narysuj wszystkie drzewa binarne nieregularne o siedmiu wierzchotkach
z doktadnoscia do izomorfizmu.

Zadanie 9.29. Udowodnij:

a) (A\B)N (C\D) =(ANnCO\(BUD)
b) (A\C) U (C\B) = ((AU O\(B\A)\(B N ()

Zadanie 9.30. lle jest liczb naturalnych osmiocyfrowych, ktorych suma cyfr jest rowna 4?

Zadanie 9.31. Ile jest liczb dziewigciocyfrowych, w ktorych suma kazdych trzech kolejnych
cyfr jest rowna 10?

Zadanie 9.32. Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ 6 kul w pigciu szufladach tak, aby w
kazdej szufladzie byta przynajmniej jedna kula?
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Zadanie 9.33. lle jest permutacji zbioru {a, 4, b, B, c,C,d, D, e, E} takich, w ktérych mata
litera stoi przed wielka literg (niekoniecznie obok, np. (c,a, b,B, e, A,C,E,d, D))?

Zadanie 9.34. Oblicz ile jest dziewig¢ciocyfrowych liczb naturalnych parzystych, w zapisie
ktorych kazda z cyfr 5 i 3 wystepuje doktadnie 3 razy.

Zadanie 9.35. Czy jest mozliwe, aby owad poruszajacy si¢ wzdtuz krawedzi szescianu

przeszedt kazda krawedz doktadnie raz? Odpowiedz poprzyj odpowiednim rysunkiem grafu.

Zadanie 9.36. Udowodnij z zasady indukcji matematycznej:

a) Yr,(4i—-3)=n2n—-1)dlaneN
b) 6/(n®>—n)dlan €N
c) 2">2n+1dlan>2

Odpowiedzi do zadan dodatkowych

zadanie 9. () () (5) (1) (1)
Zadanie 9.2. 107

Zadanie 9.3. a) 78, b) |K8|

Zadanie 9.4. 0,908

Zadanie 9.5. =~ 0,435

) c3llc2 c2ol+|ct ek |+|c2l|c3 c?||c?||ck
Zadanie 9.6. a) 1S 1Cks] y Iehl+ledlcislvlclics] oy [e2licllck)
c2,| 2| |2, |

Zadanie 9.7. 2—7,3
64" 7
Zadanie 9.8. nie

Zadanie 9.9. a) M(Q) = {1,2,3,4,5,6}, b) P(M = 1) = i,P(M =2) = %,P(M =3) =

7 5 3 1 16 15
. 91 2555
Zadanie 9.10. E(M) = E,D(M) = 5

Zadanie 9.11. 26

Zadanie 9.12. nie ma cyklu Eulera, ani drogi Eulera (nie jest spojny)

486
10000

Zadanie 9.13.

Zadanie 9.14. M (D(M) = 1,785,D(X) = 1,786)
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Zadanie 9.15. 1,25 zt

Zadanie 9.17. E(X) = —,D(X) = |—

Zadanie 9.18. P(X = —1) = g,P(X =1) = %,P(X =2) = %,P(X =4) = é,E(X) - g

102 24

DX =7 (15)2
. 10\ (1\2 (5\8 |, 10\ /1\3 /5\7 , 10\ [1\* /5\°

Zadanie 9.19. () () (2) +(5)G) @) +(4) (@) ©)

Zadanie 9.20. Graf nie ma cyklu Eulera i nie ma drogi Eulera

Zadanie 9.21. a) % b) %

Zadanie 9.22. (Z) (§)4§

Zadanie 9.23. 0,7

Zadanie 9.24. =~ 0,298

(5)
Zadanie 9.25. 2%

(%)
Zadanie 9.26. 1 — (0,9)° - 0,1 — (0,9)® ~ 0,410
Zadanie 9.30. 120

Zadanie 9.31. 18 (z jednym zerem) + 12 (bez zera, dwie takie same) + 24 (bez zera,
wszystkie r6zne) = 54

Zadanie 9.32. 5 (wybor szuflady z dwoma kulami) - (g) (wybor dwoch kul do wybranej

szuflady) - 4! (utozenie pozostatych kul w 4 szufladach) = 1800
zadanie 9.33. (1)) (5)- (3)- () - (%) = 113400

Zadanie 9.34. 39200 (bez 3 i 5 na poczatku) + 67200 (z 3 na poczatku) + 67200 (z 5 na
poczatku) = 173600
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