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Twierdzenie o indukcji dla tezy 𝑇(𝑛), 𝑛 ∈ ℕ: 

Jeżeli: 

krok 1: 𝑇(1) jest prawdziwe; 

krok 2: dla dowolnego 𝑛0 ∈ ℕ prawdziwa jest 

implikacja: 𝑇(𝑛0) ⇒ 𝑇(𝑛0 + 1); 

to teza 𝑇(𝑛) jest prawdziwa dla 𝑛 ∈ ℕ. 
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Twierdzenie o indukcji dla tezy 𝑇(𝑛), 𝑛 ≥ 𝑘0: 

Jeżeli: 

krok 1: 𝑇(𝑘0) jest prawdziwe; 

krok 2: dla dowolnego 𝑛0 ≥ 𝑘0 prawdziwa jest 

implikacja: 𝑇(𝑛0) ⇒ 𝑇(𝑛0 + 1); 

to teza 𝑇(𝑛) jest prawdziwa dla 𝑛 ≥ 𝑘0. 
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Udowodnić indukcyjnie, że ciąg określony 

rekurencyjnie: 

{
𝑎1 = −1

𝑎𝑛 = 4 ⋅ 𝑎𝑛−1 − 3
 

ma wzór jawny: 

𝑎𝑛 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 
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{
𝑎1 = −1

𝑎𝑛 = 4 ⋅ 𝑎𝑛−1 − 3
 

𝑇(𝑛): 𝑎𝑛 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 
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{
𝑎1 = −1

𝑎𝑛 = 4 ⋅ 𝑎𝑛−1 − 3
 

𝑇(𝑛): 𝑎𝑛 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 1: 

𝑇(1): 𝑎1 = 1 − 2 ⋅ 41−1 = 1 − 2 = −1 
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{
𝑎1 = −1

𝑎𝑛 = 4 ⋅ 𝑎𝑛−1 − 3
 

𝑇(𝑛): 𝑎𝑛 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 1: 

𝑇(1): 𝑎1 = 1 − 2 ⋅ 41−1 = 1 − 2 = −1 

Krok 1 zachodzi. 
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{
𝑎1 = −1

𝑎𝑛 = 4 ⋅ 𝑎𝑛−1 − 3
 

𝑇(𝑛): 𝑎𝑛 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ  
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{
𝑎1 = −1

𝑎𝑛 = 4 ⋅ 𝑎𝑛−1 − 3
 

𝑇(𝑛): 𝑎𝑛 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 𝑎𝑛0
= 1 − 2 ⋅ 4𝑛0−1  
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{
𝑎1 = −1

𝑎𝑛 = 4 ⋅ 𝑎𝑛−1 − 3
 

𝑇(𝑛): 𝑎𝑛 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 𝑎𝑛0
= 1 − 2 ⋅ 4𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 𝑎𝑛0+1 = 1 − 2 ⋅ 4(𝑛0+1)−1 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛0  
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{
𝑎1 = −1

𝑎𝑛 = 4 ⋅ 𝑎𝑛−1 − 3
 

𝑇(𝑛): 𝑎𝑛 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 𝑎𝑛0
= 1 − 2 ⋅ 4𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 𝑎𝑛0+1 = 1 − 2 ⋅ 4(𝑛0+1)−1 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛0  

Dowód: 𝐿 = 𝑎𝑛0+1  
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{
𝑎1 = −1

𝑎𝑛 = 4 ⋅ 𝑎𝑛−1 − 3
 

𝑇(𝑛): 𝑎𝑛 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 𝑎𝑛0
= 1 − 2 ⋅ 4𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 𝑎𝑛0+1 = 1 − 2 ⋅ 4(𝑛0+1)−1 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛0  

Dowód: 𝐿 = 𝑎𝑛0+1 = 4 ⋅ 𝑎𝑛0
− 3  
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{
𝑎1 = −1

𝑎𝑛 = 4 ⋅ 𝑎𝑛−1 − 3
 

𝑇(𝑛): 𝑎𝑛 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 𝑎𝑛0
= 1 − 2 ⋅ 4𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 𝑎𝑛0+1 = 1 − 2 ⋅ 4(𝑛0+1)−1 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛0  

Dowód: 𝐿 = 𝑎𝑛0+1 = 4 ⋅ 𝑎𝑛0
− 3 = 4 ⋅ (1 − 2 ⋅ 4𝑛0−1) − 3  
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{
𝑎1 = −1

𝑎𝑛 = 4 ⋅ 𝑎𝑛−1 − 3
 

𝑇(𝑛): 𝑎𝑛 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 𝑎𝑛0
= 1 − 2 ⋅ 4𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 𝑎𝑛0+1 = 1 − 2 ⋅ 4(𝑛0+1)−1 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛0  

Dowód: 𝐿 = 𝑎𝑛0+1 = 4 ⋅ 𝑎𝑛0
− 3 = 4 ⋅ (1 − 2 ⋅ 4𝑛0−1) − 3 = 

4 − 2 ⋅ 4𝑛0 − 3 
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{
𝑎1 = −1

𝑎𝑛 = 4 ⋅ 𝑎𝑛−1 − 3
 

𝑇(𝑛): 𝑎𝑛 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 𝑎𝑛0
= 1 − 2 ⋅ 4𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 𝑎𝑛0+1 = 1 − 2 ⋅ 4(𝑛0+1)−1 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛0  

Dowód: 𝐿 = 𝑎𝑛0+1 = 4 ⋅ 𝑎𝑛0
− 3 = 4 ⋅ (1 − 2 ⋅ 4𝑛0−1) − 3 = 

4 − 2 ⋅ 4𝑛0 − 3 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛0 = 𝑃 
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{
𝑎1 = −1

𝑎𝑛 = 4 ⋅ 𝑎𝑛−1 − 3
 

𝑇(𝑛): 𝑎𝑛 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 𝑎𝑛0
= 1 − 2 ⋅ 4𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 𝑎𝑛0+1 = 1 − 2 ⋅ 4(𝑛0+1)−1 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛0  

Dowód: 𝐿 = 𝑎𝑛0+1 = 4 ⋅ 𝑎𝑛0
− 3 = 4 ⋅ (1 − 2 ⋅ 4𝑛0−1) − 3 = 

4 − 2 ⋅ 4𝑛0 − 3 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛0 = 𝑃 

Krok 2 zachodzi. 
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{
𝑎1 = −1

𝑎𝑛 = 4 ⋅ 𝑎𝑛−1 − 3
 

𝑇(𝑛): 𝑎𝑛 = 1 − 2 ⋅ 4𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Na mocy zasady indukcji matematycznej 𝑇(𝑛) zachodzi dla 

𝑛 ∈ ℕ. 
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Udowodnić indukcyjnie: 

∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)

3

𝑛−1

𝑖=1

, 𝑛 ∈ ℕ 
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𝑇(𝑛): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)

3

𝑛−1

𝑖=1

, 𝑛 ∈ ℕ 
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𝑇(𝑛): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)

3

𝑛−1

𝑖=1

, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 1: 

𝑇(1): 

𝐿 = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1)

0

𝑖=1

1−1

𝑖=1
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𝑇(𝑛): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)

3

𝑛−1

𝑖=1

, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 1: 

𝑇(1): 

𝐿 = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) = 0

0

𝑖=1

1−1

𝑖=1
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𝑇(𝑛): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)

3

𝑛−1

𝑖=1

, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 1: 

𝑇(1): 

𝐿 = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) = 0

0

𝑖=1

1−1

𝑖=1

 

𝑃 =
(1 − 1) ⋅ 1 ⋅ (1 + 1)

3
=

0 ⋅ 1 ⋅ 2

3
= 0 
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𝑇(𝑛): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)

3

𝑛−1

𝑖=1

, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 1: 

𝑇(1): 

𝐿 = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) = 0

0

𝑖=1

1−1

𝑖=1

 

𝑃 =
(1 − 1) ⋅ 1 ⋅ (1 + 1)

3
=

0 ⋅ 1 ⋅ 2

3
= 0 

𝐿 = 𝑃 
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𝑇(𝑛): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)

3

𝑛−1

𝑖=1

, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛0−1)⋅𝑛0⋅(𝑛0+1)

3

𝑛0−1
𝑖=1  
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𝑇(𝑛): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)

3

𝑛−1

𝑖=1

, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛0−1)⋅𝑛0⋅(𝑛0+1)

3

𝑛0−1
𝑖=1  

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
𝑛0⋅(𝑛0+1)⋅(𝑛0+2)

3

𝑛0
𝑖=1  
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𝑇(𝑛): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)

3

𝑛−1

𝑖=1

, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛0−1)⋅𝑛0⋅(𝑛0+1)

3

𝑛0−1
𝑖=1  

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
𝑛0⋅(𝑛0+1)⋅(𝑛0+2)

3

𝑛0
𝑖=1  

Dowód: 𝐿 = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1)𝑛0
𝑖=1  
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𝑇(𝑛): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)

3

𝑛−1

𝑖=1

, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛0−1)⋅𝑛0⋅(𝑛0+1)

3

𝑛0−1
𝑖=1  

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
𝑛0⋅(𝑛0+1)⋅(𝑛0+2)

3

𝑛0
𝑖=1  

Dowód: 𝐿 = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) +
𝑛0−1
𝑖=1

𝑛0
𝑖=1 𝑛0 ⋅

(𝑛0 + 1) 
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𝑇(𝑛): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)

3

𝑛−1

𝑖=1

, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛0−1)⋅𝑛0⋅(𝑛0+1)

3

𝑛0−1
𝑖=1  

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
𝑛0⋅(𝑛0+1)⋅(𝑛0+2)

3

𝑛0
𝑖=1  

Dowód: 𝐿 = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) +
𝑛0−1
𝑖=1

𝑛0
𝑖=1 𝑛0 ⋅

(𝑛0 + 1) =
(𝑛0−1)⋅𝑛0⋅(𝑛0+1)

3
+ 𝑛0 ⋅ (𝑛0 + 1) 
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𝑇(𝑛): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)

3

𝑛−1

𝑖=1

, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛0−1)⋅𝑛0⋅(𝑛0+1)

3

𝑛0−1
𝑖=1  

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
𝑛0⋅(𝑛0+1)⋅(𝑛0+2)

3

𝑛0
𝑖=1  

Dowód: 𝐿 = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) +
𝑛0−1
𝑖=1

𝑛0
𝑖=1 𝑛0 ⋅

(𝑛0 + 1) =
(𝑛0−1)⋅𝑛0⋅(𝑛0+1)

3
+ 𝑛0 ⋅ (𝑛0 + 1) = 𝑛0 ⋅ (𝑛0 + 1) ⋅

(
𝑛0−1

3
+ 1) 
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𝑇(𝑛): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)

3

𝑛−1

𝑖=1

, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛0−1)⋅𝑛0⋅(𝑛0+1)

3

𝑛0−1
𝑖=1  

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
𝑛0⋅(𝑛0+1)⋅(𝑛0+2)

3

𝑛0
𝑖=1  

Dowód: 𝐿 = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) +
𝑛0−1
𝑖=1

𝑛0
𝑖=1 𝑛0 ⋅

(𝑛0 + 1) =
(𝑛0−1)⋅𝑛0⋅(𝑛0+1)

3
+ 𝑛0 ⋅ (𝑛0 + 1) = 𝑛0 ⋅ (𝑛0 + 1) ⋅

(
𝑛0−1

3
+ 1) = 𝑛0 ⋅ (𝑛0 + 1) ⋅

𝑛0+2

3
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𝑇(𝑛): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)

3

𝑛−1

𝑖=1

, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛0−1)⋅𝑛0⋅(𝑛0+1)

3

𝑛0−1
𝑖=1  

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
𝑛0⋅(𝑛0+1)⋅(𝑛0+2)

3

𝑛0
𝑖=1  

Dowód: 𝐿 = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) = ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) +
𝑛0−1
𝑖=1

𝑛0
𝑖=1 𝑛0 ⋅

(𝑛0 + 1) =
(𝑛0−1)⋅𝑛0⋅(𝑛0+1)

3
+ 𝑛0 ⋅ (𝑛0 + 1) = 𝑛0 ⋅ (𝑛0 + 1) ⋅

(
𝑛0−1

3
+ 1) = 𝑛0 ⋅ (𝑛0 + 1) ⋅

𝑛0+2

3
=

𝑛0⋅(𝑛0+1)⋅(𝑛0+2)

3
= 𝑃 
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𝑇(𝑛): ∑ 𝑖 ⋅ (𝑖 + 1) =
(𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)

3

𝑛−1

𝑖=1

, 𝑛 ∈ ℕ 

Na mocy zasady indukcji matematycznej 𝑇(𝑛) zachodzi dla 

𝑛 ∈ ℕ. 
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Udowodnić indukcyjnie: 

∏ (1 −
1

𝑖2
) =

𝑛 + 1

2𝑛

𝑛

𝑖=2

, 𝑛 ≥ 2 
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𝑇(𝑛): ∏ (1 −
1

𝑖2
) =

𝑛 + 1

2𝑛

𝑛

𝑖=2

, 𝑛 ≥ 2 
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𝑇(𝑛): ∏ (1 −
1

𝑖2
) =

𝑛 + 1

2𝑛

𝑛

𝑖=2

, 𝑛 ≥ 2 

Krok 1: 

𝑇(2): 

𝐿 = ∏ (1 −
1

𝑖2)

2

𝑖=2
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𝑇(𝑛): ∏ (1 −
1

𝑖2
) =

𝑛 + 1

2𝑛

𝑛

𝑖=2

, 𝑛 ≥ 2 

Krok 1: 

𝑇(2): 

𝐿 = ∏ (1 −
1

𝑖2) = 1 −
1

22
=

3

4

2

𝑖=2
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𝑇(𝑛): ∏ (1 −
1

𝑖2
) =

𝑛 + 1

2𝑛

𝑛

𝑖=2

, 𝑛 ≥ 2 

Krok 1: 

𝑇(2): 

𝐿 = ∏ (1 −
1

𝑖2) = 1 −
1

22
=

3

4

2

𝑖=2

 

𝑃 =
2 + 1

2 ⋅ 2
=

3

4
 

𝐿 = 𝑃 
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𝑇(𝑛): ∏ (1 −
1

𝑖2
) =

𝑛 + 1

2𝑛

𝑛

𝑖=2

, 𝑛 ≥ 2 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ≥ 2 

Założenie: 𝑇(𝑛0): ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+1

2𝑛0

𝑛0
𝑖=2  

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+2

2(𝑛0+1)

𝑛0+1
𝑖=2  
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𝑇(𝑛): ∏ (1 −
1

𝑖2
) =

𝑛 + 1

2𝑛

𝑛

𝑖=2

, 𝑛 ≥ 2 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ≥ 2 

Założenie: 𝑇(𝑛0): ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+1

2𝑛0

𝑛0
𝑖=2  

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+2

2(𝑛0+1)

𝑛0+1
𝑖=2  

Dowód: 𝐿 = ∏ (1 −
1

𝑖2)
𝑛0+1
𝑖=2  
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𝑇(𝑛): ∏ (1 −
1

𝑖2
) =

𝑛 + 1

2𝑛

𝑛

𝑖=2

, 𝑛 ≥ 2 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ≥ 2 

Założenie: 𝑇(𝑛0): ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+1

2𝑛0

𝑛0
𝑖=2  

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+2

2(𝑛0+1)

𝑛0+1
𝑖=2  

Dowód: 𝐿 = ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+1
𝑖=2 ∏ (1 −

1

𝑖2)
𝑛0
𝑖=2 ⋅ (1 −

1

(𝑛0+1)2) 
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𝑇(𝑛): ∏ (1 −
1

𝑖2
) =

𝑛 + 1

2𝑛

𝑛

𝑖=2

, 𝑛 ≥ 2 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ≥ 2 

Założenie: 𝑇(𝑛0): ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+1

2𝑛0

𝑛0
𝑖=2  

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+2

2(𝑛0+1)

𝑛0+1
𝑖=2  

Dowód: 𝐿 = ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+1
𝑖=2 ∏ (1 −

1

𝑖2)
𝑛0
𝑖=2 ⋅ (1 −

1

(𝑛0+1)2) =
𝑛0+1

2𝑛0
⋅

(1 −
1

(𝑛0+1)2) 
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𝑇(𝑛): ∏ (1 −
1

𝑖2
) =

𝑛 + 1

2𝑛

𝑛

𝑖=2

, 𝑛 ≥ 2 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ≥ 2 

Założenie: 𝑇(𝑛0): ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+1

2𝑛0

𝑛0
𝑖=2  

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+2

2(𝑛0+1)

𝑛0+1
𝑖=2  

Dowód: 𝐿 = ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+1
𝑖=2 ∏ (1 −

1

𝑖2)
𝑛0
𝑖=2 ⋅ (1 −

1

(𝑛0+1)2) =
𝑛0+1

2𝑛0
⋅

(1 −
1

(𝑛0+1)2) =
𝑛0+1

2𝑛0
−

1

2𝑛0(𝑛0+1)
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𝑇(𝑛): ∏ (1 −
1

𝑖2
) =

𝑛 + 1

2𝑛

𝑛

𝑖=2

, 𝑛 ≥ 2 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ≥ 2 

Założenie: 𝑇(𝑛0): ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+1

2𝑛0

𝑛0
𝑖=2  

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+2

2(𝑛0+1)

𝑛0+1
𝑖=2  

Dowód: 𝐿 = ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+1
𝑖=2 ∏ (1 −

1

𝑖2)
𝑛0
𝑖=2 ⋅ (1 −

1

(𝑛0+1)2) =
𝑛0+1

2𝑛0
⋅

(1 −
1

(𝑛0+1)2) =
𝑛0+1

2𝑛0
−

1

2𝑛0(𝑛0+1)
=

(𝑛0+1)2

2𝑛0(𝑛0+1)
−

1

2𝑛0(𝑛0+1)
=

(𝑛0+1)2−1

2𝑛0(𝑛0+1)
=

𝑛0
2+2𝑛0+1−1

2𝑛0(𝑛0+1)
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𝑇(𝑛): ∏ (1 −
1

𝑖2
) =

𝑛 + 1

2𝑛

𝑛

𝑖=2

, 𝑛 ≥ 2 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ≥ 2 

Założenie: 𝑇(𝑛0): ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+1

2𝑛0

𝑛0
𝑖=2  

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+2

2(𝑛0+1)

𝑛0+1
𝑖=2  

Dowód: 𝐿 = ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+1
𝑖=2 ∏ (1 −

1

𝑖2)
𝑛0
𝑖=2 ⋅ (1 −

1

(𝑛0+1)2) =
𝑛0+1

2𝑛0
⋅

(1 −
1

(𝑛0+1)2) =
𝑛0+1

2𝑛0
−

1

2𝑛0(𝑛0+1)
=

(𝑛0+1)2

2𝑛0(𝑛0+1)
−

1

2𝑛0(𝑛0+1)
=

(𝑛0+1)2−1

2𝑛0(𝑛0+1)
=

𝑛0
2+2𝑛0+1−1

2𝑛0(𝑛0+1)
=

𝑛0
2+2𝑛0

2𝑛0(𝑛0+1)
=

𝑛0(𝑛0+2)

2𝑛0(𝑛0+1)
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𝑇(𝑛): ∏ (1 −
1

𝑖2
) =

𝑛 + 1

2𝑛

𝑛

𝑖=2

, 𝑛 ≥ 2 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ≥ 2 

Założenie: 𝑇(𝑛0): ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+1

2𝑛0

𝑛0
𝑖=2  

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+2

2(𝑛0+1)

𝑛0+1
𝑖=2  

Dowód: 𝐿 = ∏ (1 −
1

𝑖2) =
𝑛0+1
𝑖=2 ∏ (1 −

1

𝑖2)
𝑛0
𝑖=2 ⋅ (1 −

1

(𝑛0+1)2) =
𝑛0+1

2𝑛0
⋅

(1 −
1

(𝑛0+1)2) =
𝑛0+1

2𝑛0
−

1

2𝑛0(𝑛0+1)
=

(𝑛0+1)2

2𝑛0(𝑛0+1)
−

1

2𝑛0(𝑛0+1)
=

(𝑛0+1)2−1

2𝑛0(𝑛0+1)
=

𝑛0
2+2𝑛0+1−1

2𝑛0(𝑛0+1)
=

𝑛0
2+2𝑛0

2𝑛0(𝑛0+1)
=

𝑛0(𝑛0+2)

2𝑛0(𝑛0+1)
=

𝑛0+2

2(𝑛0+1)
= 𝑃 
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𝑇(𝑛): ∏ (1 −
1

𝑖2
) =

𝑛 + 1

2𝑛

𝑛

𝑖=2

, 𝑛 ≥ 2 

Na mocy zasady indukcji matematycznej 𝑇(𝑛) zachodzi dla 𝑛 ≥ 2. 
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Udowodnić indukcyjnie: 

3|(𝑛3 + 2𝑛), 𝑛 ∈ ℕ 
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𝑇(𝑛): 3|(𝑛3 + 2𝑛), 𝑛 ∈ ℕ 
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𝑇(𝑛): 3|(𝑛3 + 2𝑛), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 1: 

𝑇(1): 

13 + 2 ⋅ 1 = 3 
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𝑇(𝑛): 3|(𝑛3 + 2𝑛), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 1: 

𝑇(1): 

13 + 2 ⋅ 1 = 3 

3|3 
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𝑇(𝑛): 3|(𝑛3 + 2𝑛), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 3|(𝑛0
3 + 2𝑛0) 

 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 3|((𝑛0 + 1)3 + 2(𝑛0 + 1)) 
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𝑇(𝑛): 3|(𝑛3 + 2𝑛), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 3|(𝑛0
3 + 2𝑛0) ⟹ 𝑛0

3 + 2𝑛0 = 3𝑘, 𝑘 ∈ ℤ 

 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 3|((𝑛0 + 1)3 + 2(𝑛0 + 1)) 
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𝑇(𝑛): 3|(𝑛3 + 2𝑛), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 3|(𝑛0
3 + 2𝑛0) ⟹ 𝑛0

3 + 2𝑛0 = 3𝑘, 𝑘 ∈ ℤ 

⟹ 𝑛0
3 = 3𝑘 − 2𝑛0, 𝑘 ∈ ℤ 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 3|((𝑛0 + 1)3 + 2(𝑛0 + 1)) 
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𝑇(𝑛): 3|(𝑛3 + 2𝑛), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 3|(𝑛0
3 + 2𝑛0) ⟹ 𝑛0

3 + 2𝑛0 = 3𝑘, 𝑘 ∈ ℤ 

⟹ 𝑛0
3 = 3𝑘 − 2𝑛0, 𝑘 ∈ ℤ 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 3|((𝑛0 + 1)3 + 2(𝑛0 + 1)) 

Dowód: (𝑛0 + 1)3 + 2(𝑛0 + 1) 
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𝑇(𝑛): 3|(𝑛3 + 2𝑛), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 3|(𝑛0
3 + 2𝑛0) ⟹ 𝑛0

3 + 2𝑛0 = 3𝑘, 𝑘 ∈ ℤ 

⟹ 𝑛0
3 = 3𝑘 − 2𝑛0, 𝑘 ∈ ℤ 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 3|((𝑛0 + 1)3 + 2(𝑛0 + 1)) 

Dowód: (𝑛0 + 1)3 + 2(𝑛0 + 1) = 𝑛0
3 + 3𝑛0

2 + 3𝑛0 + 1 +

2𝑛0 + 2 
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𝑇(𝑛): 3|(𝑛3 + 2𝑛), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 3|(𝑛0
3 + 2𝑛0) ⟹ 𝑛0

3 + 2𝑛0 = 3𝑘, 𝑘 ∈ ℤ 

⟹ 𝑛0
3 = 3𝑘 − 2𝑛0, 𝑘 ∈ ℤ 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 3|((𝑛0 + 1)3 + 2(𝑛0 + 1)) 

Dowód: (𝑛0 + 1)3 + 2(𝑛0 + 1) = 𝑛0
3 + 3𝑛0

2 + 3𝑛0 + 1 +

2𝑛0 + 2 = (3𝑘 − 2𝑛0) + 3𝑛0
2 + 5𝑛0 + 3 
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𝑇(𝑛): 3|(𝑛3 + 2𝑛), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 3|(𝑛0
3 + 2𝑛0) ⟹ 𝑛0

3 + 2𝑛0 = 3𝑘, 𝑘 ∈ ℤ 

⟹ 𝑛0
3 = 3𝑘 − 2𝑛0, 𝑘 ∈ ℤ 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 3|((𝑛0 + 1)3 + 2(𝑛0 + 1)) 

Dowód: (𝑛0 + 1)3 + 2(𝑛0 + 1) = 𝑛0
3 + 3𝑛0

2 + 3𝑛0 + 1 +

2𝑛0 + 2 = (3𝑘 − 2𝑛0) + 3𝑛0
2 + 5𝑛0 + 3 = 3𝑘 + 3𝑛0

2 +

3𝑛0 + 3 = 3(𝑘 + 𝑛0
2 + 𝑛0 + 1) = 3𝑙, 𝑙 ∈ ℤ 
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𝑇(𝑛): 3|(𝑛3 + 2𝑛), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 3|(𝑛0
3 + 2𝑛0) ⟹ 𝑛0

3 + 2𝑛0 = 3𝑘, 𝑘 ∈ ℤ 

⟹ 𝑛0
3 = 3𝑘 − 2𝑛0, 𝑘 ∈ ℤ 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 3|((𝑛0 + 1)3 + 2(𝑛0 + 1)) 

Dowód: (𝑛0 + 1)3 + 2(𝑛0 + 1) = 𝑛0
3 + 3𝑛0

2 + 3𝑛0 + 1 +

2𝑛0 + 2 = (3𝑘 − 2𝑛0) + 3𝑛0
2 + 5𝑛0 + 3 = 3𝑘 + 3𝑛0

2 +

3𝑛0 + 3 = 3(𝑘 + 𝑛0
2 + 𝑛0 + 1) = 3𝑙, 𝑙 ∈ ℤ 

Na mocy zasady indukcji matematycznej 𝑇(𝑛) zachodzi dla 

𝑛 ∈ ℕ. 
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Udowodnić indukcyjnie: 

10|(34𝑛+2 + 1), 𝑛 ∈ ℕ 
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𝑇(𝑛): 10|(34𝑛+2 + 1), 𝑛 ∈ ℕ 
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𝑇(𝑛): 10|(34𝑛+2 + 1), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 1: 

𝑇(1): 

34⋅1+2 + 1 = 36 + 1 = 729 + 1 = 730 
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𝑇(𝑛): 10|(34𝑛+2 + 1), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 1: 

𝑇(1): 

34⋅1+2 + 1 = 36 + 1 = 729 + 1 = 730 

10|730 
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𝑇(𝑛): 10|(34𝑛+2 + 1), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 10|(34𝑛0+2 + 1) 

 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 10|(34(𝑛0+1)+2 + 1) 
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𝑇(𝑛): 10|(34𝑛+2 + 1), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 10|(34𝑛0+2 + 1) ⟹ 34𝑛0+2 + 1 =

10𝑘, 𝑘 ∈ ℤ 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 10|(34(𝑛0+1)+2 + 1) 
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𝑇(𝑛): 10|(34𝑛+2 + 1), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 10|(34𝑛0+2 + 1) ⟹ 34𝑛0+2 + 1 =

10𝑘, 𝑘 ∈ ℤ ⟹ 34𝑛0+2 = 10𝑘 − 1, 𝑘 ∈ ℤ 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 10|(34(𝑛0+1)+2 + 1) 
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𝑇(𝑛): 10|(34𝑛+2 + 1), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 10|(34𝑛0+2 + 1) ⟹ 34𝑛0+2 + 1 =

10𝑘, 𝑘 ∈ ℤ ⟹ 34𝑛0+2 = 10𝑘 − 1, 𝑘 ∈ ℤ 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 10|(34(𝑛0+1)+2 + 1) 

Dowód: 34(𝑛0+1)+2 + 1 
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𝑇(𝑛): 10|(34𝑛+2 + 1), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 10|(34𝑛0+2 + 1) ⟹ 34𝑛0+2 + 1 =

10𝑘, 𝑘 ∈ ℤ ⟹ 34𝑛0+2 = 10𝑘 − 1, 𝑘 ∈ ℤ 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 10|(34(𝑛0+1)+2 + 1) 

Dowód: 34(𝑛0+1)+2 + 1 = 34𝑛0+4+2 + 1 = 34𝑛0+2 ⋅ 34 + 1 
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𝑇(𝑛): 10|(34𝑛+2 + 1), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 10|(34𝑛0+2 + 1) ⟹ 34𝑛0+2 + 1 =

10𝑘, 𝑘 ∈ ℤ ⟹ 34𝑛0+2 = 10𝑘 − 1, 𝑘 ∈ ℤ 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 10|(34(𝑛0+1)+2 + 1) 

Dowód: 34(𝑛0+1)+2 + 1 = 34𝑛0+4+2 + 1 = 34𝑛0+2 ⋅ 34 + 1 =

(10𝑘 − 1) ⋅ 34 + 1 
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𝑇(𝑛): 10|(34𝑛+2 + 1), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 10|(34𝑛0+2 + 1) ⟹ 34𝑛0+2 + 1 =

10𝑘, 𝑘 ∈ ℤ ⟹ 34𝑛0+2 = 10𝑘 − 1, 𝑘 ∈ ℤ 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 10|(34(𝑛0+1)+2 + 1) 

Dowód: 34(𝑛0+1)+2 + 1 = 34𝑛0+4+2 + 1 = 34𝑛0+2 ⋅ 34 + 1 =

(10𝑘 − 1) ⋅ 34 + 1 = 810𝑘 − 81 + 1 = 810𝑘 − 80 =

10(81𝑘 − 8) = 10𝑙, 𝑙 ∈ ℤ 
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𝑇(𝑛): 10|(34𝑛+2 + 1), 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 10|(34𝑛0+2 + 1) ⟹ 34𝑛0+2 + 1 =

10𝑘, 𝑘 ∈ ℤ ⟹ 34𝑛0+2 = 10𝑘 − 1, 𝑘 ∈ ℤ 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 10|(34(𝑛0+1)+2 + 1) 

Dowód: 34(𝑛0+1)+2 + 1 = 34𝑛0+4+2 + 1 = 34𝑛0+2 ⋅ 34 + 1 =

(10𝑘 − 1) ⋅ 34 + 1 = 810𝑘 − 81 + 1 = 810𝑘 − 80 =

10(81𝑘 − 8) = 10𝑙, 𝑙 ∈ ℤ 

Na mocy zasady indukcji matematycznej 𝑇(𝑛) zachodzi dla 

𝑛 ∈ ℕ. 
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Udowodnić indukcyjnie: 

𝑛! > 3𝑛−1, 𝑛 ≥ 5 
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𝑇(𝑛): 𝑛! > 3𝑛−1, 𝑛 ≥ 5 
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𝑇(𝑛): 𝑛! > 3𝑛−1, 𝑛 ≥ 5 

Krok 1: 

𝑇(5): 

𝐿 = 5! = 120 
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𝑇(𝑛): 𝑛! > 3𝑛−1, 𝑛 ≥ 5 

Krok 1: 

𝑇(5): 

𝐿 = 5! = 120 

𝑃 = 35−1 = 34 = 81 
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𝑇(𝑛): 𝑛! > 3𝑛−1, 𝑛 ≥ 5 

Krok 1: 

𝑇(5): 

𝐿 = 5! = 120 

𝑃 = 35−1 = 34 = 81 

𝐿 > 𝑃 
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𝑇(𝑛): 𝑛! > 3𝑛−1, 𝑛 ≥ 5 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ≥ 5 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 𝑛0! > 3𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): (𝑛0 + 1)! > 3𝑛0  
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𝑇(𝑛): 𝑛! > 3𝑛−1, 𝑛 ≥ 5 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ≥ 5 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 𝑛0! > 3𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): (𝑛0 + 1)! > 3𝑛0  

Dowód: 𝐿 = (𝑛0 + 1)! 
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𝑇(𝑛): 𝑛! > 3𝑛−1, 𝑛 ≥ 5 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ≥ 5 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 𝑛0! > 3𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): (𝑛0 + 1)! > 3𝑛0  

Dowód: 𝐿 = (𝑛0 + 1)! = (𝑛0 + 1) ⋅ 𝑛0! 
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𝑇(𝑛): 𝑛! > 3𝑛−1, 𝑛 ≥ 5 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ≥ 5 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 𝑛0! > 3𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): (𝑛0 + 1)! > 3𝑛0  

Dowód: 𝐿 = (𝑛0 + 1)! = (𝑛0 + 1) ⋅ 𝑛0! > (𝑛0 + 1) ⋅ 3𝑛0−1 
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𝑇(𝑛): 𝑛! > 3𝑛−1, 𝑛 ≥ 5 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ≥ 5 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 𝑛0! > 3𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): (𝑛0 + 1)! > 3𝑛0  

Dowód: 𝐿 = (𝑛0 + 1)! = (𝑛0 + 1) ⋅ 𝑛0! > (𝑛0 + 1) ⋅ 3𝑛0−1 > 

3 ⋅ 3𝑛0−1 = 3𝑛0 = 𝑃   (𝑛0 + 1 > 3, bo 𝑛0 ≥ 5) 
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𝑇(𝑛): 𝑛! > 3𝑛−1, 𝑛 ≥ 5 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ≥ 5 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 𝑛0! > 3𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): (𝑛0 + 1)! > 3𝑛0  

Dowód: 𝐿 = (𝑛0 + 1)! = (𝑛0 + 1) ⋅ 𝑛0! > (𝑛0 + 1) ⋅ 3𝑛0−1 > 

3 ⋅ 3𝑛0−1 = 3𝑛0 = 𝑃   (𝑛0 + 1 > 3, bo 𝑛0 ≥ 5) 

Na mocy zasady indukcji matematycznej 𝑇(𝑛) zachodzi dla 

𝑛 ≥ 5. 
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Udowodnić indukcyjnie: 

4𝑛 ≥ 𝑛2 + 3𝑛, 𝑛 ∈ ℕ 
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𝑇(𝑛): 4𝑛 ≥ 𝑛2 + 3𝑛, 𝑛 ∈ ℕ 
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𝑇(𝑛): 4𝑛 ≥ 𝑛2 + 3𝑛, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 1: 

𝑇(1): 

𝐿 = 41 = 4 
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𝑇(𝑛): 4𝑛 ≥ 𝑛2 + 3𝑛, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 1: 

𝑇(1): 

𝐿 = 41 = 4 

𝑃 = 12 + 3 ⋅ 1 = 4 
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𝑇(𝑛): 4𝑛 ≥ 𝑛2 + 3𝑛, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 1: 

𝑇(1): 

𝐿 = 41 = 4 

𝑃 = 12 + 3 ⋅ 1 = 4 

𝐿 ≥ 𝑃 
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𝑇(𝑛): 4𝑛 ≥ 𝑛2 + 3𝑛, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 4𝑛0 ≥ 𝑛0
2 + 3𝑛0 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 4𝑛0+1 ≥ (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1) 
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𝑇(𝑛): 4𝑛 ≥ 𝑛2 + 3𝑛, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 4𝑛0 ≥ 𝑛0
2 + 3𝑛0 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 4𝑛0+1 ≥ (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1) 

Dowód: 𝐿 = 4𝑛0+1 
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𝑇(𝑛): 4𝑛 ≥ 𝑛2 + 3𝑛, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 4𝑛0 ≥ 𝑛0
2 + 3𝑛0 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 4𝑛0+1 ≥ (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1) 

Dowód: 𝐿 = 4𝑛0+1 = 4𝑛0 ⋅ 4 
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𝑇(𝑛): 4𝑛 ≥ 𝑛2 + 3𝑛, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 4𝑛0 ≥ 𝑛0
2 + 3𝑛0 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 4𝑛0+1 ≥ (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1) 

Dowód: 𝐿 = 4𝑛0+1 = 4𝑛0 ⋅ 4 ≥ (𝑛0
2 + 3𝑛0) ⋅ 4 
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𝑇(𝑛): 4𝑛 ≥ 𝑛2 + 3𝑛, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 4𝑛0 ≥ 𝑛0
2 + 3𝑛0 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 4𝑛0+1 ≥ (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1) 

Dowód: 𝐿 = 4𝑛0+1 = 4𝑛0 ⋅ 4 ≥ (𝑛0
2 + 3𝑛0) ⋅ 4 

Chcemy pokazać, że: 

(𝑛0
2 + 3𝑛0) ⋅ 4 ≥ (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1), 𝑛0 ∈ ℕ 
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Chcemy pokazać, że: 

(𝑛0
2 + 3𝑛0) ⋅ 4 ≥ (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1), 𝑛0 ∈ ℕ 

Przypuśćmy, że: 

(𝑛0
2 + 3𝑛0) ⋅ 4 < (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1), 𝑛0 ∈ ℕ 
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Chcemy pokazać, że: 

(𝑛0
2 + 3𝑛0) ⋅ 4 ≥ (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1), 𝑛0 ∈ ℕ 

Przypuśćmy, że: 

(𝑛0
2 + 3𝑛0) ⋅ 4 < (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1), 𝑛0 ∈ ℕ 

4𝑛0
2 + 12𝑛0 < 𝑛0

2 + 2𝑛0 + 1 + 3𝑛0 + 3 
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Chcemy pokazać, że: 

(𝑛0
2 + 3𝑛0) ⋅ 4 ≥ (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1), 𝑛0 ∈ ℕ 

Przypuśćmy, że: 

(𝑛0
2 + 3𝑛0) ⋅ 4 < (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1), 𝑛0 ∈ ℕ 

4𝑛0
2 + 12𝑛0 < 𝑛0

2 + 2𝑛0 + 1 + 3𝑛0 + 3 

3𝑛0
2 + 7𝑛0 − 4 < 0 
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Chcemy pokazać, że: 

(𝑛0
2 + 3𝑛0) ⋅ 4 ≥ (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1), 𝑛0 ∈ ℕ 

Przypuśćmy, że: 

(𝑛0
2 + 3𝑛0) ⋅ 4 < (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1), 𝑛0 ∈ ℕ 

4𝑛0
2 + 12𝑛0 < 𝑛0

2 + 2𝑛0 + 1 + 3𝑛0 + 3 

3𝑛0
2 + 7𝑛0 − 4 < 0 

𝑛0 ∈ (
−7 − √97

6
,
−7 + √97

6
 ) 
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Chcemy pokazać, że: 

(𝑛0
2 + 3𝑛0) ⋅ 4 ≥ (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1), 𝑛0 ∈ ℕ 

Przypuśćmy, że: 

(𝑛0
2 + 3𝑛0) ⋅ 4 < (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1), 𝑛0 ∈ ℕ 

4𝑛0
2 + 12𝑛0 < 𝑛0

2 + 2𝑛0 + 1 + 3𝑛0 + 3 

3𝑛0
2 + 7𝑛0 − 4 < 0 

𝑛0 ∈ (
−7 − √97

6
,
−7 + √97

6
 ) 

sprzeczność z założeniem (𝑛0 ∈ ℕ), zatem: 

(𝑛0
2 + 3𝑛0) ⋅ 4 ≥ (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1), 𝑛0 ∈ ℕ 
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𝑇(𝑛): 4𝑛 ≥ 𝑛2 + 3𝑛, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 4𝑛0 ≥ 𝑛0
2 + 3𝑛0 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 4𝑛0+1 ≥ (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1) 

Dowód: 𝐿 = 4𝑛0+1 = 4𝑛0 ⋅ 4 ≥ (𝑛0
2 + 3𝑛0) ⋅ 4 
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𝑇(𝑛): 4𝑛 ≥ 𝑛2 + 3𝑛, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 4𝑛0 ≥ 𝑛0
2 + 3𝑛0 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 4𝑛0+1 ≥ (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1) 

Dowód: 𝐿 = 4𝑛0+1 = 4𝑛0 ⋅ 4 ≥ (𝑛0
2 + 3𝑛0) ⋅ 4 ≥ (𝑛0 + 1)2 +

3(𝑛0 + 1) = 𝑃 
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𝑇(𝑛): 4𝑛 ≥ 𝑛2 + 3𝑛, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 4𝑛0 ≥ 𝑛0
2 + 3𝑛0 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 4𝑛0+1 ≥ (𝑛0 + 1)2 + 3(𝑛0 + 1) 

Dowód: 𝐿 = 4𝑛0+1 = 4𝑛0 ⋅ 4 ≥ (𝑛0
2 + 3𝑛0) ⋅ 4 ≥ (𝑛0 + 1)2 +

3(𝑛0 + 1) = 𝑃 

Na mocy zasady indukcji matematycznej 𝑇(𝑛) zachodzi dla 

𝑛 ∈ ℕ. 
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Udowodnić indukcyjnie: 

(
2𝑛
𝑛

) ≤ 22𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 
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𝑇(𝑛): (
2𝑛
𝑛

) ≤ 22𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

(
2𝑛
𝑛

) =
(2𝑛)!

𝑛! (2𝑛 − 𝑛)!
=

(2𝑛)!

𝑛! 𝑛!
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𝑇(𝑛): (
2𝑛
𝑛

) ≤ 22𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

(
2𝑛
𝑛

) =
(2𝑛)!

𝑛! (2𝑛 − 𝑛)!
=

(2𝑛)!

𝑛! 𝑛!
 

𝑇(𝑛): 
(2𝑛)!

𝑛! 𝑛!
≤ 22𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 
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𝑇(𝑛): 
(2𝑛)!

𝑛! 𝑛!
≤ 22𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 1: 

𝑇(1): 

𝐿 =
(2 ⋅ 1)!

1! 1!
= 2 
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𝑇(𝑛): 
(2𝑛)!

𝑛! 𝑛!
≤ 22𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 1: 

𝑇(1): 

𝐿 =
(2 ⋅ 1)!

1! 1!
= 2 

𝑃 = 22⋅1−1 = 21 = 2 
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𝑇(𝑛): 
(2𝑛)!

𝑛! 𝑛!
≤ 22𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 1: 

𝑇(1): 

𝐿 =
(2 ⋅ 1)!

1! 1!
= 2 

𝑃 = 22⋅1−1 = 21 = 2 

𝐿 ≤ 𝑃 
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𝑇(𝑛): 
(2𝑛)!

𝑛! 𝑛!
≤ 22𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 
(2𝑛0)!

𝑛0!𝑛0!
≤ 22𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 
(2(𝑛0+1))!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
≤ 22𝑛0+1 
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𝑇(𝑛): 
(2𝑛)!

𝑛! 𝑛!
≤ 22𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 
(2𝑛0)!

𝑛0!𝑛0!
≤ 22𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 
(2(𝑛0+1))!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
≤ 22𝑛0+1 

Dowód: 𝐿 =
(2(𝑛0+1))!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
=

(2𝑛0+2)!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
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𝑇(𝑛): 
(2𝑛)!

𝑛! 𝑛!
≤ 22𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 
(2𝑛0)!

𝑛0!𝑛0!
≤ 22𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 
(2(𝑛0+1))!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
≤ 22𝑛0+1 

Dowód: 𝐿 =
(2(𝑛0+1))!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
=

(2𝑛0+2)!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
=

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)⋅(2𝑛0)!

(𝑛0+1)𝑛0!(𝑛0+1)𝑛0!
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𝑇(𝑛): 
(2𝑛)!

𝑛! 𝑛!
≤ 22𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 
(2𝑛0)!

𝑛0!𝑛0!
≤ 22𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 
(2(𝑛0+1))!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
≤ 22𝑛0+1 

Dowód: 𝐿 =
(2(𝑛0+1))!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
=

(2𝑛0+2)!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
=

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)⋅(2𝑛0)!

(𝑛0+1)𝑛0!(𝑛0+1)𝑛0!
=

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅
(2𝑛0)!

𝑛0!𝑛0!
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𝑇(𝑛): 
(2𝑛)!

𝑛! 𝑛!
≤ 22𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 
(2𝑛0)!

𝑛0!𝑛0!
≤ 22𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 
(2(𝑛0+1))!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
≤ 22𝑛0+1 

Dowód: 𝐿 =
(2(𝑛0+1))!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
=

(2𝑛0+2)!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
=

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)⋅(2𝑛0)!

(𝑛0+1)𝑛0!(𝑛0+1)𝑛0!
=

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅
(2𝑛0)!

𝑛0!𝑛0!
≤

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 
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𝑇(𝑛): 
(2𝑛)!

𝑛! 𝑛!
≤ 22𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 
(2𝑛0)!

𝑛0!𝑛0!
≤ 22𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 
(2(𝑛0+1))!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
≤ 22𝑛0+1 

Dowód: 𝐿 =
(2(𝑛0+1))!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
=

(2𝑛0+2)!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
=

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)⋅(2𝑛0)!

(𝑛0+1)𝑛0!(𝑛0+1)𝑛0!
=

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅
(2𝑛0)!

𝑛0!𝑛0!
≤

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 

Chcemy pokazać, że: 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 ≤ 22𝑛0+1, 𝑛0 ∈ ℕ  
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Chcemy pokazać, że: 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 ≤ 22𝑛0+1, 𝑛0 ∈ ℕ  

Przypuśćmy, że: 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 > 22𝑛0+1, 𝑛0 ∈ ℕ  
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Chcemy pokazać, że: 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 ≤ 22𝑛0+1, 𝑛0 ∈ ℕ  

Przypuśćmy, że: 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 > 22𝑛0+1, 𝑛0 ∈ ℕ  

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 > 22𝑛0+1   |: 22𝑛0−1 
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Chcemy pokazać, że: 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 ≤ 22𝑛0+1, 𝑛0 ∈ ℕ  

Przypuśćmy, że: 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 > 22𝑛0+1, 𝑛0 ∈ ℕ  

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 > 22𝑛0+1   |: 22𝑛0−1 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 > 22   | ⋅ (𝑛0 + 1)2 

  



4. Dowody indukcyjne – Matematyka Dyskretna 

115 
 

Chcemy pokazać, że: 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 ≤ 22𝑛0+1, 𝑛0 ∈ ℕ  

Przypuśćmy, że: 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 > 22𝑛0+1, 𝑛0 ∈ ℕ  

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 > 22𝑛0+1   |: 22𝑛0−1 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 > 22   | ⋅ (𝑛0 + 1)2 

(2𝑛0 + 2) ⋅ (2𝑛0 + 1) > 4 ⋅ (𝑛0 + 1)2  
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Chcemy pokazać, że: 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 ≤ 22𝑛0+1, 𝑛0 ∈ ℕ  

Przypuśćmy, że: 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 > 22𝑛0+1, 𝑛0 ∈ ℕ  

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 > 22𝑛0+1   |: 22𝑛0−1 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 > 22   | ⋅ (𝑛0 + 1)2 

(2𝑛0 + 2) ⋅ (2𝑛0 + 1) > 4 ⋅ (𝑛0 + 1)2  

4𝑛0
2 + 2𝑛0 + 4𝑛0 + 2 > 4 ⋅ (𝑛0

2 + 2𝑛0 + 1)  
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Chcemy pokazać, że: 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 ≤ 22𝑛0+1, 𝑛0 ∈ ℕ  

Przypuśćmy, że: 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 > 22𝑛0+1, 𝑛0 ∈ ℕ  

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 > 22𝑛0+1   |: 22𝑛0−1 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 > 22   | ⋅ (𝑛0 + 1)2 

(2𝑛0 + 2) ⋅ (2𝑛0 + 1) > 4 ⋅ (𝑛0 + 1)2  

4𝑛0
2 + 2𝑛0 + 4𝑛0 + 2 > 4 ⋅ (𝑛0

2 + 2𝑛0 + 1)  

4𝑛0
2 + 2𝑛0 + 4𝑛0 + 2 > 4𝑛0

2 + 8𝑛0 + 4  
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4𝑛0
2 + 2𝑛0 + 4𝑛0 + 2 > 4𝑛0

2 + 8𝑛0 + 4  

−2𝑛0 − 2 > 0  
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4𝑛0
2 + 2𝑛0 + 4𝑛0 + 2 > 4𝑛0

2 + 8𝑛0 + 4  

−2𝑛0 − 2 > 0  

2𝑛0 + 2 < 0  
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4𝑛0
2 + 2𝑛0 + 4𝑛0 + 2 > 4𝑛0

2 + 8𝑛0 + 4  

−2𝑛0 − 2 > 0  

2𝑛0 + 2 < 0  

𝑛0 < −1  
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4𝑛0
2 + 2𝑛0 + 4𝑛0 + 2 > 4𝑛0

2 + 8𝑛0 + 4  

−2𝑛0 − 2 > 0  

2𝑛0 + 2 < 0  

𝑛0 < −1  

sprzeczność z założeniem (𝑛0 ∈ ℕ), zatem: 

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 ≤ 22𝑛0+1, 𝑛0 ∈ ℕ  
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𝑇(𝑛): 
(2𝑛)!

𝑛! 𝑛!
≤ 22𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 
(2𝑛0)!

𝑛0!𝑛0!
≤ 22𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 
(2(𝑛0+1))!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
≤ 22𝑛0+1 

Dowód: 𝐿 =
(2(𝑛0+1))!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
=

(2𝑛0+2)!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
=

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)⋅(2𝑛0)!

(𝑛0+1)𝑛0!(𝑛0+1)𝑛0!
=

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅
(2𝑛0)!

𝑛0!𝑛0!
≤

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 
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𝑇(𝑛): 
(2𝑛)!

𝑛! 𝑛!
≤ 22𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 
(2𝑛0)!

𝑛0!𝑛0!
≤ 22𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 
(2(𝑛0+1))!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
≤ 22𝑛0+1 

Dowód: 𝐿 =
(2(𝑛0+1))!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
=

(2𝑛0+2)!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
=

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)⋅(2𝑛0)!

(𝑛0+1)𝑛0!(𝑛0+1)𝑛0!
=

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅
(2𝑛0)!

𝑛0!𝑛0!
≤

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 ≤ 22𝑛0+1 = 𝑃 
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𝑇(𝑛): 
(2𝑛)!

𝑛! 𝑛!
≤ 22𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ 

Krok 2: weźmy dowolne 𝑛0 ∈ ℕ 

Założenie: 𝑇(𝑛0): 
(2𝑛0)!

𝑛0!𝑛0!
≤ 22𝑛0−1 

Teza: 𝑇(𝑛0 + 1): 
(2(𝑛0+1))!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
≤ 22𝑛0+1 

Dowód: 𝐿 =
(2(𝑛0+1))!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
=

(2𝑛0+2)!

(𝑛0+1)!(𝑛0+1)!
=

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)⋅(2𝑛0)!

(𝑛0+1)𝑛0!(𝑛0+1)𝑛0!
=

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅
(2𝑛0)!

𝑛0!𝑛0!
≤

(2𝑛0+2)⋅(2𝑛0+1)

(𝑛0+1)2 ⋅ 22𝑛0−1 ≤ 22𝑛0+1 = 𝑃 

Na mocy zasady indukcji matematycznej 𝑇(𝑛) zachodzi dla 𝑛 ∈ ℕ. 


