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Matematyka Dyskretna

7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo, prawdopodobienstwo warunkowe, niezaleznos¢ zdarzen



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Podstawowym narzedziem badawczym nauk
przyrodniczych, a takze nauk spotecznych, jak
ekonomia, socjologia, psychologia jest

eksperyment.



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Eksperyment polega na wyizolowaniu
zespotu interesujgcych nas czynnikow X, przy
ustalonym  poziomie  wszystkich  innych,

moggcych mie¢ wptyw na wynik doswiadczenia,
a nastepnie zbadaniu, jaka jest odpowiedz
(reakcja) Y badanego obiektu na zadany poziom
czynnikow X.
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Ze wzgledu na odpowiedz obiektu wyrdznia sie
dwa rodzaje eksperymentow:

1) Eksperyment o odpowiedzi
zdeterminowanej — gdy tej samej wartosci X
( moze to by¢ liczba, wektor, funkcja itp.)
odpowiada zawsze ta sama, oczywiscie z
zadang doktadnoscig, wartosc Y;



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

2) eksperyment o odpowiedzi
niezdeterminowanej — gdy przy powtorze-
niach eksperymentu tej samej wartosci X
odpowiadajg rozne wartosci Y.
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Wsrod eksperymentow drugiego rodzaju
wyrozniamy eksperymenty losowe,
odznaczajgce sie  tzw.  statystyczna
regularnoscig, ktora polega na tym, ze
czestos¢ pojawiania sie danej odpowiedzi
stabilizuje sie ze wzrostem liczby powtorzen
eksperymentu.
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W ponizszej tabeli przedstawiono wyniki
dtugich serii rzutéw moneta.

Nazwisko eksperymentatora | Liczba rzutow | Czestos¢ wyrzucania
orfa
G.l.l. Buffon (1707-1788) 4092 0,5069
A.De Morgan (1806-1871) 4040 0,5005
W.S. Jevons (1835-1882) 20480 0,5068
W.l.Romanowski (1879-1954) | 80640 0,4923
K. Pearson (1857-1936) 12000 0,5016
J.E.Kerrich (1950) 10000 0,5069
W.Feller (1963) 3000 0,5027
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Eksperyment (doswiadczenie losowe) to kazda
czynnos¢, ktéra moze sie zakonczyC nie
przewidzianym z gory (losowym) wynikiem.

Przestrzen wszystkich mozliwych wynikow

ustalonego doswiadczenia losowego to tzw.
przestrzen zdarzen elementarnych.
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W przypadku jednokrotnego rzutu monetg
mozliwe wyniki eksperymentu to orzet lub
reszka. W przypadku 100-krotnego rzutu
monetg zbior wszystkich mozliwych wynikow
doswiadczenia sktada sie ze wszystkich ciggow
100-elementowych, jakie mozna utworzyc€ za
pomoca orta i reszki, czyli 2"°=1,268*10.
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Skonczona przestrzen zdarzen elementarnych:

O ={wq,wy, .., wW,}
w; —zdarzenie elementarne — pojedynczy

wynik doswiadczenia losowego

Zdarzeniem losowym (krdcej zdarzeniem) A
nazywamy dowolny podzbior przestrzeni
zdarzen elementarnych.
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Dla skonczonej przestrzeni zdarzen
elementarnych funkcjg prawdopodobienstwa
(prawdopodobienstwem) nazywamy dowolng
funkcje P: 2** - [0,1] spetniajaca warunki:

1. P(Q) =1
2. AnNB=0=>P(AUB)=P(4) + P(B)



Witasnosci prawdopodobienstwa:

e P(®) = 0 (@ — zdarzenie niemozliwe)

e P(A') =1— P(A) (A" - zdarzenie przeciwne
do zdarzenia A)

e Ac B> P(A) < P(B)



e P(A\B) =P(A) — P(ANB)

e P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

o {A;};", —paramiroztagczne = P(4; U A, U
wUA)) =Y P(4;),n=>2
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Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Wrtasnosé: P(@) =0

14



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Wrtasnosé: P(@) =0

Dowdéd: AN @ = @, zatem z w.2:
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1

w2:ANB=0=P(AUB) = P(4) + P(B)

Wrtasnosé: P(@) =0

Dowdd: AN @ =@, zatemzw.2: PAU D) = P(A) + P(D)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1

w2:ANB=0=P(AUB) = P(4) + P(B)

Wrtasnosé: P(@) =0

Dowdd: AN @ =@, zatemzw.2: PAU D) = P(A) + P(D)
P(A) =P(Au @) =P(A) + P(D)

17



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1

w2:ANB=0=P(AUB) = P(4) + P(B)

Wrtasnosé: P(@) =0

Dowdd: AN @ =@, zatemzw.2: PAU D) = P(A) + P(D)
P(A) =P(Au @) =P(A) + P(D)

P(A) =PA)+P(@)=>P(@)=0
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Wiasnosé: P(A") =1 — P(4)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Wiasnosé: P(A") =1 — P(4)

Dowdd: AN A" = @, zatem z w.2:

20



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1

w2:ANB=0=P(AUB) = P(A) + P(B)

Wiasnosé: P(A") =1 — P(4)

Dowdd: ANA" =@, zatemzw.2: P(AUA") = P(A) + P(4")

zW.1:
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1

w2:ANB=0=P(AUB) = P(A) + P(B)

Wiasnosé: P(A") =1 — P(4)

Dowdd: ANA" =@, zatemzw.2: P(AUA") = P(A) + P(4")
zw.1:1=P(Q) = P(AUA") = P(4) + P(4")

22



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1

w2:ANB=0=P(AUB) = P(A) + P(B)

Wiasnosé: P(A") =1 — P(4)

Dowdd: ANA" =@, zatemzw.2: P(AUA") = P(A) + P(4")
zw.1:1=P(Q) = P(AUA") = P(4) + P(4")

1=P(A) + P(A) = P(A") = 1 — P(A)
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Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Witasnos¢: A € B = P(A) < P(B)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1

w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)

Witasnos¢: A € B = P(A) < P(B)

Dowdd: B =AU (B\A) orazAN (B\A) = 0, zatem z w.2:
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Witasnos¢: A € B = P(A) < P(B)

Dowdd: B =AU (B\A) oraz AN (B\A) = 0, zatem z w.2:
P(AU (B\A)) = P(A) + P(B\A)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Witasnos¢: A € B = P(A) < P(B)

Dowdd: B =AU (B\A) oraz AN (B\A) = 0, zatem z w.2:
P(AU (B\A)) = P(A) + P(B\A)

P(B) = P(A U (B\4)) = P(4) + P(B\A)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Witasnos¢: A € B = P(A) < P(B)

Dowdd: B =AU (B\A) oraz AN (B\A) = 0, zatem z w.2:
P(AU (B\A)) = P(A) + P(B\A)

P(B) = P(AU (B\A)) = P(A) + P(B\A)
P(B) = P(4) + P(B\4) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Witasnos¢: A € B = P(A) < P(B)

Dowdd: B =AU (B\A) oraz AN (B\A) = 0, zatem z w.2:
P(AU (B\A)) = P(A) + P(B\A)

P(B) = P(A U (B\A)) = P(A) + P(B\A)
P(B) = P(4) + P(B\A) = P(B) = P(4) (bo P(B\A) = 0)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Witasnos¢: P(A\B) = P(A) — P(A N B)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Witasnos¢: P(A\B) = P(A) — P(A N B)

Dowdd: A= (A\B)U(ANB) oraz (A\B)N(ANB) = 0,
zatem z w.2:
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Witasnos¢: P(A\B) = P(A) — P(A N B)

Dowdd: A= (A\B)U(ANB) oraz (A\AB)N(ANB) =0,
zatemzw.2: P((A\B)U (AN B)) =P(A\B) + P(ANB)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Witasnos¢: P(A\B) = P(A) — P(A N B)

Dowdd: A= (A\B)U(ANB) oraz (A\AB)N(ANB) =0,
zatemzw.2: P((A\B)U (AN B)) =P(A\B) + P(ANB)

P(A) = P((A\B) U (AN B)) = P(A\B) + P(A N B)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Witasnos¢: P(A\B) = P(A) — P(A N B)

Dowdd: A= (A\B)U(ANB) oraz (A\AB)N(ANB) =0,
zatemzw.2: P((A\B)U (AN B)) =P(A\B) + P(ANB)

P(A) = P((A\B) U (AN B)) = P(A\B) + P(A N B)
P(A) = P(A\B) + P(AN B)
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Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Witasnos¢: P(A\B) = P(A) — P(A N B)

Dowdd: A= (A\B)U(ANB) oraz (A\AB)N(ANB) =0,
zatemzw.2: P((A\B)U (AN B)) =P(A\B) + P(ANB)

P(A) = P((A\B) U (A N B)) = P(A\B) + P(A N B)
P(A) = P(A\B) + P(A N B)
P(A\B) = P(A) — P(AN B)
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Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Witasnos¢: P(AU B) = P(A) + P(B) —P(ANB)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Witasnos¢: P(AU B) = P(A) + P(B) —P(ANB)
Dowdéd: AUB =AU (B\A) orazAN (B\A4) = 0,

zatem z w.2:

37



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Witasnos¢: P(AU B) = P(A) + P(B) —P(ANB)
Dowdéd: AUB =AU (B\A) orazAN (B\A4) = 0,
zatemzw.2: P(AU (B\A)) = P(A) + P(B\A)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Witasnos¢: P(AU B) = P(A) + P(B) —P(ANB)
Dowdéd: AUB =AU (B\A) orazAN (B\A4) = 0,
zatemzw.2: P(AU (B\A)) = P(A) + P(B\A)
P(AUB)=P(AU (B\A)) = P(A) + P(B\A)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Witasnos¢: P(AU B) = P(A) + P(B) —P(ANB)
Dowdéd: AUB =AU (B\A) orazAN (B\A4) = 0,
zatemzw.2: P(AU (B\A)) = P(A) + P(B\A)
P(AUB)=P(AU (B\A)) = P(A) + P(B\A)
P(B\A) = P(B) — P(A N B) (poprzednia wtasnos¢)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:

w.l: P(Q) =1
w2:ANB=0=PAUB)=P(A)+ P(B)
Witasnos¢: P(AU B) = P(A) + P(B) —P(ANB)
Dowdéd: AUB =AU (B\A) orazAN (B\A4) = 0,
zatemzw.2: P(AU (B\A)) = P(A) + P(B\A)
P(AUB)=P(AU (B\A)) = P(A) + P(B\A)
P(B\A) = P(B) — P(A N B) (poprzednia wtasnos¢)
P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Warunki z definicji:
w.l: P(Q) =1
w2:ANB=@0=>P(AUB)=P(A) + P(B)

Wtasnos¢: {A;}i=; — parami roztgczne = P(A; UA, U ...U
An) = ?=1P(Ai)»n = 2

42



{A;}{={ — parami roztgczne
T(n):P(A{;UA,U..UA,) =
Krok 1:

T(2):P(A; UA,) =

?=1P(Ai)'n = 2

43



{A;}{={ — parami roztgczne
T(n):P(A;UA,U..UA,) =X, P(4;),n=2
Krok 1:

T(2):P(A{UA,) =P(A;) + P(4,) (zw.2)

Krok 1 zachodzi.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

{A;}{={ — parami roztgczne

T(n):P(A;UA,U..UA,) =X, P(4;),n=2

Krok 2: wezmy dowolne ny € N

Zatozenie: T(ny): P(A1 UAd, U ..U Ano) = Z?zolP(Ai)

Teza: T(ny + 1): P(A1 UAd, U ..U An0+1) =)

n0+1
=1

P(A;)
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{A;}{={ — parami roztgczne
T(n):P(A;UA,U..UA,) =X, P(4;),n=2

Krok 2: wezmy dowolne ny € N

Zatozenie: T (ny): P(A1 UA, U ..U Ano) =Y P(4))

Teza: T(no + 1) P(Al U Az U..U An0+1) — Z?:Oil_lP(Al)

Dowdd: L = P(A; UA, U ..U Ay 41) =
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{A;}{={ — parami roztgczne

T(n):P(A;UA,U..UA,) =X, P(4;),n=2

Krok 2: wezmy dowolne ny, € N

Zatozenie: T(ny): P(A1 UAd, U ..U Ano) = Z?zolP(Ai)
Teza: T(ng + 1): P(A; UA, U ..U Ay 1) = 2000 P(A)

Dowdd: L = P(A; UA, U ..U Ay, 4+1) = P((A1 VA, U ..U A, ) U
An0+1) —
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{A;}{={ — parami roztgczne
T(n):P(A;UA,U..UA,) =X, P(4;),n=2

Krok 2: wezmy dowolne ny € N

Zatozenie: T (ny): P(A1 UA, U ..U Ano) =Y P(4))

Teza: T(no + 1) P(Al U Az U..U An0+1) — Z?:Oil_lP(Al)

Dowdd: L = P(A; UA, U ..U Ay, 4+1) = P((A1 VA, U ..U A, ) U
An+1) =P(A1UAU U4, )+ P(Ap +1) =
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{A;}{={ — parami roztgczne
T(n):P(A;UA,U..UA,) =X, P(4;),n=2

Krok 2: wezmy dowolne ny € N

Zatozenie: T (ny): P(A1 UA, U ..U Ano) =Y P(4))

Teza: T(ng + 1): P(A; UA, U ..U An0+1) =Y P(4)

=1
Dowdd: L = P(A; UA, U ..U Ay, 4+1) = P((A1 VA, U ..U A, ) U
Ap+1) =P(A; UA, U ..UA, )+ P(Ap,+1) = X2, P(4) +
P(Ano+1) =
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{A;}{={ — parami roztgczne

T(n):P(A;UA,U..UA,) =X, P(4;),n=2

Krok 2: wezmy dowolne ny, € N

Zatozenie: T(no):P(Al UAd, U ..U Ano) = Z’E P(A;)
Teza: T(ng + 1): P(A; UA, U ..U Ay 1) = 2000 P(A)

Dowdd: L = P(A; UA, U ..U Ay, 4+1) = P((A1 VA, U ..U A, ) U
Ap+1) =P(A; UA, U ..UA, )+ P(Ap,+1) = X2, P(4) +

P(Apge1) = Zi2 P(A) =P

Krok 2 zachodzi.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
{A;}{={ — parami roztgczne
T(n):P(A;UA,U..UA,) =X, P(4;),n=2

Na mocy zasady indukcji matematycznej T(n) zachodzidlan > 2.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Definicja klasyczna prawdopodobienstwa:

Zatozenie: wszystkie zdarzenia elementarne
jednakowo prawdopodobne.

Wtedy:

A
P(A) = —




7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Zliczanie zdarzen elementarnych jednakowo
prawdopodobnych:

Czy sg
powtodrzenia?

Czy liczy sie Wariacje z
kolejnosc? powtorzeniami

Kombinacje
bez powtdrzen

Wariacje bez
powtorzen




7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad:

W urnie sg dwie kule: biata i czarna. Losujemy
dwie kule ze zwracaniem. Oblicz

prawdopodobienstwo, ze wylosujemy dwie

kule biate.



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A — wylosowanie dwoch kul biatych

Kombinacje z powtoérzeniami:
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A — wylosowanie dwoch kul biatych

Kombinacje z powtoérzeniami:

() =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A — wylosowanie dwoch kul biatych

Kombinacje z powtoérzeniami:

0= {{b, b}, {c,c}, {b, c}}, A=
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A — wylosowanie dwoch kul biatych

Kombinacje z powtoérzeniami:

Q = {tb,b},{c,c},{b,c}}, A = {ib, b}}

peay = A _
1O
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
A — wylosowanie dwoch kul biatych
Kombinacje z powtérzeniami:

Q= {{b,b},{c,c},{b,c}}, A= {{b,b}}
Al 1

Wariacje z powtorzeniami:

() =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A — wylosowanie dwoch kul biatych

Kombinacje z powtoérzeniami:

Q= {{b,b},{c,c},{b,c}}, A= {{b,b}}
Al 1

Wariacje z powtorzeniami:

Q={(b,b),(crc),(bc)(c,b)} A=
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A — wylosowanie dwoch kul biatych

Kombinacje z powtoérzeniami:

Q= {{b,b},{c,c},{b,c}}, A= {{b,b}}
Al 1

Wariacje z powtorzeniami:

Q = {(b,b),(c,c),(b,c),(c,b)}, A = {(b,b)}

P(A) = 14l =
0]
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A — wylosowanie dwoch kul biatych

Kombinacje z powtoérzeniami:

Q= {{b,b},{c,c},{b,c}}, A= {{b,b}}
Al 1

Wariacje z powtorzeniami:

Q = {(b,b),(c,c),(b,c),(c,b)}, A = {(b,b)}

b 2 A1
el 4
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A — wylosowanie dwoch kul biatych

inacje z powtorzeniami:

Zdarzenia elementarne
Q= {tb, b} {c , A ={lb,b}} nie sg jednakowo

prawdopodobne!

[FoTE
Wariacje z powtorzeniami:

Q = {(b,b),(c,c),(b,c),(c,b)}, A = {(b,b)}

by 2 A1
el 4
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Jesli sg powtorzenia to chcgc skorzystac

z definicji klasycznej prawdopodobienstwa
musimy zdarzenia elementarne zliczac

Z wariacji z powtdrzeniami.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad:

Wyciggamy 4 karty z talii 52 kart. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze wyciggniemy co
najmniej jednego asa, jesli:

a) wyciggamy wszystkie karty jednoczesnie.

b) wyciggamy po jednej karcie ze zwracaniem.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

a) wyciggamy wszystkie karty jednoczesnie

Q] =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

a) wyciggamy wszystkie karty jednoczesnie

52) 52 52-51-50-49 48!

IQI=|C§z|=(4 T 41481 2-3-4-438)

A —co najmniej jeden as

= 270725
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

a) wyciggamy wszystkie karty jednoczesnie

52) 52 52-51-50-49 48!

IQI=|C§z|=(4 T 41481 2-3-4-438)

A — co najmniej jeden as, A'- nie ma asa

|A"] =

= 270725
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

a) wyciggamy wszystkie karty jednoczesnie

Q] = |c4,| = (52) 52! 52-51-50-49-48! 07
“m2l T\ ) T e T T 2-3-4-481

A — co najmniej jeden as, A'- nie ma asa

a1 A8\ 4Bl 48.47-46-45-441

|A|_|C48|‘(4)—4!.44!— = 194580
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

a) wyciggamy wszystkie karty jednoczesnie

Q] = |c4,| = (52) 52! 52-51-50-49-48! 07
“m2l T\ ) T e T T 2-3-4-481

A — co najmniej jeden as, A'- nie ma asa

a1 A8\ 4Bl 48.47-46-45-441

|A|_|C48|‘(4)—4!.44!— = 194580

pa’) = |A'] 194580 38916
~|Q] 270725 54145
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

a) wyciggamy wszystkie karty jednoczesnie

Q] = |c4,| = (52) 52! 52-51-50-49-48! 07
“m2l T\ ) T e T T 2-3-4-481

A — co najmniej jeden as, A'- nie ma asa

a1 A8\ 4Bl 48.47-46-45-441

|A|_|C48|‘(4)—4!.44!— = 194580

pa’) = |A'] 194580 38916
~|Q] 270725 54145

38916 15229
54145 54145

P(A)=1—-P(4)=1-
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

b) wyciggamy po jednej karcie ze zwracaniem

Q] =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

b) wyciggamy po jednej karcie ze zwracaniem
Q| = |Ws,| = 52¢
A — co najmniej jeden as, A'- nie ma asa

|A"] =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

b) wyciggamy po jednej karcie ze zwracaniem
Q| = |Ws,| = 52¢
A — co najmniej jeden as, A'- nie ma asa

4’| = |Wjs| = 48*

pa’) = |A'|  48* (48)4 B (12)4
|l 52+ \52/  \13
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7. Dyskretna teoria prawdopodobieristwa - Matematyka Dyskretna
b) wyciggamy po jednej karcie ze zwracaniem
Q] = |Wg,| = 52*

A — co najmniej jeden as, A'- nie ma asa

A'| = W] = 48*

pa’) = |A'|  48* (48)4 B (12)4
Q] 524 \52)/ \13

4

P(A)=1—P(A) =1 — (%)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad:

Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do
gry. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wyrzucimy
1 oczko lub 6 oczek.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

2
!
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Q] = |WE| =6%=36
A —1 oczko lub 6 oczek
|A| =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A — 1 oczko lub 6 oczek
|A| =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A — 1 oczko lub 6 oczek
|A| = 20
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A — 1 oczko lub 6 oczek
|A| = 20

Al 20
Q] 36

P(A) =

5
9
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Co w przypadku gdy () jest nieskonczona?
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Definicja o-ciata:
Niech X bedzie niepustym zbiorem. Mowimy,

ze rodzina F podzbioréw X jest o-ciatem jesli:

e EF
e AeF=>A'€eF
* Nien4; €EF > Uieny4; €F
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Niech F bedzie o-ciatem na ().
Prawdopodobienstwem nazywamy funkcje
P:F — R spetniajgcag nastepujgce warunki:

* Ner P(4) 2 0

e P(Q) =1

o jesli {4;};cn jest dowolnym ciggiem
podzbiorow F parami roztgcznych, to
P(Uien4;) = Li=1 P(4;)



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Najczeéciej bedziemy przyjmowaé F = 2%
(zbior wszystkich podzbiorow ().
Tréjke (2, F, P) nazywamy przestrzenia
probabilistycznga.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad:

Rzucamy symetryczng monetg az do momentu,
Kiedy po raz pierwszy wypadnie orzet. Oblicz
orawdopodobienstwo, ze rzucimy co najmniej
4 razy.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A; —wyrzucenie orfa za i-tym razem
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A; —wyrzucenie orfa za i-tym razem

A —rzucimy co najmniej 4 razy
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A; —wyrzucenie orfa za i-tym razem

A — rzucimy co najmniej 4 razy, A’
razy

— rzucimy co najwyzej 3
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A; —wyrzucenie orfa za i-tym razem

A — rzucimy co najmniej 4 razy, A’
razy

A,=A1 UAZ UA3

— rzucimy co najwyzej 3
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A; —wyrzucenie orfa za i-tym razem

A — rzucimy co najmniej 4 razy, A’ — rzucimy co najwyzej 3

razy
A,=A1 UAZ UA3

A4, A,, Az — parami roztgczne
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A; —wyrzucenie orfa za i-tym razem

A — rzucimy co najmniej 4 razy, A’ — rzucimy co najwyzej 3
razy

A, — Al U AZ U A3
A4, A,, Az — parami roztgczne

P(A") =P(A{UA, UA;) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A; —wyrzucenie orfa za i-tym razem

A — rzucimy co najmniej 4 razy, A’ — rzucimy co najwyzej 3
razy

A, — Al U AZ U A3
A4, A,, Az — parami roztgczne

P(A") =P(A{UA,UA;) =P(A;) + P(A,) + P(43) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A; —wyrzucenie orfa za i-tym razem

A — rzucimy co najmniej 4 razy, A’ — rzucimy co najwyzej 3
razy

A, — Al U AZ U A3
A4, A,, Az — parami roztgczne

P(A") =P(A{UA,UA;) =P(A;) + P(A,) + P(43) =

+(3) +() -2
2 \2 2) 8
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

A; —wyrzucenie orfa za i-tym razem

A — rzucimy co najmniej 4 razy, A’ — rzucimy co najwyzej 3
razy

A, — Al U AZ U A3
A4, A,, Az — parami roztgczne

P(A’) = P(A; U4, UA;) =P(A;) + P(4,) + P(A3) =
1 /1N /1N 7
2t (z) * (5) -3

Pm)=1—Pm3=1_g=

QO M=
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad:

Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do
gry. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
wyrzucilismy na drugiej kostce co najmnie;
5 oczek, jesli wiemy, ze iloczyn wyrzuconych
oczek jest nie wiekszy jak 6.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Prawdopodobienstwo warunkowe:

o ..jesli..”
o .. jesliwiadomo, ze ..”
e .. pod warunkiem, ze ...”

P(ANB)
P(B)

P(A|B) = , gdzie: P(B) > 0
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

P(ANB)

P(A|B) = )

10| = 36

98



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

P(ANB)

P(A|B) = )

10| = 36

A — na drugiej kostce co najmniej 5 oczek
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

P(ANB)

P(A|B) = )

10| = 36

A — na drugiej kostce co najmniej 5 oczek

B —iloczyn wyrzuconych oczek nie wiekszy jak 6
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

P(ANB)

P(AIB) = 24258

10| = 36

A — na drugiej kostce co najmniej 5 oczek

B —iloczyn wyrzuconych oczek nie wiekszy jak 6
2
4
6
8 12 16 20 24

10 15 20 25 30
12 18 24 30 36
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

P(ANB)

P(AIB) = 24258

10| = 36

A — na drugiej kostce co najmniej 5 oczek

B —iloczyn wyrzuconych oczek nie wiekszy jak 6

2

4 6 38 10 12
6 9

8 12 16 20 24

10 15 20 25 30
12 18 24 30 36
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

P(ANB)

P(AIB) = 24258

10| = 36

A — na drugiej kostce co najmniej 5 oczek

B —iloczyn wyrzuconych oczek nie wiekszy jak 6

5 10 15 20 25 30
4 6 12 18 24 30 36

IB| = 14
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

P(ANB)

P(AIB) = 24258

10| = 36

A — na drugiej kostce co najmniej 5 oczek

B —iloczyn wyrzuconych oczek nie wiekszy jak 6

5 10 15 20 25 30
4 6 12 18 24 30 36

IB| =14, |AN B| = 2
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

P(ANB)

P(AIB) = 24258

10| = 36

A — na drugiej kostce co najmniej 5 oczek

B —iloczyn wyrzuconych oczek nie wiekszy jak 6

2

4 6 38 10 12
6 9

8

12 16 20 24
10 15 20 25 30
12 18 24 30 36

14

ES
!

36 ’

14,|AnB|=2,P(B) == ,P(ANB) ==

36
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

P(ANB)

P(AIB) = 24258

10| = 36

A — na drugiej kostce co najmniej 5 oczek

B —iloczyn wyrzuconych oczek nie wiekszy jak 6

2

4 6 38 10 12
6 9

8

12 16 20 24
10 15 20 25 30
12 18 24 30 36

ES
!

14,]AN B| = 2, P(B) =§,P(An3) =%
P(ANB) _ 32—6 2

P(B) % 14

P(A|B) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

UWAGA!

Przy tej samej przestrzeni zdarzen () dla
zdarzen A i B:

1A N B
B

Jesli warunek B potraktujemy jako nowg (2,
to:

P(A|B) =

AnQy| Al
P(Al) = == =17
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

|A|
P(A|Q,,) = m
w

A — na drugiej kostce co najmniej 5 oczek

1, —iloczyn wyrzuconych oczek nie wiekszy jak 6

1 2 3 45 6
2 4 6 8 10 12
3 6 9 12 15 18
4 8 12 16 20 24
5 10 15 20 25 30
1l 6 12 18 24 30 36

(S]]

Q| =14
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

|A|
P(A|Q,,) = m
w

A — na drugiej kostce co najmniej 5 oczek

1, —iloczyn wyrzuconych oczek nie wiekszy jak 6

1 2 3 4 5 6
2 4 6 8 10 12
3 6 9 12 15 18
4 8 12 16 20 24
5 10 15 20 25 30
1l 6 12 18 24 30 36

(S]]

Q| = 14, |A] = 2
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

|A|
P(A|Q,,) = m
w

A — na drugiej kostce co najmniej 5 oczek

1, —iloczyn wyrzuconych oczek nie wiekszy jak 6

1 2 3 4 5 6
2 4 6 8 10 12
3 6 9 12 15 18
4 8 12 16 20 24
5 10 15 20 25 30
1l 6 12 18 24 30 36

(S]]

Q| = 14, |A] = 2

4] 2

P(AIQ,) = ===~

Q| 14

7
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Niezaleznos$¢ dwadch zdarzen losowych:

/Zdarzenia A i B nazywamy niezaleznymi jesli
P(A|B) = P(4).

111



Warunek P(A|B) = P(A) na niezalezno$¢ A i B
mozna zapisac rownowaznie:

P(ANB) = P(A) - P(B)



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Czy zdarzenia niezalezne muszg bycC roztgczne?
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Czy zdarzenia niezalezne muszg bycC roztgczne?
NIE, na przyktad:

Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do gry.

A —na pierwszej kostce 1

B —na drugiej kostce 6
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Czy zdarzenia niezalezne muszg bycC roztgczne?
NIE, na przyktad:

Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do gry.

A —na pierwszej kostce 1

B —na drugiej kostce 6

P(A) =~ P(B) = -
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Czy zdarzenia niezalezne muszg bycC roztgczne?
NIE, na przyktad:

Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do gry.

A —na pierwszej kostce 1

B —na drugiej kostce 6

P(A) = % P(B) = % P(ANB) = %
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Czy zdarzenia niezalezne muszg bycC roztgczne?
NIE, na przyktad:

Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do gry.

A —na pierwszej kostce 1

B —na drugiej kostce 6

P(A)=-P(B) = P(ANB) = —
P(ANB) =P(A)-P(B)

Czyli Ai B —niezalezne,ale AN B =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Czy zdarzenia niezalezne muszg bycC roztgczne?
NIE, na przyktad:

Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do gry.

A —na pierwszej kostce 1

B —na drugiej kostce 6

P(4) = P(B) =, P(ANB) =
P(ANB) = P(A) - P(B)
Czyli Ai B —niezalezne,ale AN B = {(1,6)} + @.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Czy zdarzenia roztgczne muszg byc¢ niezalezne?
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Czy zdarzenia roztgczne muszg by¢ niezalezne?
NIE, na przyktad:

Rzucamy szescienng kostkg do gry.
A —wyrzucilismy 1

B — wyrzucilismy 6
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Czy zdarzenia roztgczne muszg by¢ niezalezne?
NIE, na przyktad:

Rzucamy szescienng kostkg do gry.
A —wyrzucilismy 1
B — wyrzucilismy 6

ANB=0=>P(ANB)=0
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Czy zdarzenia roztgczne muszg by¢ niezalezne?
NIE, na przyktad:

Rzucamy szescienng kostkg do gry.

A —wyrzucilismy 1

B — wyrzucilismy 6

ANB=0=>P(ANB)=0

P(A)=- P(B) =~
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Czy zdarzenia roztgczne muszg by¢ niezalezne?
NIE, na przyktad:

Rzucamy szescienng kostkg do gry.

A —wyrzucilismy 1

B — wyrzucilismy 6

ANB=0=>P(ANB)=0

1

P(A)=- P(B) =~

P(A N B) # P(A) - P(B)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Czy zdarzenia roztgczne muszg by¢ niezalezne?
NIE, na przyktad:

Rzucamy szescienng kostkg do gry.

A —wyrzucilismy 1

B — wyrzucilismy 6

ANB=0=>P(ANB)=0

1

P(A)=- P(B) =~

P(AnB)+ P(A) - P(B)
CzyliA i B — zalezne pomimo, ze AN B = Q.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Kiedy zdarzenia sg roztgczne i niezalezne?
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Kiedy zdarzenia sg roztgczne i niezalezne?
Niezaleznos¢: P(AN B) = P(A) - P(B)
Roztacznos¢: ANB =0 =>P(ANB) =0

Zatem:
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Kiedy zdarzenia sg roztgczne i niezalezne?
Niezaleznos¢: P(AN B) = P(A) - P(B)

Roztacznos¢: ANB =0 =>P(ANB) =0

Zatem:

P(A)-P(B) =0
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Kiedy zdarzenia sg roztgczne i niezalezne?
Niezaleznos¢: P(AN B) = P(A) - P(B)

Roztacznos¢: ANB =0 =>P(ANB) =0

Zatem:

P(A)-P(B) =0

P(A) =0lubP(B) =0
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Kiedy zdarzenia sg roztgczne i niezalezne?
Niezaleznos¢: P(AN B) = P(A) - P(B)

Roztacznos¢: ANB =0 =>P(ANB) =0

Zatem:

P(A)-P(B) =0

P(A) =0lubP(B) =0

Dwa zdarzenia sg roztgczne i niezalezne, gdy co najmniej
jedno z nich ma zerowe prawdopodobienstwo.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Jesli zdarzenia A i B sg niezalezne to niezalezne
sg rowniez zdarzenia:

o AiB
e A'i B’
e A'iB
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dowod:

Niech A i B — niezalezne, czyli:

P(ANB) = P(A) - P(B)
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7. Dyskretna teoriaprawdopodobierstwa - Matematyka Dyskretna
Dowdd:

Niech A i B — niezalezne, czyli:
P(AnB)=P(A) - P(B)

Pokazemy, ze A i B' — niezaleine:
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dowod:

Niech A i B — niezalezne, czyli:
P(AnB)=P(A) - P(B)
Pokazemy, ze A i B' — niezaleine:

P(ANnB') =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dowaod:
Niech A i B — niezalezne, czyli:

P(ANB) = P(A) - P(B)

Pokazemy, ze A i B' — niezaleine:

P(ANB") = P(A\B) =

134



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dowod:

Niech A i B — niezalezne, czyli:
P(AnB)=P(A) - P(B)
Pokazemy, ze A i B' — niezaleine:

P(ANB') =P(A\B) =P(A) —P(ANB) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dowod:

Niech A i B — niezalezne, czyli:
P(AnB)=P(A) - P(B)
Pokazemy, ze A i B' — niezaleine:

P(ANB') =P(A\B) =P(A) —P(ANB) =
P(A) — P(A)-P(B) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dowod:

Niech A i B — niezalezne, czyli:
P(AnB)=P(A) - P(B)
Pokazemy, ze A i B' — niezaleine:

P(ANB') = P(A\B) = P(A) —P(ANB) =
P(A) — P(A)-P(B) =P(A)- (1 - P(B)) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dowod:

Niech A i B — niezalezne, czyli:
P(AnB)=P(A) - P(B)
Pokazemy, ze A i B' — niezaleine:

P(ANnB')=P(A\B) =P(A) —P(ANB) =
P(A)—P(A)-P(B) =P(4A)-(1-P(B)) = P(A) - P(B"
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Niezaleznos$¢ n zdarzen losowych:

Zdarzenia A, A5, ..., A,, (n = 2) nazywamy
niezaleznymi zespotowo (albo wzajemnie) jesli:

P[4 )=] |Pcan

13 i€l
gdzie: I jest dowolnym, co najmnie;
dwuelementowym podzbiorem {1, 2, ..., n}.
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Niezaleznos¢ trzech zdarzen losowych:

Zdarzenia A4, A,, A3 nazywamy niezaleznymi
jesli:

e P(A; N A;) = P(A,) - P(4;)

e P(A; N A3) = P(A,) - P(43)

e P(A, NA3) = P(4;) - P(43)

e P(A;NA; NA3) = P(A;) - P(4;) - P(43)



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad

Niech Q = {wq, w4, w3, w,} i niech zdarzenia
elementarne bed3a jednakowo prawdopo-
dobne. Okreslmy zdarzenia

A={w,, w,}, B={wy, w3}, C={wy, w4},

/Zdarzenia A i B s3 niezalezne gdyz
1
P(ANB) = P({wy}) = 2

2

P(A)P(B) ===
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Podobnie pokazujemy niezaleznosc zdarzen
Ai1CorazBiC.

/Zdarzenia A, B, C sg parami niezalezne, lecz
nie sg niezalezne zespotowo, poniewaz

P(ANBNC)=PHw.}) = %

1
P(PBIP(C) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad
Losowanie karty z talii 52 kart. Przyjmijmy

oznaczenia:
A: karta jest kierem
B: karta jest figurg (tzn. krolem, damg lub

waletem)

' _ 13 _1 _12_3
Wdwczas P(A) —352 —14, 3P(B) = =
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