7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Matematyka Dyskretna

7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa

Dystrybuanta, wartos¢ oczekiwana, odchylenie standardowe



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dystrybuantg zmiennej losowej X nazywamy
funkcje Fy: R — R taka, ze:

Fy(k) = P(X < k)
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Przyktad:

Rzucamy dwiema symetrycznymi kostkami:
czteroscienng (z liczbg oczek od 1 do 4)
| szescioscienng. Niech:

Xmin(k, 1) = min{k, 1}, dla (k,1) € Q

Zdefiniuj i narysuj dystrybuante zmienne;
losowej X, in-
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Xmin (-Q) —
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Xmin ('Q‘) — {1) 2; 3; 4}
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Xmin (‘Q‘) — {1) 2; 3) 4}

k 1| 2 | 3

P(Xmin = k)
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Xmin('Q) — {1) 2; 3; 4}

k 1| 2 | 3

P(Xmin = k)
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Xmin('Q) — {1) 2; 3; 4}

k 1| 2 | 3

P(Xmin =k) | —
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Xmin('Q) — {1) 2; 3; 4}

k 1 | 2 3

9 | 7

P(X,,i, =k
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Xmin('Q) — {1) 2; 3; 4}

k 1 2 3
9 | 7 | 5
P(X,,i, =k
Kmin =1 57 22 24
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1123333
N1 23 4 44
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Xmin('Q) — {1) 2; 3; 4}

k 1 2 3| 4
9 | 7|5 | 3
P(Xpmin = k
Kmin =1 57 22 24 | 24
111111
P12 2 222
1123333
N1 234424
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Xmin ('Q‘) — {1) 2; 3; 4}

FXmin (k) = 9

\ P(Xmin = k)
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Xmin ('Q‘) — {1) 2; 3; 4}

FXmin (k) = <

(0dlak € (—,1)

P(Xmin

k)

24

24

24

24
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Xmin ('Q‘) — {1) 2; 3; 4}

(0dlak € (—oo,1)

9
— dlak € [1,2) k

FXmin(k) = < 24
P(Xmin = k)




7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Xmin ('Q‘) — {1) 2; 3; 4}

? dlak e
24 ¢4

Fy, . (k) =14 16

= dlake
72 e

(0 dlak € (—o,1)

[1,2)

[2,3)

k 11213 4
9|7 53
PMmin = 1) | o2 1 o2 57 22
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Xmin ('Q‘) — {1) 2; 3; 4}

FXmin (k) = <

\

? dlak e
24 ¢¢

16 vk e
24 ¢¢

21 ke
24 ¢¢

(0,dlak € (—x,1)

[1,2)
[2,3)

[3,4)

k 11213 4
9|7 53
PMmin = 1) | o2 1 o2 57 22
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Xmin ('Q‘) — {1) 2; 3; 4}

FXmin (k)

\

(0 dlak € (—o,1)

9
~ dlak e [1.2
o dlak€[L2)

16 ek er2s
7 Hak €[23)

2l ek ena
oz Hak€[34)

\ 1dlak € [4, x)

k 11213 4
9|7 53
PMmin = 1) | o2 1 o2 57 22
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Witasnosci dystrybuanty dyskretnej zmienne;
losowej:

e funkcja niemalejaca
e przyjmuje wartosci z przedziatu [0,1]

e prawostronnie ciggta

18



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad:

Niech:
(O0dlak € (—o,—2)
| 0,3dlak € [-2,3)
Fy(k) ={ 0,35dlak € [3,5)
0,85 dla k € [5,7)
1dlak € [7, )

Wyznacz rozktad prawdopodobienstwa
zmiennej losowej X.
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Fy(k) = 1

X(Q) =

0,3 dlak € [-2,3)
0,35 dla k € [3,5)
0,85 dla k € [5,7)

. 1ldlak € [7,0)

(0dlak € (—o0,—2)
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r0dlak € (—o0,—2)
0,3dlak € [-2,3)

Fy(k) =< 0,35dlak € [3,5)

0,85dla k € [5,7)

\ ldlak € |[7, )

X(Q) =1{-2,3,57}

P(X = k)

21
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r0dlak € (—o0,—2)
0,3dlak € [-2,3)

Fy(k) =< 0,35dlak € [3,5)

0,85dla k € [5,7)

\ ldlak € |[7, )

X(Q) ={-2,3,5,7}
P(X =—=2) =

P(X = k)

22
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0,3dlak € [-2,3)
Fy(k) =< 0,35dlak € [3,5)
0,85dla k € [5,7)
\ ldlak € |[7, )

X(Q)=1{-2,3,57}
P(X=-2)=03-0=0,3
P(X =3) =

(0dlak € (—o0,—2)

P(X = k)

0,3
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0,3dlak € [-2,3)
Fy(k) =< 0,35dlak € [3,5)
0,85dla k € [5,7)
\ ldlak € |[7, )

X(Q)=1{-2,3,57}
P(X=-2)=03-0=0,3
P(X =3) =0,35—-0,3 = 0,05
P(X =5) =

(0dlak € (—o0,—2)

P(X = k)

0,3

0,05

24
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0,3dlak € [-2,3)
Fy(k) =< 0,35dlak € [3,5)
0,85dla k € [5,7)
\ ldlak € |[7, )

X(Q) ={-2,3,5,7}
P(X=-2)=03-0=0,3
P(X =3)=0,35—0,3 = 0,05
P(X =5) =0,85—0,35 = 0,5
P(X =7) =

(0dlak € (—o0,—2)

P(X = k)

0,3

0,05

0,5

25
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0,3dlak € [-2,3)
Fy(k) =< 0,35dlak € [3,5)
0,85dla k € [5,7)
\ ldlak € |[7, )

X(Q) ={-2,3,5,7}
P(X=-2)=03-0=0,3
P(X =3)=0,35—0,3 = 0,05
P(X =5) =0,85—0,35 = 0,5
P(X=7)=1-0,85=0,15

(0dlak € (—o0,—2)

P(X = k)

0,3

0,05

0,5

0,15
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Przyktad:

Rzucamy symetryczng monetg az do momentu
gdy wypadnie pierwszy orzet. Niech zmienna
losowa Z oznacza liczbe wykonanych rzutéw.
/najdz rozktad prawdopodobienstwa Z,
dystrybuante oraz oblicz: P(Z = 6),
P(4<7Z2<5),P(Z<20),P(Z >10),

P(Z =30),P(5 <Z<15).
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Z(Q) =

28
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7(Q) =N

k 1 | 2 | 3

P(Z = k)
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7(Q) =N

k

P(Z = k)

N| = | =
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7(Q) =N

k

N| = | =
N
N| —
N—

N

P(Z = k)
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7(Q) =N

k

P(Z = k)

N| = | =
N
N | =
N—

N
N
N| =
N——
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7(Q) =N

k

P(Z = k)

N| = | =
N
N | =
N—

N
N
N| =
N——
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7(Q) =N

k

P(Z = k)

N| = | =

Fz(k) = 1
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7(Q) =N

k

2

3

P(Z = k)

N| = | =

3

2

3

3

Fz(k) = 1

(0dlak € (—oo,1)
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7(Q) =N

k 2 3

3

P(Z = k)

N| = | =

)

(0dlak € (—oo,1)
~ dlak €[1,2)
Fz(k) =+
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7(Q) =N

k

2

3

P(Z = k)

2

3

N| = | =

2 G

( Odlak € (—o,1)
~ dlak €[1,2)

Fa(k) =11 4 (%)2 dla k € [2,3)
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7(Q) =N

k 1 2 3 n
2 3 n
PZ=k) L (l) (1) (l)
2 \2) \2 2
( Odlak € (—oo,1)
~ dlak € [1,2)
2
F,(k) = 1 ~+(3) dlak €[23)
1t (1)2 + (1)3 TR +m(1)n dlak € [n,n + 1
2 2 2 2 a [ )
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7(Q) =N

k

P(Z = k)

N| = | =
N
N | =
N—

N
N
N| =
N——

P(Z = 6) =
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7(Q) =N

k

P(Z = k)

N| = | =

(

3

P(Z=6)=(

P(4<Z<5)

2
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Z(Q) =N

k 1| 2 | 3 n

2 3 n

re=b 31 6 - 6
re=0-()

5

P(4SZS5)=P(Z=4)+p(Z=5)=(%)4+(%)

P(Z <20) =

41
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7(Q) =N

k 1 2 3 n
2 3 n
SRIHCICIRG
ra-0- (3

5

P(4SZS5)=P(Z=4)+p(Z=5)=(%)4+(%)

P(Z < 20) = F,(20) (bo F;(k) = P(Z < k) z definicji)
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Fz(n)

Fz(k) = 1

f

1

~+
2

(

1

2

0dlak € (—o,1)
1
> dlak € [1,2)

2

1+(1) dlak € [2,3
> T\5) dlake]23)
2 13 ..lln

) +(§) ++(§) dlak € [ nn+1)

43



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

f 0dlak € (—o,1)
1
> dlak € [1,2)

2

Fz(k) =+ %+ G) dlak € [2,3)

2 3 177,

é+(%) +G) ++(§) dlak € [ nn+1)
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f 0dlak € (—o,1)
1
> dlak € [1,2)

2

Fz(k) =+ %+ G) dlak € [2,3)

2 3 177,

é+(%) +G) ++(§) dlak € [ nn+1)
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f 0dlak € (—o,1)
1
> dlak € [1,2)

2

Fz(k) =+ %+ G) dlak € [2,3)

2 3 177,

é+(%) +G) ++(§) dlak € [ nn+1)
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F,(n)=1-— (%)n, n €N

P(Z < 20) = F,;(20) =

47



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

F,(n)=1-— (%)n, n €N

P(Z < 20) = F;(20) = 1 — (%)20

P(Z > 10) =

48



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

F,(n)=1-— (%)n, n €N

P(Z <20) = F,(20) =1 — (%)20

P(Z>10)=1-P(Z <10) =

49



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

F,(n)=1-— (%)n, n €N

P(Z < 20) = F;,(20) =1 — (%)20

P(Z>10)=1—-P(Z <10) =1—F,(10) =

50



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

F,(n)=1-— (%)n, n €N

P(Z < 20) = F;(20) = 1 — (%)20

P(Z>1O)=1—P(ZS1O)=1—FZ(10)=1—(1—(

P(Z = 30) =

51
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F,(n)=1-— (%)n, n €N

P(Z < 20) = F;(20) = 1 — (%)20

P(Z>1O)=1—P(ZS1O)=1—FZ(1O)=1—(1—(

P(Z=30)=1-P(Z <30)=

52
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F,(n)=1-— (%)n, n €N

P(Z < 20) = F;(20) = 1 — (%)20

P(Z>1O)=1—P(ZS1O)=1—FZ(1O)=1—(1—(

P(Z=30)=1-P(Z<30)=1—-P(Z<29) =

53
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F,(n)=1-— (%)n, n €N

P(Z < 20) = F,(20) = 1 — (%)20

P(Z>1O)=1—P(ZS1O)=1—FZ(1O)=1—(1—G)10):(

P(Z=230)=1—-P(Z<30)=1—-P(Z <29 =1-F,(29) =
14,29

(-0

P(5<Z<15)=

1

2

o
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F,(n)=1-— (%)n, n €N

P(Z < 20) = F;(20) = 1 — (%)20

P(Z>1O)=1—P(ZS1O)=1—FZ(1O)=1—(1—G)10):(

P(Z>30)=1-P(Z<30)=1—-P(Z<29)=1-F,(29) =
129

(-0

P5<Z<15)=P(Z <15 —-P(Z<5) =

1

2

o
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F,(n)=1-— (%)n, n €N

P(Z < 20) = F;(20) = 1 — (%)20

P(Z>10)=1-P(Z<10) =1-F,(10) =1 - (1 - G)w) = (%)10

P(Z>30)=1-P(Z<30)=1—-P(Z<29)=1-F,(29) =
129

(-0

P(5<Z<15)=P(Z <15)—-P(Z<5)=P(Z<14)—-P(Z <4 =
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F,(n)=1-— (%)n, n €N

P(Z < 20) = F;(20) = 1 — (%)20

P(Z>10)=1-P(Z<10) =1-F,(10) =1 - (1 - G)w) = (%)10

P(Z>30)=1-P(Z<30)=1—-P(Z<29)=1-F,(29) =
129

1 29
1‘<1‘(z) )=(§)
P5<Z<15)=P(Z <15 —-P(Z<5)=P(Z<14)—-P(Z <4 =
F;(14) — Fz(4) =

57
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F,(n)=1-— (%)n, n €N

P(Z < 20) = F;(20) = 1 — (%)20

P(Z>10)=1-P(Z<10) =1-F,(10) =1 - (1 - G)w) = (%)10

P(Z>30)=1-P(Z<30)=1-P(Z<29) =1-F,(29) =

129 129
1‘<1‘(z) )=(§)
P5<Z<15)=P(Z <15 —-P(Z<5)=P(Z<14)—-P(Z <4 =

F,(14) — F,(4) = 1 — G)M _ (1 _ (%)4) _
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F,(n)=1-— (%)n, n €N

P(Z < 20) = F;(20) = 1 — (%)20

P(Z>10)=1-P(Z<10) =1-F,(10) =1 - (1 - G)w) = (%)10

P(Z>30)=1-P(Z<30)=1—-P(Z<29)=1-F,(29) =
129

(-0

P(5<Z<15)=P(Z <15)—-P(Z<5)=P(Z<14)—-P(Z <4 =

F,(14) —F,(4) =1 — G)M B (1 - (%)4) N (%)4 B (%)14
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dystrybuanta czesto utatwia obliczenie
orawdopodobienstwa znalezienia sie zmiennej
osowej w przedziale liczbowym, gdyz:

Fy(k) = P(X € (—, k])

Czyli:
P(X < b) = Fyx(b)
P(X>a)=1-Fy(a)
Pla< X <b)=Fy(b)— Fx(a)



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Wartoscig oczekiwang (wartoscig przecietng,
nadziejg matematyczng, srednig) dyskretnej
zmiennej losowej X nazywamy liczbe:

EOO = ) X(w)- P({w))

wE)

Czesto wartosc oczekiwang liczymy ze wzoru:

E(X) = z k-P(X = k)

KEX(Q)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dowdd:

EX) = ) X(w)-P({w)) =

wWE)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dowdd:

ED =) X(w)-P(@h= ) > X(w) P((w) =

WEN kEX(Q) WEQ:
X(w)=k
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Dowdd:

ED =) X(w)-P(@h= ) > X(w) P((w) =

=) kex(Q) wel:
X(w)=k
> Y kepn-
keX(Ql) well:

X(w)=k



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dowdd:

ED =) X(w)-P(@h= ) > X(w) P((w) =

WEN keEX(Q) wEQ:
X(w)=k

> ) kePQuh= ) ke Y P{w)) =
keX(Q) wel: keX(Q) wWE:

X(w)=k X(w)=k
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dowdd:

ED =) X(w)-P(@h= ) > X(w) P((w) =

WEN kEX(Q) wEQ:
X(w)=k

> D kPqeh= Y ke ) P =
keX(Q) wel: keX(Q) wWE:
X(w)=k X(w)=k
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Interpretacja fizyczna

Masa odcinka (-e=,x> wynosi F(x), wartosc¢
oczekiwana jest wspotrzedng srodka masy.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad:

Niech X oznacza wynik rzutu symetryczng
szescienng kostkg do gry. Oblicz srednig
wartos¢ zmiennej losowej X.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

X(Q) =1{1,2,3,4,5,6}

k 1 | 2

QN =W

1 |1

N =

QN| = | U1

N = O
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

X(Q) =1{1,2,3,4,5,6}

k 123456
1 110111
PX=k)| = = | Z | = = Z
6 6 6 6 6|6

E(X) = Ykexqp k- PX =k) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

X(Q) =1{1,2,3,4,5,6}

k 12 34,56
11 1,1 1 1

PX=k)| = = | = 2|2 2
6 6 6 6 6 6

E(X) = Ykexcy k- PX =k) =
1.1+2.1+3.1+4.1+5.1+6.1
6 6 6 6 6 6
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

X(Q) =1{1,2,3,4,5,6}

k 123456
1 110111
PX=k)| = = | Z | = = Z
6 6 6 6 6|6

E(X) = Ykexcy k- PX =k) =
1.1+2.1+3.1+4.1+5.1+6.1:
6 6 6 6 6 6

= (1+2+43+4+45+6)=—--21===

NN
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad:

Gra polega na wyciggnieciu trzech kul z urny
zawierajgcej 1 kule biatg, 5 czerwonych

i 10 czarnych. Jesli gracz wyciggnie same kule
czerwone, to wygrywa 10 zt, jesli wyciggnie
kule we wszystkich kolorach, to wygrywa 2 zt.
Za udziat w grze gracz ptaci 1 zt. Oblicz Sredni
zysk prowadzacego gre.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

Z — zysk prowadzgacego gre (w ztotowkach)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

Z — zysk prowadzacego gre (w ztotowkach), E(Z) =?
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

Z — zysk prowadzacego gre (w ztotowkach), E(Z) =?
Z(Q) =
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Z — zysk prowadzacego gre (w ztotowkach), E(Z) =?
Z(Q) ={1,—-1,-9}

k 1 | —-1]-9

P(Z = k)

Q] =



Z — zysk prowadzacego gre (w ztotowkach), E(Z) =?
Z(Q) ={1,—-1,-9}

k 1 |-1]-9
P(Z =k)
1,3y (16 _ 160 161514 _ .. o o _
Q] = [Cel _(3)_3!-13!_ 75~ 16°5:7=>560



Z — zysk prowadzacego gre (w ztotowkach), E(Z) =?
Z(Q) ={1,—-1,-9}

k 1 |-1]-9
P(Z =k)
1,3y (16 _ 160 161514 _ .. o o _
Q] = [Cel _(3)_3!-13!_ 75~ 16°5:7=>560

P(Z=-9)=
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Z — zysk prowadzacego gre (w ztotowkach), E(Z) =?
Z(Q) ={1,—-1,-9}

k 1 |-1]-9
P(Z =k)
1,3y (16 _ 160 161514 _ .. o o _
Q] = [Cel _(3)_3!-13!_ 75~ 16°5:7=>560

_ _ogy_lesl _ 10 1
P(Z = 9)_50_560_56
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Z — zysk prowadzacego gre (w ztotowkach), E(Z) =?
Z(Q) ={1,—-1,-9}

k 1 | —1]-9
1
P(Z=k —
( ) ¥
1,3y (16 _ 160 161514 _ .. o o _
|Q|_|cl6|_(3)_—3!_13!_ 222 =16-5-7 =560

_ _ogy_lesl _ 10 1
P(Z = 9)_560_560_56



Z — zysk prowadzacego gre (w ztotowkach), E(Z) =?
Z(Q) ={1,—-1,-9}

k 1 | —1]-9
1
P(Z=k —
( ) ¥
1,3y (16 _ 160 161514 _ .. o o _
|Q|_|cl6|_(3)_—3!_13!_ 222 =16-5-7 =560

_ _ogy_lesl _ 10 1
P(Z = 9)_560_560_56

P(Z=-1)=
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Z — zysk prowadzacego gre (w ztotowkach), E(Z) =?
Z(Q) ={1,—-1,-9}

k 1 |-1]-9
1
P(Z = k) =
Q| = |C3| = (136) = - =2"=16-5-7 =560
P(Z =—1) = ColICsIICT] _ 50 _ 5

560 560 56
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Z — zysk prowadzacego gre (w ztotowkach), E(Z) =?
Z(Q) ={1,—-1,-9}

k 1 -1 -9
5 | 1
P2 =k) 56 | 56
Q| = |C3| = (136) = - =2"=16-5-7 =560
P(Z =—1) = ColICsIICT] _ 50 _ 5

560 560 56



Z — zysk prowadzacego gre (w ztotowkach), E(Z) =?
Z(Q) ={1,—-1,-9}

k 1 | —1]-9
50 | 5 1
PZ=k) —
56 | 56 | 56
1,31 (16 _ 16! 161514 R
Q] = [Cie] = ( 3 ) =i - 23~ 16757 =560
3
p(zz_g)zﬂzﬂzi
560 560 56
1 (1,1

560 560 56



Z — zysk prowadzacego gre (w ztotowkach), E(Z) =?
Z(Q) ={1,—-1,-9}

k 1 1 -1/-9
P(Z =k) @ > | 1
56 | 56 | 56

E(Z) =



Z — zysk prowadzacego gre (w ztotowkach), E(Z) =?
Z(Q) ={1,—-1,-9}

k 1 1 -1/-9
P(Z =k) @ > | 1
56 | 56 | 56

50 5 1
E(Z)_1°§_1°56 56



Z — zysk prowadzacego gre (w ztotowkach), E(Z) =?
Z(Q) ={1,—-1,-9}

k 1 —1]-9
pz=1y 0 5 1
56 | 56 | 56
EZ)=1-2-1.2-9.==2_2_2_24044
56 56 56 56 56 56 56



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad:

lle musiataby by¢ rowna gtowna wygrana
W poprzedniej grze, aby gra byta sprawiedliwa?
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Gra jest sprawiedliwa jesli sSrednia wygrana
gracza (Srednia wygrana prowadz3acego gre)
jest rowna 0.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna .
Z — zysk prowadzgacego gre (w ztotowkach)
x — gtdwna wygrana (w ztotdwkach)

Z(Q) ={1,-1,7)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna .
Z — zysk prowadzgacego gre (w ztotowkach)
x — gtdwna wygrana (w ztotdwkach)

Z(Q) = {1,-1,1 — x}
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Z — zysk prowadzgacego gre (w ztotowkach)
x — gtdwna wygrana (w ztotdwkach)

Z(Q) = {1,-1,1 — x}

k 1 | —-1]/1—x

1

bz 051
56 56| 56

E(Z) =



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
Z — zysk prowadzgacego gre (w ztotowkach)
x — gtdwna wygrana (w ztotdwkach)

Z(Q) = {1,-1,1 — x}

k 1 | —-1]/1—x

1

bz 051
56 | 56 | 56

50 5 1
EZ)=1-2-1-—+1-x) —=
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
Z — zysk prowadzgacego gre (w ztotowkach)
x — gtdwna wygrana (w ztotdwkach)

Z(Q) = {1,-1,1 — x}

k 1 | —-1]/1—x

1

bz 051
56 | 56 | 56

1 50 5 1—x

56 56 56 @ 56

50 5
EZ)=1-2Z-1-—+(1-x) =

46—Xx
56




7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
Z — zysk prowadzgacego gre (w ztotowkach)
x — gtdwna wygrana (w ztotdwkach)

Z(Q) = {1,-1,1 — x}

k 1 | —-1]/1—x

1

bz 051
56 | 56 | 56

1 50 5 1—x

56 56 56 @ 56

50 5
EZ)=1-2Z-1-—+(1-x) =

46—Xx
56

:Oﬁ




7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
Z — zysk prowadzgacego gre (w ztotowkach)
x — gtdwna wygrana (w ztotdwkach)

Z(Q) = {1,-1,1 — x}

k 1 | —-1]/1—x

1

bz 051
56 | 56 | 56

1 50 5 1—x

56 56 56 ' 56
=0=>46—x=0>x =46

50 5
EZ)=1-2Z-1-—+(1-x)

46—Xx




Wtasnosci wartosci oczekiwanej:

e F(a)=adlaaeR
eF(a-X)=a-E(X)dlaa eR
o E(X+Y)=EX)+ E(Y)



e F(X

7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

a) = E(X)

adlaa € R

E(X) jest miarg potozenia.

* E(Xi-

1Xi) —

i=1 E(X;)

e dla dowolnej funkcji f: R - R mamy

E(f(X)) = Xrexcy f(k) - P(X = k)

e jezeli X i Y sg niezalezne, to
EXX-Y)=E(X)-E(Y)



o jezeli X1, X5, ..., X,; s3 niezalezne, to
n TN
E(liz1 Xi) = [liz1 E(X))
Definicja:
E(X) = Ykexcy k- P(X = k)
Wtasnos¢: E(a) = adlaa € R
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Definicja:

E(X) = Siexk - P(X = k)
Wtasnos¢: E(a) = adlaa € R
Dowdd: E(a) =
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Definicja:

E(X) = Skexiy k  PX = k)
Wtasnos¢: E(a) = adlaa € R
Dowdd: E(a) =a-1=a

102



Definicja:
E(X) = Bkex k- PX = k)
Wtasnosé: E(a-X) =a-E(X)dlaa € R
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Definicja:

E(X) = Zxex k- P(X = k)

Wtasnosé: E(a-X) =a-E(X)dlaa € R
Dowdd: E(a - X) =
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Definicja:

E(X) = Bkex k- PX = k)

Wtasnosé: E(a-X) =a-E(X)dlaa € R
Dowdd: E(a - X) = Xkexcya@-k-P(X =k) =
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Definicja:

E(X) = Zxex k- P(X = k)

Wtasnosé: E(a-X) =a-E(X)dlaa € R
Dowdd: E(a - X) = Xkexcya@-k-P(X =k) =
a- Lrexcy k- P(X =k) =
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Definicja:
E(X) = Bkex k- PX = k)
Wtasnosé: E(a-X) =a-E(X)dlaa € R

DOWédE(aX) — ZkEX(.Q)a' k P(X = k) —
a-Yrexqyk - P(X=k)=a-EX)
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Definicja:
E(X) = Skexy k- P(X = k)
Witasnos¢: E(X +Y) =E(X) + E(Y)
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Definicja:

E(X) = Skex k- P(X = k)
Witasnos¢: E(X +Y) =E(X) + E(Y)
Dowdd: E(X +Y) =
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Definicja:
E(X) = Skexy k- P(X = k)
Witasnos¢: E(X +Y) =E(X) + E(Y)

Dowod: E(X + Y) = ZkEX(Q)(k + l) . P(X — k,Y = l) —
leY (Q)
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Definicja:
E(X) = Skexy k- P(X = k)
Witasnos¢: E(X +Y) =E(X) + E(Y)

Dowod: E(X + Y) = ZkEX(Q)(k + l) . P(X — k,Y = l) —
leY (Q)

dkexc k -PX =kY =D+ Ykexcnp! - PX =k Y =1)=
LEY (Q) LeY (Q)
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Definicja:
E(X) = Skexy k- P(X = k)
Witasnos¢: E(X +Y) =E(X) + E(Y)

Dowod: E(X + Y) = ZkEX(Q)(k + l) . P(X — k,Y = l) —
leY (Q)

dkexc k -PX =kY =D+ Ykexcnp! - PX =k Y =1)=
LEY (Q) LeY (Q)

2rex) K- ey PX =k Y =1) +
eyl Zkexcy PX =k, Y =1) =
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Definicja:
E(X) = Skexy k- P(X = k)
Witasnos¢: E(X +Y) =E(X) + E(Y)

Dowod: E(X + Y) = ZkEX(Q)(k + l) . P(X — k,Y = l) —
leY (Q)

kex(k - PX =k, Y =1+ Ykexy! - PX =k, Y =1) =
leY(Q) leY(Q)

2rex) K- ey PX =k Y =1) +

eyl Zkexcy PX =k, Y =1) =

2rex) k- P(X =k) + Xieyyl - P(Y = 1) =
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Definicja:
E(X) = Skexy k- P(X = k)
Witasnos¢: E(X +Y) =E(X) + E(Y)

Dowod: E(X + Y) = ZkEX(Q)(k + l) . P(X — k,Y = l) —
leY (Q)

dkexc k -PX =kY =D+ Ykexcnp! - PX =k Y =1)=
LEY (Q) LeY (Q)

2rex@) K- ey PX =k Y =1) +
ey ! Zkex( PX =k, Y =1) =
Yrexy k- P(X =k) + Yieycy! - P(Y =1) =EX) + E(Y)
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Definicja:
E(X) = Siexoy k- P(X = k)
Wtasno$¢: E(X +a) =E(X)+adlaa eR
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Definicja:

E(X) = Skex k- PX = k)

Wtasno$¢: E(X +a) =E(X)+adlaa eR
Dowdd: E(X + a) =
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Definicja:

E(X) = Skex k- PX = k)

Wtasno$¢: E(X +a) =E(X)+adlaa eR
Dowdd: E(X +a) =EX)+ E(a) =
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Definicja:

E(X) = Skex k- PX = k)

Wtasno$¢: E(X +a) =E(X)+adlaa eR
Dowdd: E(X +a) =EX)+E(a) =E(X)+a
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Definicja:
E(X) = Xkexq k- P(X = k)
Wiasnoéé: E(X™, X)) = X E(X;)
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Definicja:

E(X) = Skexc k- P(X = k)

Wiasnosé: E(Qiu1 X;) = Xin E(X;)

Dowod: E(XiL1 X)) =EX1 + X + -+ X1 + X)) =
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Definicja:
E(X) = Xkexq k- P(X = k)
Wiasnoéé: E(X™, X)) = X E(X;)

Dowod: E(Z?=1Xl) = E(Xl + XZ + o+ Xn—l + Xn) —
E((Xy+ X+ + X )+ X,) =
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Definicja:

E(X) = Skexc k- P(X = k)

Wiasnosé: E(Qiu1 X;) = Xin E(X;)

Dowod: E(XiL1 X)) =EX1 + X + -+ X1 + X)) =

E((Xy+ X4+ Xy )+ X)) =EX; + Xy + -+ X)) +
E(Xy) ==
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Definicja:

E(X) = Skexc k- P(X = k)

Wiasnosé: E(Qiu1 X;) = Xin E(X;)

Dowod: E(XiL1 X)) =EX1 + X + -+ X1 + X)) =

E((Xy+ X4+ Xy )+ X)) =EX; + Xy + -+ X)) +
E(Xn) — = E(Xl) + E(XZ) + et E(Xn—l) + E(Xn) —
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Definicja:

E(X) = Xkexq k- P(X = k)

Wiasnosé: E(Qiu1 X;) = Xin E(X;)

Dowod: E(XiL1 X)) =EX1 + X + -+ X1 + X)) =
E((Xy+ X4+ Xy )+ X)) =EX; + Xy + -+ X)) +

E(Xn) — = E(Xl) + E(XZ) + et E(Xn—l) + E(Xn) —
i=1 E(Xp)
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Definicja:
E(X) = Xrexqy k- P(X = k)
Wiasnosé: E(f (X)) = Xrexc f (k) - P(X = k)
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Definicja:
E(X) = Xrexqy k- P(X = k)
Wiasnosé: E(f (X)) = Xrexc f (k) - P(X = k)

Dowodd: wynika z definicji
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Definicja:
E(X) = Bkex k- PX = k)
Witasnosé: X, Y —niezalezne= E(X -Y) = E(X) - E(Y)

127



Definicja:

E(X) = Bkex k- PX = k)

Witasnosé: X, Y —niezalezne= E(X -Y) = E(X) - E(Y)
Dowdd: E(X - Y) =
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Definicja:
E(X) = Bkex k- PX = k)
Witasnosé: X, Y —niezalezne= E(X -Y) = E(X) - E(Y)

Dowdd: E(X - Y) = Ykexc k- L - P(X =k, Y =1) =
leY (Q)
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Definicja:
E(X) = Bkex k- PX = k)
Witasnosé: X, Y —niezalezne= E(X -Y) = E(X) - E(Y)

Dowdd: E(X - Y) = Ykexc k- L - P(X =k, Y =1) =
leY (Q)

Ykexk - PX=k)-P(Y =1 =
leY (Q)

130



Definicja:
E(X) = Bkex k- PX = k)
Witasnosé: X, Y —niezalezne= E(X -Y) = E(X) - E(Y)

leY (Q)
Yrexap k- PX=k)-P(Y=1) =
leY (Q)

Crexc k- PX =K) - Ciery! - PY =D) =
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Definicja:
E(X) = Bkex k- PX = k)
Witasnosé: X, Y —niezalezne= E(X -Y) = E(X) - E(Y)

leY (Q)
Yrexap k- PX=k)-P(Y=1) =
leY (Q)

Crexc k- PX =K) Ciery! - PY =D) =EX) - E()
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7. Dyskretna teora prawdopodobieistwa - Matematyka Dyskretna
Definicja:

E(X) = Siexoy k- P(X = k)

Wiasnosé: X4, X5, ..., X,, —niezalezne = E([[i21 X;) = [Iix{ E(X;)

133



Definicja:

E(X) = Skex k- PX = k)

Wiasnosé: X4, X5, ..., X,, —niezalezne = E([[i21 X;) = [Iix{ E(X;)
Dowdd: E([;21 X;)) = E(X;y - Xp - oot Xppoq - X)) =
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7. Dyskretna teora prawdopodobieistwa - Matematyka Dyskretna

Definicja:

E(X) = Siexoy k- P(X = k)

Wiasnosé: X4, X5, ..., X,, —niezalezne = E([[i21 X;) = [Iix{ E(X;)

Dowdd: E(J[i=1 Xi) = E(Xy - Xy« voos Xppoq - Xp) =
E((Xy Xz s Xpog) - Xp) =
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7. Dyskretna teora prawdopodobieistwa - Matematyka Dyskretna

Definicja:

E(X) = Siexoy k- P(X = k)

Wiasnosé: X4, X5, ..., X,, —niezalezne = E([[i21 X;) = [Iix{ E(X;)

Dowdd: E(JT1 X)) = E(Xy - Xy - oo Xppeq - Xpp) =
E((Xy Xy or Xpno1)  Xp) =EXy - Xy v o Xpiq) - E(Xp) =

136



Definicja:

E(X) = Skex k- PX = k)

Wiasnosé: X4, X5, ..., X,, —niezalezne = E([[i21 X;) = [Iix{ E(X;)
Dowdd: E([;21 X;)) = E(X;y - Xp - oot Xppoq - X)) =

E((Xy Xy or Xpno1)  Xp) =EXy - Xy v o Xpiq) - E(Xp) =
W=EX) EXy) it E(X,_y) - E(X,) =
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Definicja:

E(X) = Skex k- PX = k)

Wiasnosé: X4, X5, ..., X,, —niezalezne = E([[i21 X;) = [Iix{ E(X;)
Dowdd: E([;21 X;)) = E(X;y - Xp - oot Xppoq - X)) =

E((Xy Xy or Xpno1)  Xp) =EXy - Xy v o Xpiq) - E(Xp) =
W =EX) - EXp) .t E(Xp—q) - E(Xy) = ?=1E(Xi)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

Jesli zmienna losowa X ma rozktad jednostajny tzn.
Nkex(w) P(X =k) = %, to wartosc¢ oczekiwana jest srednig

arytmetyczng wartosci funkcji X. Ogolnie, wartos¢ oczekiwana jest
tzw. srednig wazong z przybieranych wartosci k z
odpowiadajgcymi im prawdopodobienstwami jako wagami.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad:

Rzucamy dwiema symetrycznymi kostkami.
Niech X; oznacza wynik rzutu na pierwszej
kostce, X, oznacza wynik rzutu na drugie;
kostce, zas X, — sume oczek na obydwu
costkach. Oblicz E(X7), E(X,), E(X,), E(X?),
E(2X, —3), E(X; - X5).
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

k

P(X, = k)

| =

| =
QN = | U1
| = O
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

k 1123|456
11,11 1|1
P= 616 6 6 6 6

E(Xy) = E(Xp) =2

XS:X1 +X2
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

k 1123|456
11,11 1|1
P= 616 6 6 6 6

7
E(X1) — E(Xz) :5
XS :Xl +X2
E(Xs) — E(X1 ‘|‘Xz) —
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

k 1 2 34|56
e L
E(Xy) = E(X;) =2
X, =X, + X,
EX)=EX, +X,) =EX) +E(X,) =Z+-="=7
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

k 1 2 34|56
e L
E(Xy) = E(X;) =2
X, =X, + X,
EX)=EX, +X,) =EX) +E(X,) =Z+-="=7

E(X?) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

k 11 2] 3| 4|5 ]| 6
1 11 111
P&=0 ¢ 15 6.5 5 6

E(X) =E(Xy) =7

XS:Xl +X2

E(Xs) = E(X; + X3) = E(Xy) + E(X>) :%+§:12_4=7

E(X2) =122 422.2432.2442.2452.2462.2 =
6 6 6 6 6 6
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

k 11 2] 3| 4|5 ]| 6
1 11 111
P&=0 ¢ 15 6.5 5 6

E(X) =E(Xy) =7

XS:X1+X2

EX)=E(X+X) =EQX) +EX) =2+-=—=7

E(X2) =122 422.2432.2442.2452.2462.2 =
6 6 6 6 6 6

= (1+4+9+16+25+36) =--91 ==
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

k 1123|456
11,11 1|1
P= 616 6 6 6 6

E(Xy) = E(Xp) =2

E(2X, — 3) =

148



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

k 1123|456
11,11 1|1
P= 616 6 6 6 6

E(Xy) = E(Xp) =2

E(2X,—-3)=2-E(X,) —3 =

149



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

k 1 1 23 |4 5] 6
1 /111 1|1
P =k 5 6.6 6 6 &

7
E(Xy) = E(Xy) =
EQ2X,-3)=2-E(X,)—3=2-2-3=7-3=4
E(X; - X3) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

k 1123|456
11,11 1|1
P= 616 6 6 6 6

7
E(Xy) = E(X) = -
EQ2X,-3)=2-E(X,)—3=2-2-3=7-3=4

E(X,-X,) =E(X,) E(X;,) (bo X{, X, —niezalezne)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

k 1 1 23 |4 5] 6
1 /111 1|1
P =k 5 6.6 6 6 &

7
E(X) = E(X,) =2
E(2X2—3)=2-E(X2)—3:2E—3:7_3:4
E(X,-X,) =E(X,) E(X;,) (bo X{, X, —niezalezne)

E(X,-X;) =E(X)) - E(X;) ==

N |
I
|
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Wariancjg dyskretnej zmiennej losowej X
nazywamy liczbe:

p2(X) =E (X —E())")

czyli:

D2(X) = Z (k—EX)) - P(X = k)

KEX(Q)



Wtasnosci wariancji:

e DX(X) = E(X?) — (E(X))”
eD?(a)=0dlaa €R

e D%(a-X)=a*-D*(X)dlaa € R
e D“(X + a) = D*(X)

Wariancja jest miarg rozrzutu.



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

e jesli X i Y sg niezalezne, to
D*(X +Y) =D*(X) + D*(Y)

o jesli X1, X5, ..., X}, sa niezalezne, to
D*(Xiz1 Xi) = Xiz1 D2 (X))
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
Definicja:

2
p2(x) =E ((X - EX))")

Wtasnoéé: D (X) = E(X?) — (E(X))Z

156



Definicja:
p?(X) = E((X —EX))")
Wtasnoéé: D (X) = E(X?) — (E(X))Z

Dowdd: D2(X) = E (X — E(X))) =

157



Definicja:

p?(X) = E((X —EX))")

Wtasnosé: D2(X) = E(X?) — (E(X))2
Dowdd: D?(X) = E ((X = E(X))Z) =
E (X2 - 2XE(X) + (E(X))") =

158



Definicja:

D) =E((X —EX))")

Wtasnosé: D2(X) = E(X?) — (E(X))2
Dowdd: D?(X) = E ((X = E(X))Z) =
E (X2 - 2XE(X) + (E(X))") =

E(X?) — E(2XE(X)) + E ((E(X))") =



Definicja:

D) =E((X —EX))")

Wtasnosé: D2(X) = E(X?) — (E(X))2
Dowdd: D?(X) = E ((X = E(X))Z) =
E (X2 - 2XE(X) + (E(X))") =

E(X?) — E(2XE(X)) + E ((E(X))") =
E(X?) —2E(X)E(X) + (E(X))2 =



Definicja:

D) =E((X —EX))")

Wtasnosé: D2(X) = E(X?) — (E(X))2
Dowdd: D?(X) = E ((X = E(X))Z) =
E (X2 - 2XE(X) + (E(X))") =

E(X?) — E(2XE(X)) + E ((E(X))") =

E(X?) —2E(X)E(X) + (E(X))2 =
() - 2(E)” + (B())’ =



Definicja:

D) =E((X —EX))")

Wtasnosé: D2(X) = E(X?) — (E(X))2
Dowdd: D?(X) = E ((X = E(X))Z) =
E (X2 - 2XE(X) + (E(X))") =

E(X?) — E(2XE(X)) + E ((E(X))") =

E(X?) — 2ECOEX) + (E(X))" =
E(x?) —2(EX)) +(EX)) = EX?) — (ECD)



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
Definicja:

2
p2(x) =E ((X - EX))")

Wtasnos$é: D?(a) = 0dlaa € R

163



Definicja:

2
p2(x) =E ((X - EX))")
Wtasnos$é: D?(a) = 0dlaa € R

Dowdd: D%(a) = E ((a — E(a))z) =

164



Definicja:

2
p2(x) =E ((X - EX))")
Wtasnos$é: D?(a) = 0dlaa € R

Dowdd: D2(a) = E ((a - E(@)”) = E((a — a)?) =

165



Definicja:

2
p2(x) =E ((X - EX))")
Wtasnos$é: D?(a) = 0dlaa € R

Dowdd: D2(a) = E ((a - E(@)”) = E((a — a)?) =
E(0%) =

166



Definicja:

2
p2(x) =E ((X - EX))")
Wtasnos$é: D?(a) = 0dlaa € R

Dowdd: D2(a) = E ((a - E(@)”) = E((a — a)?) =
E(02) = 0

167



Definicja:
2
p2(x) =E ((X - EX))")
Wiasnoéé: D?(a - X) = a? - D?(X) dlaa € R
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Definicja:
2
p2(x) =E ((X - EX))")
Wiasnoéé: D?(a - X) = a? - D?(X) dlaa € R

Dowéd: D2(a - X) = E((a-X - E(a-X))") =

169



Definicja:

p2(x) =E ((X - EX))")

Wiasnosé: D2(a - X) = a? - D2(X) dlaa € R
Dowéd: D2(a - X) = E((a-X - E(a-X))") =
E((a-X—a-E(X)")=

170



Definicja:

p2(x) =E ((X - EX))")

Wiasnosé: D2(a - X) = a? - D2(X) dlaa € R
Dowéd: D2(a - X) = E((a-X - E(a-X))") =
E((a-X-a-EX)")=E((a- X-EX)))") =

171



Definicja:

p2(x) =E ((X - EX))")

Wiasnosé: D2(a - X) = a? - D2(X) dlaa € R
Dowéd: D2(a - X) = E((a-X - E(a-X))") =
E((a-X-a-EX)")=E((a- X-EX)))") =
E(a?- (X - EX)") =

172



Definicja:

p2(x) =E ((X - EX))")

Wiasnosé: D2(a - X) = a? - D2(X) dlaa € R
Dowéd: D2(a - X) = E((a-X - E(a-X))") =
E((a-X-a-EX)")=E((a- X-EX)))") =
E(a?- (x—EX)")=a? E((X-EWX))) =

173



Definicja:

p2(x) =E ((X - EX))")

Wiasnoéé: D2(a - X) = a? - D*(X) dlaa € R

Dowdd: D2(a - X) = E ((a X —E(a- X))Z) -
E((a-X-a-EX)")=E((a- X-EX)))") =

E (a2 (X - E(X))z) —a?-E ((X — E(X))Z) = a2 - D2(X)



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
Definicja:

p2(x) =E ((X - EX))")
Wiasnoéé: D% (X + a) = D?(X)

175



Definicja:

2
p2(x) =E ((X - EX))")
Wiasnoéé: D% (X + a) = D?(X)

Dowéd: D2(X +a) = E (((X +a) — E(X + @))") =

176



Definicja:

p2(x) =E ((X - EX))")

Wiasnosé: D2(X + a) = D2(X)

Dowéd: D2(X +a) = E (((X +a) — E(X + @))") =
E((X+a-(EX+)) =

177



Definicja:

p2(x) =E ((X - EX))")

Wtasnoéé: D2(X + a) = D2(X)

Dowéd: D2(X +a) = E (((X +a) — E(X + @))") =

E((X+a-(EX+a))=E(X +a-EX)—a)?) =

178



Definicja:

p2(x) =E ((X - EX))")

Wiasnoéé: D2(X + a) = D?(X)

Dowéd: D2(X + a) = E (((X ta)—EX+ a))z) -

E ((X +a—(EX)+ a))z) —E((X+a—-EX) —a)?) =
E((X-E)") =

179



Definicja:

p2(x) =E ((X - EX))")

Wiasnoéé: D2(X + a) = D2(X)

Dowéd: D2(X + a) = E (((X ta)—EX+ a))z) -

E ((X ta—(EX) + a))z) — E((X +a—EX) —a)?) =
E ((X _ E(X))Z) — D2(X)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Wzér:
D2(X) = E(X?) - (E(X))°
Wtasnoéé: X, Y- niezalezne = D?(X +Y) = D?(X) + D?(Y)

181



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Wzér:
D2(X) = E(X?) - (E(X))°
Wtasnoéé: X, Y- niezalezne = D?(X +Y) = D?(X) + D?(Y)

Dowéd: D2(X +Y) = E((X + V)?) — (E(X +1))" =

182



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Wzér:
D2(X) = E(X?) - (E(X))°
Wtasnoéé: X, Y- niezalezne = D?(X +Y) = D?(X) + D?(Y)

Dowéd: D2(X +Y) = E((X + V)?) — (E(X +1))" =
E(X? +2XY +Y2) — (E(X) + E(Y))" =

183



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Wzér:
D2(X) = E(X?) - (E(X))°
Wtasnoéé: X, Y- niezalezne = D?(X +Y) = D?(X) + D?(Y)

Dowéd: D2(X +Y) = E((X + V)?) — (E(X +1))" =
E(X2 +2XY +Y2) — (E(X) + E(Y))” =
E(X?) + EQXY) +E(Y?) — ((ECO)" + 2EQOEM) + (E(N))°) =

184



Wzdr:

D2(X) = E(X?) — (E(X))"

Wtasnoéé: X, Y- niezalezne = D?(X +Y) = D?(X) + D?(Y)

Dowéd: D2(X +Y) = E((X + V)?) — (E(X +1))" =

E(X2 +2XY +7Y2) — (E(X) + E())" =

E(X?) + EQXY) +E(Y?) — ((ECO)" + 2EQOEM) + (E(N))°) =
E(X?) + 2EOEY) + E(Y?) — (E(X))" = 2ECOE(Y) — (E(Y))” =

185



Wzor:

D2(X) = E(X?) - (EX))°

Wtasnoéé: X, Y- niezalezne = D?(X +Y) = D?(X) + D?(Y)

Dowéd: D2(X +Y) = E((X + V)?) — (E(X +1))" =

E(X? +2XY +Y2) — (E(X) + E(Y))" =

E(X?) + EQXY) +E(Y?) — ((ECO)" + 2EQOEM) + (E(N))°) =
E(X2) + 2E()EY) + E(YY) — (E(X))" = 2EEY) — (E(V))” =
EX?) — (EX)) +E(Y?) — (E())" =
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Wzor:

D2(X) = E(X?) — (E(X))’

Wtasnoéé: X, Y- niezalezne = D?(X +Y) = D?(X) + D?(Y)

Dowéd: D2(X +Y) = E((X + V)?) — (E(X +1))" =

E(X? +2XY +Y2) — (E(X) + E(Y))" =

E(X?) + E(2XY) + E(Y?) — ((E(X))2 + 2E(X)E(Y) + (E(Y))Z) _
E(X2) + 2E()EY) + E(YY) — (E(X))" = 2EEY) — (E(V))” =
E(X?) - (E)" + E(?) — (E()” = D2(X) + D(Y)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Wzor:
D?(X) = E(X?) — (EX))’
Wrtasno$é: Xy, X5, ..., X,, — niezalezne = D4 (X, X;) = X1, D*(X))
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Wzor:

D2(X) = E(x?) — (E(X))’

Wrtasno$é: Xy, X5, ..., X,, — niezalezne = D4 (X, X;) = X1, D*(X))
Dowdd: D2(X™, X)) = D?(X; + Xy + -+ Xpioq + X)) =

189



7. Dyskretna teoria rawdopodabiefistwa - Matematyk Dysretns
Wzor:

D2(X) = E(X)) — (E(X))’

Wrtasno$é: Xy, X5, ..., X,, — niezalezne = D4 (X, X;) = X1, D*(X))

Dowdd: D2(X™, X)) = D?(X; + Xy + -+ Xpioq + X)) =
D2((X1 + Xy + -+ Xy q) + Xp) =

190



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Wzor:
D?(X) = E(X?) — (EX))’
Wrtasno$é: Xy, X5, ..., X,, — niezalezne = D4 (X, X;) = X1, D*(X))

Dowdd: D2(X™, X)) = D?(X; + Xy + -+ Xpioq + X)) =
D2((Xy + Xy + -+ Xpn_1) + Xp) =
DZ(X]_ +X2 + *ee +XTL—1) + DZ(Xn) —

191



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Wzor:
D?(X) = E(X?) — (EX))’
Wrtasno$é: Xy, X5, ..., X,, — niezalezne = D4 (X, X;) = X1, D*(X))

Dowdd: D2(X™, X)) = D?(X; + Xy + -+ Xpioq + X)) =

D2((Xy + Xy + -+ Xpn_1) + Xp) =

D(X; + Xy + -+ X,,_1) + D*(X,) =

= D?(X1) + D?(X3) + - + D*(Xn—1) + D2(X,) = Ly D* (X))
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Interpretacja fizyczna:

Wariancja zmiennej losowej jest momentem

bezwtadnosci wzgledem srodka ciezkosci masy

jednostkowej rozmieszczonej

zgodnie z rozktadem prawdo
Zzmiennej.

wzd

nodo

Tuz osi OX

ienstwa tej
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Pewng wadg wariancji jest to, ze jej wymiar jest

kwadratem wymiaru zmiennej losowej X. Wady
tej nie ma odchylenie standardowe D(X).

Odchyleniem standardowym dyskretne;
zmiennej losowej X nazywamy liczbe:

D(X) = yD%(X)

194



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyktad:

Rzucamy dwiema symetrycznymi kostkami.
Niech X; oznacza wynik rzutu na pierwszej
kostce, X, oznacza wynik rzutu na drugie;

kostce, zas X, — sume oczek na obydwu
kostkach. Oblicz D(X;), D(X5), D(X;),
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

E(X,) = E(X,) = % E(X?) = 9—61 X,, X, — niezalezne

XS:X1+X2
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i
7 2 91 . .
E(X,) = E(X,) = py E(X{) = — X1, X, — niezalezne
XS —_ X1 + XZ

D2(X,) = E(X2) — (E(X,))" =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

E(X,) = E(X,) = % E(X?) = 9—61 X,, X, — niezalezne

XS:X1+X2

D2(X,) = Ex®) — (B(x)) =2 - (1) =22 _2

198



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

E(X,) = E(X,) = % E(X?) = 9—61 X,, X, — niezalezne

XS:X1+X2

D2(X,) = Ex®) — (B(x)) =2 - (1) =22 _2

D(X1) —
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

E(X,) = E(X,) = % E(X?) = 9—61 X,, X, — niezalezne

XS:X1+X2

D2(X,) = E(XP) — (E(X)) =2 - (Z)Z _91_ 49 _ 35

1
6 2 6 4 12
35
D(X1) — \/g — D(Xz)

200



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

E(X,) = E(X,) = % E(X?) = 9—61 X,, X, — niezalezne

XS:X1+X2

D2(X,) = E(XP) — (E(X)) =2 - (Z)Z _91_ 49 _ 35

1
6 2 6 4 12
35
D(X1) — \/g — D(Xz)

Dz(Xs) = DZ(X1 +X2) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

E(X,) = E(X,) = % E(X?) = 9—61 X,, X, — niezalezne

XS:X1+X2

D2(X,) = E(XP) — (E(X)) =2 - (Z)Z _91_ 49 _ 35

1
6 2 6 4 12
35
D(X1) — \/g — D(Xz)

D?(X;) = D*(X; + X,) = D*(X;) + D*(X,) =

202



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

E(X,) = E(X,) = % E(X?) = 9—61 X,, X, — niezalezne

XS:X1+X2

9 7 91 49 35

D*(X;) = E(X{) — (E(Xl))z ~ 6 (5)2 6 2 12

1
6
D(X;) = \/% = D(X,)
35

7

35
D*(Xs) = D*(X; + Xp) = D2(Xy) + D*(Xp) = — +— =

0
= D(X,) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

E(X,) = E(X,) = % E(X?) = 9—61 X,, X, — niezalezne

XS:X1+X2

D2(X,) = E(XP) — (E(X)) =2 - (Z)Z _91_ 49 _ 35

1
6 2 6 4 12
35
D(X1) — \/g — D(Xz)

35

35
D*(X;) = D*(X; + X,) = D*(X;) + D*(X,) = > + 5 1
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

E(X,) = E(X,) = % E(X?) = 9—61 X,, X, — niezalezne

XS:X1+X2

D2(X,) = E(XP) — (E(X)) =2 - (Z)Z _91_ 49 _ 35

1
6 2 6 4 12
35
D(X1) — \/g — D(Xz)

35

35
D*(X;) = D*(X; + X,) = D*(X;) + D*(X,) = > + 5 1

D2(2X, —3) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

E(X,) = E(X,) = % E(X?) = 9—61 X,, X, — niezalezne

XS:X1+X2

D2(X,) = E(XP) — (E(X)) =2 - (Z)Z _91_ 49 _ 35

1
6 2 6 4 12
35
D(X1) — \/g — D(Xz)

35

35
D*(X;) = D*(X; + X,) = D*(X;) + D*(X,) = > + 5 1

D?(2X, —3) = D*(2X,) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

E(X,) = E(X,) = % E(X?) = 9—61 X,, X, — niezalezne

XS:X1+X2

D2(X,) = E(XP) — (E(X)) =2 - (Z)Z _91_ 49 _ 35

1
6 2 6 4 12
35
D(X1) — \/g — D(Xz)

35

35
D*(X;) = D*(X; + X,) = D*(X;) + D*(X,) = > + 5 1

D2(2X, —3) = D2(2X,) = 4 - D?(X,) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

E(X,) = E(X,) = % E(X?) = 9—61 X,, X, — niezalezne

XS:X1+X2

D2(X,) = E(XP) — (E(X)) =2 - (Z)Z _91_ 49 _ 35

6 2 6 4 12
35
D(X1) — \/g — D(Xz)
35 7 70

35 0
D2(X;) = D2(X; + X;) = D2(X) + D2(X) ==+ 2 =25 p(x) = [T

D2(2X, — 3) = D2(2X,) = 4-D*(X,) = 4- = =22 = D(2X, — 3) =
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

E(X,) = E(X,) = % E(X?) = 9—61 X,, X, — niezalezne

XS:X1+X2

D2(%y) = EXP) - (E())' =2~ () =2 -2
D(X;) = \/% = D(X,)
35 7 70

35 0
D2(X;) = D2(X; + X;) = D2(X) + D2(X) ==+ 2 =25 p(x) = [T

DZ(ZXZ _ 3) — DZ(ZXZ) = 4 . DZ(XZ) = 4 % = 33—5 = D(ZXZ — 3) — \/i—s
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Rozktady dyskretne (dwumianowy,
geometryczny I Poissona)

Rozklad zero-jedynkowy:
X(Q) =1{0,1}
P(X=0)=q,P(X=1)=p
Zatem:p+qg =1



Niech X ma rozklad zero-jedynkowy.
Witedy: E(X) = p, D(X) =./pq.



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Dowod
X(Q) =1{0,1}

k 01

P(X) q p

EX)=0-q+1-p=p



D2(X) = E(X?) — (E(X))’

E(X*)=0%-g+1°-p=p

D2(X) = E(X?) — (E(X))" = p — p?
=p-(1—-p)=pq

D(X) = /D2(X) = \/pq




7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Proba Bernoulliego to doswiadczenie losowe z
dwoma mozliwymi wynikami (sukcesem lub
porazka).

Proba Bernoulliego ma rozktad zero-

Jedynkowy, gdzie:

e 1 oznacza sukces z prawdopodobienstwem p
e 0 oznacza porazke z prawdopodobienstwem g
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Rozklad dwumianowy opisuje liczb¢ sukcesow
w c13gu n niezaleznych prob Bernoulliego o
statym prawdopodobienstwie sukcesu p:

X — liczba sukcesOw w c1agu n niezaleznych
prob Bernoulliego

X~B(n,p) (czytamy: X ma rozktad
dwumianowy o parametrach n 1 p)

X(Q) =1{0,1,2,..,n)



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

n _
PX=k) =(,)p“q"™"

k€{0,1,2,...,n}

Rozktad prawdopodobienstwa i dystrybuanta zmiennej losowej o rozkfadzie

dwumianowym
Rozktad prawdopodobienstwa Dystrybuanta
S H 2 oo
. *
! g - e
e
= = S 7 G—=®
T ] : L 5 g
e | : : S 7]
o ; : o4 —e
~* e =]
i i = G—
8] ® o+ o s 1T *
o T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
X q

216



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyklad

Strzelasz 5 razy do tarczy. Trafiasz z
prawdopodobienstwem p. Oblicz

prawdopodobienstwo, ze trafisz doktadnie 3
razy?

X; — i-ty strzat do tarczy (1 — trafienie, 0 —
chybienie)
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P(Xi=k) g |p

X — liczba sukcesow (trafien do tarczy)
X~B(5,p)

X=X +X,+X;+ X, + X

P(X =3) =2



Mozliwy wynik: (14+0+ 0+ 1+ 1), Jego
prawd.: pqqpp = p>q°

Innewyniki: (1+1+0+14+0), (0+1+
0+1+1),...



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

P(X =3) = (g) p3g?, gdzie (g) — wybor

miejsc dla trafien
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Jesli X~B(n,p), to:
X :X1 +X2 + +XTL

gdzie: X; — zmienna losowa o rozkladzie zero-
jedynkowym (i-ta préba Bernoulliego)
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Niech X ma rozktad dwumianowy. Wtedy:

E(X) = np, D(X) = /npq.

Dowod

X~B(n,p)

X=X +X,+ -+ X,,qdzie: X; — i-ta proba
Bernoulliego

E(X))=p,  D*(X;) =pq



EX)=EX;+X,+--+X,,)
= E(X;) + E(Xp) + - E(Xy)
—pTpT-TpPp=NP

D*?(X) =D*(X; + X, + -+ X,,)

X1,X5, ..., X, —niezalezne

D*(X) = D*(X;) + D*(X,) + --- + D*(X,)
=pq +pq+ -+ pq =npq

D(X) = \/npq




7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyklad

Losujemy 10 razy ze zwracaniem z talii 52
kart. Oblicz prawdopodobienstwo wyciggniecia
doktadnie dwoch asow. Oblicz srednig liczbe
wyciagnietych asow w takim doswiadczeniu
losowym.

X — liczba sukcesOw (wyciggnietych asow)
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X~B(10,7)

P(X =2) =2, E(X) =?

P(X =k) = () p*q"*

rar=2=(4)(5) ()
10

1
E(X)—np—101—3—1—3



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Rozklad geometryczny opisuje liczbe
wykonanych niezaleznych prob Bernoulliego
0 stalym prawdopodobienstwie sukcesu p > 0
az do pierwszego sukcesu:

X — liczba przeprowadzonych niezaleznych
prob Bernoulliego

X~G(p) (czytamy: X ma rozklad geometryczny
0 parametrze p)



Niech X ma rozktad geometryczny. Wtedy:

E(X) =, D(X) = g



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Rozktad prawdopodobienstwa 1 dystrybuanta
zmiennej losowe] o rozktadzie geometrycznym

Rozkiad pl‘ﬁWdeUdGbiEﬁStWE Dystryhuanta
o {® o Lgeeesssssssss
S . S G—i-.
ey | E w
= ° | 5 °
] o] i ? [+ - G-e
e 1! =
sS4+ S
BN ¢ a
gqlllif"tooo..-...o o T *
| | ] | | | I |
0 5 10 15 0 Y 10 15
X q
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyklad

Losujemy karty ze zwracaniem z talii 52 kart az
do pierwszego asa. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze asa wyciggniemy za
czwartym razem. Oblicz srednig liczb¢ losowan
w tym doswiadczeniu losowym.

X — liczba prob (losowan do pierwszego asa)
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1
X~G()
P(X=4)=?EX) =?
PX=k)=q"'p

12\° 1
PX=9=(5) 3

E(X)=%=%=13
13



Rozklad Poissona

X~Pois(A)

X(Q)={0,12..}
k

P(X=k)=e* gd2|e A>0



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Niech X ma rozklad Poissona.
Wtedy: E(X) = A, D(X) = V2.
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Rozktad prawdopodobienstwa i dystrybuanta

zmiennej losowej o rozktadzie Poissona

dix)

0.20

010

Rozktad prawdopodobienstwa

L I
P

10 12

plg)

00 02 04 06 0B 10

Dystrybuanta

0 2 4 6 a8 10 12

q
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Przyblizanie rozkladu dwumianowego
rozkladem Poissona

Jeslip < 0,01, n =100, np €(0,1; 10],
to: B(n,p) = Pois(np).



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

Przyklad

Oblicz prawdopodobienstwo, ze partia 3000
elementOw zawiera trzy lub cztery elementy
wadliwe, jesh prawdopodobienstwo
wytworzenia elementu wadliwego wynosi
0,001. Ile srednio elementow wadliwych
zawlera taka partia?
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7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

X — liczba sukcesow (elementow wadliwych)
X~B(3000;0,001)

P(X € {3,4)) =2, E(X) =?

PX =k) =, )p*q"*

P(X €{3,4) = P(X = 3) + P(X = 4) =
(°%)°)0,001% - 0,99927 + (2979 0,001*

3 4
0,999477°¢ ~ (0,3922693362



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna
i

E(X) =np =3000-0,001=3
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Przyblizenie rozkladem Poissona:

n = 3000 > 100,p = 0,001 < 0,01,1 = np
=3 € [0,1; 10]

X~B(3000; 0,001) ~ Pois(3)



7. Dyskretna teoria prawdopodobienstwa — Matematyka Dyskretna

k k
P(X =k) =e*t =32
k! k!

P(X € {3,4}) = P(.X =3)+P(X =4) =

_ 233 _» 3% 2 (27 @ 81
e3—+e3—=e3( | )=

3! 4! 6 24
=3 (12048 | ji) — %e—?* ~ 03920731633
E(X)=21=3

X~Pois(3) = 0,3920731633
X~B(3000;0,001) = 0,3922693362



