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1. Wprowadzenie

Arytmetyka komputerowa (ang. computer arithmetic) zajmuje si¢ problemami realizacji
obliczen w urzadzeniach cyfrowych. Obejmuje ona zagadnienia teoretyczne takie jak systemy
liczbowe przydatne w projektowaniu urzadzen liczacych lub w programowej realizacji
obliczen. Zagadnienia zwiazane z systemami liczbowymi obejmuja konstrukcje nowych
systemow liczbowych i badanie wtasnosci systemow. Przedmiotem arytmetyki komputerowe;j
jest ponadto realizacja podstawowych operacji arytmetycznych takich jak dodawanie i
odejmowanie liczb bez znaku i1 ze znakiem, mnozenie i1 dzielenie jak i obliczanie

standardowych funkcji arytmetycznych (sinus, cosinus, logarytm naturalny, arcus sinus, arcus

tangens, pierwiastek kwadratowy i funkcja e*). Arytmetyka komputerowa zajmuje si¢ takze
synteza szybkich i efektywnych ukladéw do realizacji wyzej wymienionych operacji. Ten
dziat arytmetyki komputerowej wiaze si¢ $cisle z technologia wielkiej skali integracji VLSI
(Very Large Scale of Integration). Aktualne zagadnienia arytmetyki cyfrowej to m.in. bardzo
szybka realizacja obliczen z wykorzystaniem potokowania (ang. pipelining) i wykonywanie
operacji arytmetycznych z matym poborem mocy (ang. low-power arithmetic). Zagadnienie
to ma szczeg6Olne znaczenie w zwiazku z rozwojem urzadzen przenos$nych, jak roOwniez ze
wzrostem stosowanych czgstotliwosci zegarowych, zwazywszy na fakt iz pobor mocy w
urzadzeniach VLSI jest liniowo proporcjonalny do czgstotliwos$ci zegara. Do aktualnych
zagadnien nalezy rowniez arytmetyka odporna na btedy (ang. fault-tolerant arithmetic).

W ponizszym opracowaniu zestawiono nieco rozszerzona tre$¢ czterech wyktadow w

ramach czg$ci [ wyktadu Informatyka obejmujacego podstawy informatyki.

2. Uwagi wstepne o systemach liczbowych

Systemy reprezentacji liczb rozwijaly si¢ wraz z rozwojem jezyka. Najstarsze metody
reprezentacji liczb to reprezentowanie przy uzyciu réznych przedmiotéw np. kamieni lub
patyczkow (fac. calculus oznacza kamyczek). Jednak gdy powstata koniecznos$¢ stosowania
wigkszych liczb, ich reprezentowanie z uzyciem pojedynczych przedmiotow jak tez
porownywanie takich liczb stawalo si¢ coraz trudniejsze. Pierwszym udoskonaleniem byto
grupowanie przedmiotdw reprezentujacych jednostki (np. liczbe 23 reprezentowano jako 4
grupy po 5 kamyczkéw oraz 3 osobne). Gtéwny przelom stanowito jednak wprowadzenie
wigkszych przedmiotéw reprezentujacych grupe 5 Iub 10 jednostek.

Metoda ta rozwingta si¢ do formy symbolicznej, gdy zaczg¢to stosowac specjalne symbole

do oznaczenia wigkszych jednostek. Znanym przyktadem jest zapis rzymski. Jednostkami w



tym systemie sa 1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000, 10000 i 100000, ktore sa oznaczane
odpowiednio symbolami I, V, X, L, C, D, M, ((I)) 1 (((I))). Liczb¢ w tym systemie
reprezentuje si¢ w postaci lancucha symboli o warto$ci malejacej od lewej strony. Aby
skroci¢ zapis przyjeto, ze symbol znajdujacy si¢ po lewej stronie wigkszego symbolu
reprezentuje wartos¢ ujemna. Np. liczbg 9 bezposrednio mozna by zapisa¢ jako VIIII, jednak
wygodniejszy jest zapis IX. Podobnie liczb¢ 450 mozna by zapisa¢ jako CCCCL, jednak
zapis LD jest bardziej dogodny.

System rzymski nie jest odpowiedni do reprezentowania duzych liczb jak rowniez trudno
jest wykonywac¢ operacje arytmetyczne z jego uzyciem. Istotna innowacja byto wprowadzenie
przez Chinczykéw systemu pozycyjnego(wagowego), w ktorym warto$¢ reprezentowana
przez symbol nie zalezy tylko od niego samego, ale takze od jego potozenia wzgledem innych
symboli. Przyktadowo, w liczbie 444 kazda z cyfr "4", reprezentuje inng warto$¢. Skrajna od
lewej reprezentuje 400, srodkowa 40, a skrajna z prawej 4.

System liczbowy, S mozna okresli¢ jako zbidr

S={X, X, F}, (1)
gdzie X- zbidr wartosci abstrakcyjnych liczb,
X- zbior reprezentacji liczb,
F: x— X.

Ogolnie reprezentacj¢ liczby mozna zapisa¢ nastepujaco

(3,10 X0 g X ), @)

gdzie x;,i=0,1,2,...,n-1 sa cyframi reprezentacji. Dla popularnych systeméw pozycyjnych nie

stosuje si¢ zwykle przy zapisie nawiasow ani przecinkow.

3. Przeglad wybranych systemow liczbowych
W systemie wagowym liczba X jest przedstawiana w sposob nast¢pujacy:
n—1
X =2 dwi, ©
gdzie w, e W}, a d, e {D}, zbior W zwany jest zbiorem wag, a zbior D zbiorem cyfr.
Jezeli wszystkie wagi sa potggami pewnej statej r, w; = ri, to taki system wagowy
nazywamy systemem z stata podstawa ( ang. fixed-radix number system). Liczb¢ X w takim

systemie mozna zapisac¢ jako



n—l1 )
X=2dr'. )

i=—m
Zbior dozwolonych cyfr jest taki sam na kazdej pozycji.
Istnieja tez , bedace w powszechnym uzyciu, systemy wagowe nie bgdace systemami o
statej podstawie, np. system zliczania czasu. Niech 7 oznacza czas w ciagu doby wyrazony w

sekundach dla pewnej liczby godzin, minut i sekund. 7’ mozemy zapisa¢ jako

T=Ey,+E -60+E, -60-60, (5)
gdzie poszczegolne cyfry moga przyjmowac wartosci z nastgpujacych zakreséw

0<E, <60,
0<E, <60,
0<E, <24,
Bezwzgledna doktadno$¢ reprezentacji liczby w systemie wagowym wyznacza waga

najmniej znaczacej pozycji czyli »~". W systemie ze stala podstawa reprezentacja zera
unikalna, gdyz nie istnieje liczba ré6zna od {0,0,...,0}, ktorej wartoscia bytoby zero. W
systemie takim liczby najmniejsza, N i najwigksza, P reprezentowalne na »n pozycjach, maja
postac
N =(0,0,0,...,0), (6)
oraz

P=(r-Lr-Lr-1.,r-1). (7)

Sposob reprezentacji liczb wplywa nie tylko na tatwo$¢ odczytywania liczb, a takze na
ztozonos$¢ algorytméw arytmetycznych stosowanych przy realizacji operacji na liczbach.
Systemy pozycyjne zawdzigczaja swa popularno$¢, przynajmniej czgsciowo, dostepnosci
prostych 1 wygodnych algorytmoéw do realizacji dziatan na liczbach reprezentowanych w tych
systemach. Istnieja jednak systemy niepozycyjne, takie jak resztowy system liczbowy, ktore
maja przewage nad systemami pozycyjnymi przy realizacji niektérych dzialan
arytmetycznych w pewnych dziedzinach zastosowan.

W systemach cyfrowych liczby sa kodowane przy uzyciu cyfr binarnych zwanych bitami.
Stosowanie systemu binarnego wynika z powodow technologicznych, gdyz w fizycznych
urzadzeniach fatwiej jest reprezentowa¢ dwa stany, ktorym przypisuje si¢ cyfry binarne.

Operandami algorytmow arytmetyki komputerowej sa wige kody reprezentujace liczby. Zbior



kodow takich jest jednak zbiorem dyskretnym i skonczonym, stad nie wszystkie reguty
arytmetyki konwencjonalnej, stosuja si¢ do algorytméw arytmetyki komputerowej. Stosuje si¢
zasadniczo dwa rodzaje reprezentacji liczb w komputerach :
-reprezentacjg¢ statoprzecinkowa (ang. fixed-point representation), gdzie liczba pozycji
przeznaczonych do zakodowania czesci catkowitej liczby i czg$ci utamkowej liczby jest stata,
-reprezentacje zmiennoprzecinkowa ( ang. floating-point representation), w ktorej
osobno jest kodowana jest mantysa wraz ze znakiem oraz osobno cecha okreslajaca relacje
miedzy liczba a mantysa.
Przyktad 3.1. Reprezentacja statoprzecinkowa o 8 pozycjach moze by¢ zapisana
nastepujaco
XXXX.XXXX, (8)
kropka (przecinek) oddziela cze$¢ catkowita od czeéci utamkowej. W systemie dziesigtnym
mozna przy uzyciu takiej reprezentacji przedstawiac liczby z zakresu [0000.000, 9999.9999],
a w systemie binarnym [0000.0000,1111.1111].

Reprezentacja zmiennoprzecinkowa w systemie dziesi¢tnym ma postaé
m-10° 9)
gdzie m jest mantysa a c¢ cecha. Mantysa i cecha sa liczbami statoprzecinkowymi.

Reprezentacja taka nie jest jednoznaczna, np. liczba 12.35 moze by¢ reprezentowana jako
1.235-10", czy tez 0.1235-10%, zwykle przyjmuje sig, ze 0<m<1.
Reprezentacja zmiennoprzecinkowa w systemie binarnym w najprostszym przypadku
moze mie¢ nastgpujaca postac
m-2°, (10)
w ktorej m i ¢ sa liczbami binarnymi statoprzecinkowymi oraz 0.5 <m <1. Zakres ten

wynika stad, ze jezeli chcemy aby utamek binarny miat cyfr¢ 1 po kropce oddzielajacej czg$¢

utamkowa od czgsci catkowitej, to jego minimalna wartoscia bedzie 271 =05.W praktyce
stosuje si¢ jednak z roznych wzgledow reprezentacje o bardziej ztozonej formie niz (10).
Zwykle stosuje si¢ standardowe reprezentacje zmiennoprzecinkowe okreslone standardami
IEEE 754 1 IEEE 854.

Jak zaznaczono powyzej, liczby w systemach cyfrowych sa kodowane przy uzyciu bitow.
Kodowanie oznacza, ze kazdej liczbie, ktéra ma by¢ reprezentowana w danym systemie
cyfrowym, przypisuje si¢ pewien kod-ciag bitdw reprezentujacy te liczbg. Przypisanie to
powinno by¢ logiczne 1 systematyczne, tak aby umozliwialo prosta realizacje operacji

arytmetycznych, jak rowniez proste sprawdzanie osobliwo$ci lub specjalnych przypadkow.



Moze to by¢ np. sprawdzanie, czy kod otrzymany w wyniku jakiej$ operacji reprezentuje
liczbe, czy wynik jest rowny zeru, czy tez nastapito przekroczenie zakresu liczbowego(np.
powstal nadmiar -ang. overflow). Stad przyktadowo, jezeli przypiszemy pewne kody do liczb
2 1 4, a nie przypiszemy kodu dla liczby 6, to w wyniku operacji dodawania powstanie
warto$¢ niereprezentowalna w danym systemie.

Ponizej pokazemy rozne sposoby przypisania 4-bitowych kodéw do liczb.

Przy najprostszym podejsciu 4-bitowe kody mozna traktowaé jako 4-bitowe liczby
naturalne z zakresu [0,15]. Jesli bit o najwyzsze] wadze potraktujemy jako bit znaku
(przypisujac np. 0, jesli liczba jest dodatnia i 1 jesli liczba jest ujemna), otrzymujemy liczby z
zakresu [-7,7], liczba 0 bgdzie miata dwie reprezentacje (+0 i -0). Jezeli przyjmiemy 3 bity
dla czgsci catkowitej i 1 bit dla czg$ci utamkowej, otrzymamy liczby z zakresu [0,7.5] co 0.5.
Jesli zatozymy, Ze pierwszy bit jest bitem znaku, a pozostate reprezentuja utamek binarny, to
uzyskamy liczby z zakresu [-0.875,0.875].

Dla reprezentacji zmiennoprzecinkowej, jezeli przeznaczymy dwa bity do kodowania

cechy 1 dwa bity do kodowania mantysy i przyjmiemy, ze 2-bitowa mantysa ¢ nalezy do

przedzialu [0,3], a 2-bitowa cecha ¢ do [-2,1], to przy zastosowaniu reprezentacji m-2°,
mozemy kodowac liczby z zakresu [0,6]. W tym systemie zero ma cztery reprezentacje
(mantysa réwna zeru dla kazdej wartosci cechy), 0.50, 1.00, 2.00 maja dwie reprezentacje,

liczby 0.25, 0.75, 1.50, 3.00, 4.00 1 6.00 sa reprezentowane jednoznacznie.
1. System zrownowazony tréjkowy : =3, d; € {~11}.
2. System z ujemna podstawa : podstawa -r , d; € {0,1,...,1”—1}‘, warto$¢ liczby w tym
systemie mozna wyrazi¢ nastgpujaco:
X=Yd(r'= Ydr- Ydr (11)
i i parzyste i nieparzyste

Dla specjalnego przypadku =-2 i dla zbioru cyfr d; € {0,1}, system ten jest nazywany
negabinarnym(minus dwojkowym).
3. Systemy nieredundacyjne ze cyframi ze znakiem: podstawa r 1 zbidr cyfr
d; € {-a,r —1-a}. Przykladowo niech =10,00=5 i d, € {~5,-4,-3,-2,-10,1,2,3,4}. Cyfry
ujemne oznaczamy stosujac znak minus, wtedy

(4-31) reprezentuje liczbg 371=400-3-10+1,

(-4 31) reprezentuje liczb¢ —369=400+3-10+1,



4. Systemy redundancyjne nadmiarowe ze znakiem. W systemach tych d; € {Ot,...,B} oraz
a+B =7 . W systemach takich pewne warto$ci maja wiecej niz jedna reprezentacje, np.dla

d; e {— 7,..,0,..,7} 1 =10 liczba dziesigtna 295 ma nastgpujace reprezentacje:

(3 -15=30-5=(1-70 -5).
5. Systemy z utamkowa podstawa: =0.1 i d; € {0,-..,9}. Warto$¢ liczby w takim systemie

mozna wyrazi¢ jako
Xdeilof" (12)

6. Systemy liczbowe z podstawa niewymierna, w ktorych np. »=~21 d; € {0,1}, wartosé

liczby przedstawia zalezno$¢
X=3dx2) (13)

7. Systemy z podstawa zespolona:, przykladowo r=2j, gdzie j=+-1, i d; e {0,1,2,3}.

Warto$¢ liczby wyraza sig tutaj zaleznoscia
X =3%d@2)) (14)

Zanim przejdziemy do systeméw liczbowych majacych specjalne znaczenie w informatyce,
rozwazymy jeszcze kwesti¢ dlugosci reprezentacji dla systemow o podstawie r i
standardowym zbiorze cyfr [0,-1]. Liczbe cyfr konieczna do reprezentacji liczb naturalnych
z przedzialu [0,max] mozna wyrazi¢ jako

k= |_log, maXJ+l = |_log, (max+ 1)—|, (15)

Nalezy zauwazy¢, ze liczba réznych wartosci w przedziale [0,max] jest rOwna max+1.
Stosujac reprezentacjg staloprzecinkowa z k cyframi dla czesci catkowitej i / cyframi
dla czgsci utamkowej, warto$¢ max mozna wyrazi¢ w sposob nastepujacy
max =¥ — 7 :rk—ulp, (16)

gdzie ulp(ang. unit in least(significant) position), oznacza cyfr¢ na najmniej znaczacej

pozycji.



4. Systemy binarny naturalny, oktalny i heksadecymalny

Rozwazymy teraz blizej systemy binarny, oktalny 1 heksadecymalny majace zasadnicze
znaczenie w informatyce.
a) system binarny(dwojkowy) naturalny

W systemie binarnym 7=2 oraz d, € { 0,1 }

n—1
X=>4d?2" (17)
i=0

Przyklad 4.1. Znalez¢ wartos$ci dziesigtne liczb binarnych.
a) X;=(11),, liczba ta ma warto$¢ 3 w systemie dziesigtnym,
b) X>=(11000),, jest rowna 24 w systemie dziesigtnym,
¢) X;=(1111111),, odpowiada 127 w systemie dziesigtnym.

Maksymalna warto$¢ liczby binarnej reprezentowanej na n pozycjach o wagach od 1 do
2" jest rowna
X=2"-1. (18)

Warto zauwazy¢, ze liczba 2" wymaga reprezentacji na n+1 pozycjach. Stosujac system

binarny czgsto uzywa si¢ okreslen bajt, liczba dwu-, czterobajtowa, a takze n-bajtowa. Bajt

oznacza liczb¢ ztozong z 8 cyfr binarnych o wagach od 1 do 27§ maksymalnej wartosci

réwnej 255. Podobnie liczba dwubajtowa oznacza liczbg ztozong z 16 cyfr binarnych o
wagach od 1 do 21 maksymalnej warto$ci réwnej 65535. Dla liczby czterobajtowe;j

sktadajacej si¢ z 32 bitdow maksymalna warto$¢ wynosi 232 1 czyli 4294967295.

b) system oktalny(6semkowy)
W systemie oktalnym r=8 oraz d, {0,1,2,3,4,5,6,7 }
n—l1
X=)d¥s. (19)
i=0
Przyklad 4.2. Znalez¢ warto$ci dziesigtne liczb oktalnych
a) liczba oktalna X;=(31)g liczba ta ma wartos¢ 25 w systemie
dziesigtnym,
b) liczba oktalna X,=(77)s, ma wartos¢ 63 w systemie dziesigtnym,
c) liczba oktalna X3=(775)s, ma warto$¢ 509 w systemie dziesigtnym,

¢) system heksadecymalny



W systemie heksadecymalnym =16 oraz d; € {0,1,2,3,4,5,6,7, A,B,C,D,E,F }

n—1
X=Yd]16" (20)
i=0

W systemie tym cyfry powyzej 10 oznaczono kolejnymi literami alfabetu, i tak
A=10, B=11, C=12, D=13, E=14 1 F=15.
Przyktad 4.3. Okresli¢ wartos$¢ dziesigtng danych liczb heksadecymalnych
a) X;=(2A)1s, liczba ta ma warto$¢ 42 w systemie dziesigtnym,
b) X,;=(FF);6, ma warto$¢ 255 w systemie dziesi¢tnym,

¢) X;=(ABC);6, ma wartos¢ 2748 w systemie dziesigtnym.

5. Konwersje miedzysystemowe

Konwersja migdzysystemowa to operacja znajdowania reprezentacji liczby X w pewnym
systemie liczbowym, gdy dana jest reprezentacja tej liczby w innym systemie liczbowym.

Rozpatrzymy kolejno nastgpujace konwersje:

- konwersjg z systemu binarnego naturalnego do systemu dziesigtnego 1 z dziesigtnego do
binarnego,

-konwersj¢ utamkow z systemu binarnego do systemu dziesigtnego 1 z systemu
dziesigtnego do systemu binarnego,

-konwersj¢ z systemu oktalnego do systemu dziesi¢tnego i z systemu dziesig¢tnego do
systemu oktalnego,

-konwersj¢ z systemu heksadecymalnego do systemu dziesigtnego 1 z systemu
dziesigtnego do systemu heksadecymalnego,

-konwersj¢ z systemu binarnego do systemu oktalnego i1 z systemu oktalnego do systemu
binarnego,

-konwersj¢ z systemu binarnego do systemu heksadecymalnego 1 z systemu
heksadecymalnego do systemu binarnego.

Zasadniczo konwersj¢ migdzysystemowa dla systemoéw ze stala podstawa mozna
wykona¢ stosujac procedur¢ konwersji przedstawiona ponizej, jednakze dla niektorych
konwersji migdzysystemowych istnieja prostsze metody. Rozpatrzymy najpierw ogo6lna
procedure konwers;ji.

Oznaczmy przez r podstawg systemu ze stala postawa, z ktérego dokonujemy
konwersji, a przez R podstawg systemu, do ktdrego ma nastgpowaé konwersja. Procedura

konwersji polega na dzieleniu liczby przedstawionej przy podstawie r przez liczbg R,



10

przedstawiona przy podstawie r. Kolejne reszty z dzielenia stanowia kolejne cyfry
reprezentacji przy podstawie R. Cyfra najmiodsza (cyfra o najmniejszej wadze) jest

otrzymywana jako pierwsza.

5.1 System binarny < system dziesi¢tny
a) konwersja z systemu binarnego naturalnego do systemu dziesietnego

Stosuje sig tutaj zalezno$¢ (17)

X:nz_ldizi_
i=0

Przyklad 5.1 ZnaleZ¢ reprezentacje dziesigtne liczb binarnych 11,1101 11000.
Liczbie binarnej X, =11 w systemie dziesietnym odpowiada liczba 1-2' +1-2° =3,

X, =110 odpowiada liczba 6,a X; =11000 liczba 24.

b) konwersja z systemu dziesietnego do systemu binarnego naturalnego
Stosujemy tutaj ogdlny algorytm konwersji, o ktorym wspomniano wyzej, dla =10, 1 R=2.

Przyktad 5.2. ZnaleZ¢ reprezentacje binarne liczb 30 i 23.

X R reszta X R reszta
30 1:2 0 23 | 2 1
151]:2 1 11]:2 1
7 |2 1 5 12 1
3 12 1 2 |12 0
1 |2 1 I |2 1

o

0 |
Liczba dziesigtna 30 ma posta¢ binarng 11110, a liczbie 23 odpowiada liczba binarna 10111.

¢) konwersja utamkow z systemu binarnego do systemu dziesietnego

0
X=>4d2" @1)

i=—m
Nalezy zauwazy¢, ze powyzZszym wzorze wagi sa ulamkowe i wynosza kolejno

27272273, ... Zalezno$¢ (21) mozna zapisa¢ rOwniez w nieco wygodniejszej postaci

X=>d2" 22)
i=0

Tak wigc np. utamkowi binarnemu 0.11 odpowiada utamek dziesig¢tny 0.75, a utamkowi

binarnemu 0.011 warto$¢ 0.375.

10



d) konwersja utamkow z systemu dziesietnego do systemu binarnego

Algorytm konwersji tej przedstawimy na przykladzie.

Przyklad 5.3.

Dany jest utamek dziesigtny nalezy znalez¢ jego reprezentacje binarng. Nalezy tutaj
zauwazyC€, ze niektore utamki dziesigtne maja nieskonczone rozwinigcia binarne, stad przy
konwersji takich utamkoéw musimy ograniczy¢ si¢ do pewnej skonczonej liczby cyfr

binarnych. Zamienimy tutaj utamki 0.375, 0.625 1 0.446 na posta¢ binarna.

0.625 |x2
11250 |x2
0 500 |x2
1 | 000

Otrzymujemy wigc nastgpujace reprezentacje binarne :

Nalezy zauwazy¢, iz dla 0.446 wyznaczono tylko pierwszych 8 cyfr binarnych

rozwinigcia.

5.2 System oktalny < system dziesi¢tny

dla 0.375
dla 0.625
dla 0.446

0.011,
0.101
0.01000010.

a) konwersja z systemu oktalnego do systemu dziesietnego

Konwersj¢ t¢ mozna zrealizowac¢ stosujac (19)

Przyktadowo dla liczby oktalnej X = (1275); otrzymujemy nastepujaca wartos¢ dziesigtna

n-l1
X=>ds'"
i=0

X=1-8+2-82+7-8'+5.8° =701.
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b) konwersja systemu dziesietnego do systemu oktalnego
Konwersj¢ t¢ mozna wykona¢ stosujac ogdlna procedurg konwersji przez dzielenie przez
R=8.
Przyklad 5.4. Zrealizowa¢ konwersjg liczby dziesigtnej X=701 na posta¢ oktalna.
X R reszta

Otrzymujemy wigc liczbg oktalng (1275);.

5.3 System heksadecymalny < system dziesi¢tny
a) konwersja z systemu heksadecymalnego do systemu dziesietnego

Konwersj¢ ta moze by¢ zrealizowana przy zastosowaniu (20), czyli
n-1
X=Yd]16"
i=0

Przyklad 5.5.. Zrealizowac konwersj¢ liczby X = (2BD)16 na postac dziesigtna.
Stosujac powyzsza zalezno$¢ otrzymujemy

X=2:16"+B-16' +D-16" =2-16* +11-16' +13-16" = 701

b) konwersja z systemu dziesietnego do systemu heksadecymalnego

Posta¢ heksadecymalng liczby otrzymujemy realizujac dzielenie przez R=16.

X R reszta

701 |:16 13=D

43 |:16 11=B
20:16 2
0

12
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v

5.4 System binarny < system oktalny

Konwersje te mozna wykona¢ bez konieczno$ci wykonywania dzielenia, co jest waznym
czynnikiem stanowiacym o przydatnosci systemu oktalnego w praktyce informatyczne;.
System umozliwia 3-krotne skrocenie zapisu liczby binarnej, co ma istotne znaczenie dla
zewngtrznego reprezentowania liczb binarnych. Mozliwo$¢ takiej konwersji wynika ze
zwiazku miedzy podstawami systemu oktalnego i systemu binarnego, gdyz 8 =2°. Umozliwia
to podzial liczby binarnej na segmenty 3-bitowe i traktowanie kazdego segmentu jako cyfry w

systemie oktalnym.

a) konwersja z systemu binarnego do systemu oktalnego

Aby zrealizowac t¢ konwersj¢ zastosujemy metode opisana powyzej.

Przyklad 5.6.Dana jest 12-bitowa liczba binarna 111101001101, po podzieleniu jej na 3-
bitowe segmenty i przypisaniu kazdemu segmentowi odpowiedniej liczby oktalnej

otrzymamy oktalna reprezentacje¢ liczby

(111 101/ 001 | 101),
(7 5 1 5)
czyli (111101001101),=(7515);.

b) konwersja z systemu oktalnego do systemu binarnego

Konwersja ta stanowi odwrocenie poprzedniej, czyli aby uzyska¢ reprezentacj¢ binarna,
kazdej cyfrze oktalnej nalezy przypisa¢ jej 3-bitowa reprezentacj¢ binarna,
Przyklad 5.7. Dana jest 6-cyfrowa liczba oktalna (702315)g, nalezy wyznaczy¢ jej
reprezentacj¢ binarna
7 0 2 3 1 5
by vy

111 000 010 011 001 101

[

5.5 System binarny < system heksadecymalny

Konwersje te mozna wykona¢ bez konieczno$ci wykonywania dzielenia podobnie jak w
przypadku systemu oktalnego. System heksadecymalny umozliwia 4-krotne skrocenie zapisu
liczby binarnej, co ma istotne znaczenie dla zewngtrznego reprezentowania liczb binarnych.

Mozliwo§¢ takiej konwersji wynika ze zwiazku migdzy podstawami systemu

13
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heksadecymalnego i systemu binarnego, gdyz 8 =2*. Umozliwia to podziat liczby binarnej na
segmenty 4-bitowe i traktowanie kazdego segmentu jako cyfry w systemie heksadecymalnym.

a) konwersja z systemu binarnego do systemu heksadecymalnego

Przyklad 5.8. Dana jest 12-bitowa liczba binarna 111101001101, po podzieleniu jej na 4-
bitowe segmenty i1 przypisaniu kazdemu segmentowi odpowiedniej liczby heksadecymalne;j
otrzymamy heksadecymalna reprezentacjg liczby

(1111 ] 0100 | 1101)46
F 4 D
czyli (111101001101),=(F4D), .

b) konwersja z systemu heksadecymalnego do systemu binarnego

Konwersja ta stanowi odwrdcenie poprzedniej, czyli aby uzyskaé reprezentacj¢ binarna,

kazdej cyfrze heksadecymalnej nalezy przypisaé jej reprezentacj¢ binarna.
Przyklad 5.9. Dana jest 6-cyfrowa liczba hekasdecymakna (FOE30C),4, nalezy wyznaczy¢ jej
reprezentacj¢ binarng
F 0 E j ﬁ i?
vy
1111 0000 11%0 0011 0000 1100
6. Przesunigcie liczby binarnej

Zanim przystapimy do omawiania poszczegélnych dziatan wprowadzimy pojecie
rejestru. Rejestr w technice cyfrowej to urzadzenie mogace przechowywac liczbe binarna o
okreslonej dtugosci np. 8, 16, 32 bity. Méwimy wtedy odpowiednio o rejestrze 8-, 16-, 32-
bitowym, a og6lnie n-bitowym.

Przesunigcie liczby binarnej w rejestrze oznacza, ze poszczegdlne jej bity przechodza (sa
przepisywane) do innych komorek rejestru lub wychodza poza rejestr. Ponizej podamy szes¢
rodzajow przesunigé: przesunigcia logiczne 1 arytmetyczne w lewo 1 w prawo oraz
przesunigcia cykliczne w lewo 1 w prawo. Poszczeg6lne rodzaje przesunigé przedstawiono tak
jak funkcjonuja odpowiednie operatory w jezyku wyzszego rzedu np. VHDL, a nie rozkazy
mikroprocesora, wtedy posta¢ tych przesunig¢ jest nieco inna ze wzgledu na udziat znacznika
przeniesienia.

a) przesuniecie logiczne w lewo(ang. shift-left logical-SLL)

Przesunigcie takie polega na tym, ze wszystkie bity liczby sa przesuwane w lewo, przy

czym skrajny bit z lewej strony ( bit o najwyzszej wadze) znika, a na miejsce bitu skrajnego

z prawej strony ( bitu o najnizszej wadze ) wchodzi zero.

14
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L [ 1 [ [ =0

Wartos$¢ liczby Y, powstalej w wyniku przesunigcia liczby X zapisanej w rejestrze n- bitowym

po przesunigciu k pozycji w lewo, mozna okresli¢ nastepujaco:

vY=p* x|, (23)

Przesunigcie o jedna pozycj¢ odpowiada mnozeniu liczby binarnej przez 2, o ile bit o
najwyzszej wadze jest rowny 0, jesli za$ bit ten roéwny jest 1, operacja jest wykonywana
modulo 2", co okresla si¢ czasami jako operacj¢ modulo dtugos¢ rejestru.

Przyklad 6.1. Przesunigcie rejestru logiczne o jedna pozycj¢ w lewo.

Zawarto$¢ rejestru przed przesunigciem, X=5,

loJof[1]o]1 <=0

Zawarto$¢ rejestru po przesunigciu o jedng pozycje w lewo, Y =2-X=10.

Lot [ol1]o0]

b) przesuniecie logiczne w prawo( ang. shift-right logical-SRL)
Przesunigcie takie polega na tym, ze wszystkie bity liczby sa przesuwane w prawo,
przy czym skrajny bit z prawej strony ( bit o najnizszej wadze) znika, a na miejsce bitu

skrajnego z lewej strony ( bitu o najwyzszej wadze ) wchodzi zero.

o— [ | [ | |

Warto$¢ liczby Y, powstalej w wyniku przesunigcia liczby X zapisane] w rejestrze n-

bitowym, o k pozycji w prawo jest rowna

5% )

U oznacza czg$¢ catkowita argumentu. Operacja ta odpowiada wigc dzieleniu catkowitemu.

Przyklad 6.2. Przesunigcie logiczne rejestru o jedna pozycje w prawo.

Zawarto$¢ rejestru przed przesunigciem, X=5,

lofJolt1]of1]

Zawarto$é rejestru po przesunigeiu o jedna pozycje w prawo, ¥ =| X /2]=|5/2]=2.
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loJofol1]o0]

¢) przesuniecie arytmetyczne w lewo(ang. shift-left arithmetic-SLA)
Przesunigcie takie polega na tym, ze wszystkie bity liczby sa przesuwane w lewo, przy
czym skrajny bit z lewej strony ( bit o najwyzszej wadze) znika, a na miejsce bitu skrajnego

z prawej strony ( bitu o najnizszej wadze ) wchodzi ten sam bit.

L [ I [ o

Przyklad 6.3. Przesunigcie rejestru arytmetyczne o jedna pozycje w lewo.

Zawartos$¢ rejestru przed przesunigciem, X=5,

|o|0\1\o\mo

Zawarto$¢ rejestru  po przesuni¢ciu arytmetycznym o jedna pozycje w lewo,
Y=2.X+[X],=10+1=11.

(ol 1o fu]

d) przesuniecie arytmetyczne w prawo(ang. shift-right arithmetic-SRA)
Przy realizacji takiego przesunigcia wszystkie bity liczby sa przesuwane w lewo, przy
czym skrajny bit z lewej strony ( bit o najwyzszej wadze) wchodzi na t¢ sama pozycje , a

bitu skrajny z prawej strony ( bit o najnizszej wadze ) znika.
E| I

Przyklad 6.4. Przesunigcie rejestru arytmetyczne o jedna pozycje w prawo.

Zawartos$¢ rejestru przed przesunigciem, X=15,

EIO\I\I\I\I\

Zawarto$¢ rejestru po przesunigciu arytmetycznym o jedna pozycje w prawo, ¥ =7.

lofJo 1t [1[1]

e) przesuniecie cykliczne w lewo(ang. rotate-left logical)

16



17

Przy realizacji takiego przesunigcia wszystkie bity liczby sa przesuwane w lewo, przy
czym skrajny bit z lewej strony ( bit o najwyzszej wadze) wchodzi na pozycjg bitu skrajnego

z lewej strony ( bitu o najnizszej wadze ).

L-(\\\\HJ

Przyklad 6.5. Przesunigcie rejestru cykliczne o jedna pozycje w lewo.

Zawartos$¢ rejestru przed przesunigciem, X=30, po przesunigciu Y=29.
L—{ 11 [1]J1]o #J

f) przesuniecie cykliczne w prawo(ang. rotate-right logical)

Przy realizacji takiego przesunigcia wszystkie bity liczby sa przesuwane w prawo, przy
czym skrajny bit z prawej strony ( bit o najnizszej wadze) wchodzi na pozycjg bitu skrajnego

z lewej strony ( bitu o najwyzszej wadze ).

L’I\\\\%J

Przyklad 6.6 Przesunigcie rejestru arytmetyczne o jedna pozycje w prawo.

Zawartos¢ rejestru przed przesunigeciem, X=15,
|:|0\1\1\1\1\

(oo v ]1fu]

po przesunigciu Y= 7.

7. Dzialania arytmetyczne w systemie binarnym naturalnym

Ponizej przedstawione zostana dziatania takie jak dodawanie, odejmowanie, mnozenie i

dzielenie.

7.1 Dodawanie
Dodawanie dwoch liczb n-bitowych 4 +B mozna przedstawi¢ nastepujaco:

Ay 1A, 20, 3ennnes a .
‘ —in
+ bn—lbr1—2bn_3 ........ bO

(25)
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Dodawanie takie odbywa si¢ poprzez dodawanie kolejnych cyfr obu liczb (bitdéw) poczawszy
od najmtodszej pary bitdéw przy uwzglednieniu przy kazdym dodawaniu przeniesienia z
poprzedniej pozycji. Zaktada si¢ zwykle, ze przeniesienie do najmiodszej pozycji c,, =0.
Ponizej podamy w Tabeli 1 reguly dodawania cyfr binarnych na jednej pozycji bez
uwzgledniania przeniesienia, a w Tabeli 2 z uwzgl¢dnieniem przeniesienia.

Tabela. 1 Reguty dodawania binarnego na jednej pozycji bez uwzgledniania przeniesienia

Dodawane liczby Suma Przeniesienie
0+0 0 0
0+1 1 0
1+0 1 0
1+1 0 0
Tabela. 2 Reguty dodawania binarnego na jednej pozycji z uwzglednieniem przeniesienia.
a; b; Cini S; Couti
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
1 0 0 1 0
1 1 0 0 1
0 0 1 1 0
0 1 1 0 1
1 0 1 0 1
1 1 1 1 1

Cin.i - 0znacza przeniesienie wchodzace do i-tej pozycji, §; -sumg, a ¢, - 0Znacza
przeniesienie wychodzace z i-tej pozycji.

Przyklad 7.1. Dodawanie dwoch liczb binarnych

101 1101
+ 111 + 1110
1100 11011

Warto zauwazy¢, ze przy sumowaniu dwoch liczb n-bitowych ich suma moze wymagaé n+1

bitow, a ogolnie dla sumowania m sktadnikow wymagana dlugos¢ rejestru », dla ich sumy

mozna okresli¢ w sposob nastepujacy

n, =|log, m2" ~1)+1. (26)
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7.2 Odejmowanie

Odejmowanie dwoch liczb n-bitowych 4 - B dla mozna przedstawi¢ nastepujaco:

27)

Odejmowanie takie odbywa si¢ poprzez odejmowanie kolejnych cyfr obu liczb (bitow)
poczawszy od najmtodszej pary bitdow przy uwzglednieniu przy kazdym odejmowaniu
pozyczki (przeniesienia o wartosci ujemnej) z poprzedniej pozycji. Réznica moze by¢
ujemna, stad pojawia si¢ problem dodatkowego bitu reprezentujacego znak. Zwykle
przyjmuje sig, ze znak minus jest reprezentowany przez liczbg 1, a znak plus przez 0. Wartos¢

rezultatu odejmowania wg (27) mozna wigc okresli¢ nastepujaco :

n—1

A-B=-5,-2"+> 8,2 (28)
i=0

Ponizej podamy w Tabeli 3 reguty odejmowania cyfr binarnych.

Tabela. 3 Reguly odejmowania binarnego na jednej pozycji z uwzglednieniem przeniesienia.

a; b; Cin,i J; Couti
0 0 0 0 0
0 1 0 1 -1
1 0 0 1 0
1 1 0 0 0
0 0 -1 1 -1
0 1 -1 0 -1
1 0 -1 0 0
1 1 11 1 K]

Przyklad 7.2. Odejmowanie dwoch liczb binarnych

10000 101010
-01011 -010111
00101 010011

Warto zauwazy¢, iz przy odejmowaniu na danej pozycji, poza odejmowaniami 0-01 1-1 przy
braku pozyczki z poprzedniej pozycji, ktorych rezultat jest oczywisty, wystepuje
odejmowanie, wtedy jesli cyfra na danej pozycji jest rowna 0, to odejmujemy od 1, a jezeli

cyfra jest rowna 1, to od 2 ( podobnie jak w systemie dziesi¢tnym odpowiednio od 9 i od 10).
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7.3. Mnozenie

Mnozenie liczb binarnych A4-B mozna zrealizowaé poprzez wielokrotne przesunigcie
mnoznej 1 warunkowe sumowanie przesuniete] mnoznej w zaleznosci od wartosci
odpowiedniego bitu mnoznika. Ponizej przedstawiono schematycznie operacj¢ mnozenia.

asa,aa

D M O (1
pg)pg)pl()-p(())

2) (2 (2 (2
p§ )pé )pl()_p(())

3 3.3 .G
Pg)Pg)Pl()-Pé)

4) (4) (4) (4
p§ )pg )pl( )~P8)

P71 Pe Ps P+ P3 P2 D1 Po'
Przyklad 7.3. Obliczy¢ iloczyn liczb A=1111 i B=1001

1111

x 1001

1111
1111

10000111

Mnozenie takie mozna opisaé nastepujaca zaleznoscia

P, =0,

P =P +b-4-2", i=012,..k-1, (29)

1

Algorytm mnozenia w oparciu o (29) przedstawiono ponize;j.

Algorytm 1 (mnozenie liczb k-bitowych metoda dodaj-przesun, ang. shift-add)

Krok 0. Laduj mnozna 4 do rejestru X 1 mnoznik B do rejestru ¥
Krok 1. Laduj 0 do rejestru 1 .
Krok 2. Powtarzaj kroki 2a i 2b dla i=0,1,2,...,k-1.

Krok 2a. Jezeli Y; =1 wtedy

I« I1+X
Krok 2b. X«2-X
Krok 3. Stop.

Przyklad 7.4. Przedstawimy ponizej stany rejestrow X, Y i [ dla przyktadowego mnozenia

liczb 3-bitowych zrealizowanego w oparciu o Algorytm 1.W kroku 2a i-ty bit mnoznika Y; jest
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sprawdzany przy uzyciu przesunig¢cia w prawo. Bit ten jest zapisywany do 1-bitowego-

rejestru znacznika.

101
x 111
101
101
101
10000111
Krok 0.
0 0 0 1 1 1 Y« B
0 0 0 1 0 1 X « 4
Krok 1.
0 0 0 0 0 0 1«0
1.
Krok 2a.
Znacznik
0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 1 0 1 [« I1+X
Krok 2b.
0 0 1 0 1 0 X«2-X
IL.
Krok 2a.
Znacznik
0 0 0 0 0 1 1
0 0 1 1 1 1 [« I1+X
Krok 2b.
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0 1 0 1 0 0 | X2-X

I1.
Krok 2a.
Znacznik
0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 1 1 | I« I+X
Krok 2b.
1 0 1 0 0 0 | X«<2-X

Mnozenie typu przesun-dodaj jest procesem czasochtonnym szczegdlnie dla wigkszych
liczb. Ponizej pokazemy inny przykladowy algorytm mnozenia, ktéry moze prowadzi¢ do
znacznie szybszej realizacji w ukladzie cyfrowym. Bedzie to tzw. algorytm rosyjskich
wie$niakoéw (ang. algorithm of Russian peasants, RP).

Przyklad 7.5. Zrealizowa¢ mnozenie liczb X=24 i Y=25 stosujac algorytm RP.

Y X

25 24 <+—

12 48

6 96

3 192 <4+——

1 384 <4——
600

W algorytmie tym w pierwszej kolumnie wypisujemy ilorazy catkowite z kolejnych dzielen
mnoznika przez dwa, a w kolumnie drugiej kolejne iloczyny mnoznej, pomnozonej przez 2.
[loczyn uzyskujemy dodajac te iloczyny X, przy ktorych znajduje si¢ liczba nieparzysta w
pierwszej kolumnie. Jak widaé, sumowane sa te iloczyny, dla ktorych w reprezentacji binarnej
odpowiedni bit mnoznika jest rowny 1. Algorytm ten moze by¢ zrealizowany w systemie
binarnym w sposoéb réwnolegly poprzez warunkowe sumowanie stow binarnych

zawierajacych odpowiednio przesunigta mnozna.

7.4 Dzielenie
Dzielenie binarne w formie pisemnej moze by¢ zrealizowane przy uzyciu algorytmu

dzielenia stosowanego dla innych podstaw systemu liczbowego( np. =10 ).
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Przyklad 7.6. Zrealizowac dzielenie 111011:101, odpowiada ono dzieleniu 59:5 w systemie

dziesigtnym.

1011
111011 : 101
-101
1001
-0101
1001
- 0101
100
Uzyskalismy wigc wynik dzielenia catkowitego rowny 1011 oraz resztg 100.

Dzielenie binarne realizowane maszynowo (uktadowo lub programowo) jest
dziataniem znacznie trudniejszym niz mnozenie binarne. W przypadku mnozenia binarnego
operandéw k-bitowych, otrzymywany wynik jest w ogdlnym przypadku 2k-bitowy. Natomiast
przy dzieleniu binarnym dlugo$¢ ilorazu w bitach jest znacznie trudniejsza do przewidzenia.
Rozpatrzymy teraz blizej relacje migdzy dlugo$ciami binarnymi dzielnej, dzielnika, reszty i
ilorazu. Przyktadowo, rozwazmy dzielenie catkowite liczby 2k-bitowej przez k- bitowa. Aby
dzielenie takie byto wykonalne, reprezentacja binarna reszty otrzymywanej w trakcie procesu
dzielenia nie moze przekracza¢ 2k bitow, gdyz w przeciwnym przypadku nie bytoby mozliwe
jej odjecie od dzielnej reprezentowanej na 2k-bitach. Jednak przy dzielniku k-bitowym iloraz
moze by¢ dluzszy niz k bitow, a wigc reszta moglaby w ogdélnym przypadku przekracza¢ 2k-
bitow. Stad dzielenie przy takich dlugosciach rejestréw nie jest bezposrednio wykonalne.
Przyjmujac wigc, ze reszta ma by¢ co najwyzej 2k-bitowa, przy k-bitowym dzielniku, iloraz
nie moze mie¢ dlugosci wigkszej niz k-bitow. Jezeli jednak okazuje sig, ze iloraz wymaga
wigcej niz k-bitdw, sytuacja taka traktowana jest jako nadmiar.

Przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:

z dzielna Zok1Z0f—p nnner Z1Z0 5
d  dzielnik dy\dyyodidy,
q iloraz Qi-19k—2-01905
S reszta S 1S eneeS180 5

Podstawowe rownanie dla dzielenia ma postac
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z=dxq+s (30)

Pokazemy teraz warunek, ktory musi by¢ spelniony, aby nie wystapil nadmiar podczas

dzielenia. Nadmiar nie wystapi, jezeli liczba reprezentowana przez k pierwszych bitow

dzielnej( liczac od bitu o najwyzszej wadze) jest mniejsza od dzielnika. Warunek ten mozna
to zapisa¢ nastgpujaco:

i

Rezultatem dzielenia po prawej stronie wzoru (31) jest liczba reprezentowana przez najstarsze

k bitow dzielnej. Jezeli liczba ta jest mniejsza od dzielnika d, to jej iloraz przez d begdzie

réwny zeru czyli iloraz bgdzie co najwyzej k bitowy.

Przyklad 7.7. Zrealizowac dzielenie 101100:111, odpowiada ono dzieleniu 44:7 w systemie
dziesigtnym.

110 —» ¢
101100 : 111
- 111
1000
0111
10—

W tym przypadku spetiony jest warunek (31). Otrzymujemy iloraz réwny 6 oraz reszte
rowna 3.
Dzielenie binarne liczb catkowitych, przedstawione powyzej, moze by¢ zrealizowane

przy zastosowaniu nast¢pujacego algorytmu

sV =5V —gq_-d-2"7 =12,k (32)

przy sO =z, Cyfry dzielnika sa dobierane w taki sposob, aby kolejna reszta byta nieujemna.

Przyklad 7.8. Stosujac (32) dla /=3
O = O ~q, 'd'22,
s g0 g g2t
s =5 -qo -d-20,

Przyjmujac jak w przyktadzie powyzej, s'” =z =45 , d=7, otrzymujemy

sV=44-1.7-2% =16, g, =1,
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s =16-1.7-2=2, g, =1,
§9=2-0.7-2°=2, qo=0.
Czyli iloraz catkwity w formie binarnej ma postac¢ (110),=6
8. Wybrane reprezentacje liczb ze znakiem
Jak pokazano powyzej w pkt.6.3 przy odejmowaniu pojawia si¢ problem
reprezentowania liczb ze znakiem. Forma reprezentacji liczb ze znakiem powinna by¢ taka
aby w mozliwie duzym stopniu ufatwiala ukladowa realizacj¢ operacji arytmetycznych na

takich liczbach. Trzy najczgsciej stosowane reprezentacje to:

-reprezentacja znak-modut (kod znak-modul,ang. sign-magnitude representation),

-reprezentacja z uzupetnieniem do 1( kod U1, reprezentacja ze zmniejszonym

uzupetnieniem do podstawy systemu liczbowego, ang. one's complement
representation),

-reprezentacja z uzupetnieniem do 2( kod U2, reprezentacja z uzupetnieniem

do podstawy systemu liczbowego, ang. one's complement representation).
Zanim przejdziemy do omawiania poszczegoélnych reprezentacji, oméwimy najpierw
ogolng posta¢ reprezentacji statoprzecinkowej. Reprezentacja staloprzecinkowa liczb ze
znakiem ma postaé

X (X, ]x, 50X Xy). (33)

Zwykle x,_; rezerwuje si¢ na znak liczby; znak liczby przyjmuje wartos¢

n—1

(34)

0 dla X=>0
r—1ldla X<0’

cyfry x,_,.... X1 Xy reprezentuja modut liczby.
Reprezentacja staloprzecinkowa moze zawiera¢ przecinek (kropke) , aby oddzieli¢ czgs$¢
catkowita liczby od czg$ci utamkowej. Przecinek (kropka) moze by¢ umieszczony migdzy

dwoma dowolnymi cyframi reprezentacji.

8.1 Reprezentacja znak-modut
Liczby nieujemne przy uzyciu reprezentacji tej sa przedstawiane nastgpujaco:
X 0x, 5..;X),, (35a)
a liczby ujemne

X o ((r=-1)x, 5..xXp), , (35b)
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gdzie x;dla 0<i<n-2 sacyframi danej liczby X. Dla reprezentacji tej, liczby o tych
samych wartosciach bezwzglednych maja te same cyfry, poczawszy od drugiej. W systemie

binarnym dla liczb nieujemnych reprezentacja ta ma postac¢

X O0x, 5..0x1%)5, (36a)
a dla liczb uyjemnych

X o (X, 50XiXg),. (36b)
Wartos$¢ liczby reprezentowanej przy uzyciu (36a) lub (36b) mozna obliczy¢ jako

n=2
le- 2" gdy x, ;=0
i=0
n—2 ) (37)
—in 2" gdy x,, =1
i=0

X =

Przyklad 8.1 Wyznaczy¢ 8-bitowe reprezentacje liczb 24 1 -24 w kodzie znak-modut.
+24 00011000
-24 10011000

8.2 Reprezentacja z uzupelnieniem do 1 (kod U1)

Liczby nieujemne dla =2 przy uzyciu reprezentacji tej sa przedstawiane tak samo jak w

kodzie znak-modut:
X O0x, ,5....xx), (38a)
a liczby ujemne
X o (X, ,....%%), (38b)
gdzie x;=1-x; dla 0<i<n-2, x; sa cyframi liczby dodatniej o tej samej warto$ci
bezwzglednej co dana liczba ujemna.

Reprezentacje n-bitowa liczby ujemnej w tym kodzie otrzymuje si¢ wigc przyjmujac jako
znak liczbg 1 oraz dokonujac negacji pozostatych cyfr (tj. zamiana zer na jedynki, a jedynek
na zera) liczby dodatniej o tej samej wartosci bezwzglednej co dana liczba ujemna, ktorej
reprezentacji poszukujemy. Postgpowanie takie jest rownowazne odejmowaniu takiej liczby
od liczby 2" —1( ztozonej z n jedynek).

Warto$¢ liczby reprezentowanej przy uzyciu (38a) lub (38b) mozna obliczy¢ jako
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n—2
> x2" gdy x,,=0
i=0

n—1 ) (39)
-(2"-1-).x,-2") gdy %, =1

i=0

Przyklad 8.2 Wyznaczy¢ 8-bitowe reprezentacje liczb 24 1 -24 w kodzie Ul.
Reprezentacja liczby 24 jest taka sama jak w kodzie znak-modut, czyli

+24 00011000,
a reprezentacj¢ -24 otrzymujemy dokonujac negacji poszczeg6lnych cyfr,

-24 11100111.

8.3 Reprezentacja z uzupelnieniem do 2 (kod U2)
Liczby nieujemne dla =2 przy uzyciu reprezentacji tej sa przedstawiane tak samo jak

w kodzie znak-modut:
X O0x, ,.0.xx), (40a)
a liczby ujemne
X o (1%, ,...5x%)+)=(1%_,...5%,), (40b)
gdzie x; =1-x; dla 0<i<n-2.
Reprezentacje liczby ujemnej w tym kodzie otrzymuje si¢ tworzac reprezentacj¢ w

kodzie Ul danej liczby ujemnej i dodajac nastepnie 1. Postgpowanie takie jest rownowazne

odejmowaniu od liczby 2" ( ztozonej z n jedynek) liczby dodatniej o tym samym module, co
liczba ujemna, ktorej reprezentacji poszukujemy.

Warto$¢ liczby reprezentowanej przy uzyciu (40a) lub (40b) mozna obliczy¢ jako

n—2

%2 gdy X, =0

=

X= -t . 41)
—(2" - %-2") gdy X, =1

i=0

Warto zauwazy¢, iz zamiast stosowaé bezposrednio druga z formut w (41) mozna jej uzy¢ w

postaci utatwiajacej obliczenia czyli

n-1
—(2"—1—2)7i-2’+1), (42)
i=0

wystarczy wigc zanegowac cyfry liczby i nastepnie dodac 1.
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Przyklad 8.3 Wyznaczy¢ 8-bitowe reprezentacje liczb 24 i -24 w kodzie U2.

Reprezentacja liczby 24 jest taka sama jak w kodzie znak-modut, czyli

+24 00011000,
a reprezentacje -24 otrzymujemy dokonujac najpierw negacji poszczegolnych cyfr,
-24 11100111 (-24 w kodzie U1)
oraz nastgpnie do tej reprezentacji dodajemy 1
11100111
+ 00000001
11101000
czyli -24 w kodzie U2 ma tutaj postac
-24 11101000 ( -24 w kodzie U2)

8.4 Podstawowe pojecia systemow uzupelnieniowych
Ponizej] podamy podstawowe pojecia systemoOw uzupetnieniowych jak rowniez
wyjasnimy sposob realizacji odejmowania w kodzie U2.

Oznaczenia:
R=r",0=r"-1=(r-Lr—1..,r-1)
Def. (dopetnienie liczby)
Dopetnieniem liczby X nazywamy liczbe X=0-X.
Wtasnosci dopetnienia:

. X+X=0-5>X=0-X (43a)

2.X=0-X>X=0-(0-X)=X (43b)

Def. (uzupetnienie liczby)
Uzupehieniem liczby X nazywamy liczbe X "=R-X.
Wiasnosci uzupehnienia:
L X =r"-X=0-X+1=X+1 (44a)
2. X+ X =" (44b)
Nalezy zauwazy¢, iz dla systemu binarnego (+=2) reprezentacja liczby r" ma same zera
na n bitach.
Wiasnosci (43a) 1 (43b) sa bardzo istotne z punktu widzenia przydatnosci systemow

uzupetieniowych. Z wlasnos$ci (43a) wynika, ze wyznaczenie uzupetnienia liczby X wymaga
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znalezienia dopelnienia, co wymaga tylko zanegowania wszystkich bitéw X, i nastepnie
dodania 1.

Wiasnos$¢ (43b) pozwala na zastgpienie odejmowania dodawaniem uzupetnienia. Przy
odejmowaniu mamy

X +X=0,
natomiast przy dodawaniu uzupeinienia
X' +X=r"-X+X=¢" (45)

Poniewaz reprezentacja »” ma same zera na n pozycjach, liczba ta na n pozycjach ma taka

sama reprezentacje¢ jak liczba 0. Widac stad, ze zastosowanie liczby X " zamiast -X daje ten

sam wynik, czyli zamiast odejmowac liczb¢ X mozemy dodawac liczbg X "

Przyktad 8.4. Zrealizowa¢ odejmowanie X=24 1 Y=15 stosujac 8-bitowe reprezentacje

binarne. Przedstawimy te dzialania w systemie dziesigtnym. Mamy wigc
Y =28 -15=241,

D=X+Y =[24+241, =9

Zastosowanie operacji modulo 2" odpowiada ograniczeniu reprezentacji liczby binarnej do

n-bitow.

9. Wybrane dzialania arytmetyczne w systemach uzupelieniowych
Ponizej zostanie przedstawione dodawanie i odejmowanie w kodzie U2.
9.1 Dodawanie w systemie U2
Niech liczby X 1 Y maja nastepujace reprezentacje w U2
X © X = (X, (sX, 59 X,,%,)

~ ~

Y & Y = (V,.5 V400 Yi5Vo)
Dodawanie odbywa si¢ w dwoch krokach :
Krok 1. Dodaj kolejne cyfry poczynajac od najmniej znaczacej pary az do pary najbardziej
znaczacej (cyfr znaku), zaktadajac zerowe przeniesienie z prawej strony.
Krok 2. Poréwnaj przeniesienie wchodzace do pozycji znaku z przeniesieniem wychodzacym
z pozycji znaku. Jezeli obydwa sa rowne 0 lub obydwa 1, to przeniesienie z pozycji znaku
nalezy zignorowac i rezultat jest w poprawnej formie U2. Jezeli przeniesienia roéznia sig,

oznacza to, ze wystapit nadmiar i rezultat jest niepoprawny.
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Przyklad 9.1. Przeniesienia do pozycji znaku ( ¢y ) 1z pozycji znaku ( Cg ).

4 3 2 1 0
Lt{t1]jof1]1]

lofof1]o]1]
< Cuysp

< Cg

Rejestry przedstawione powyzej maja dtugos¢ n=5, a poszczegodlne pozycje sa numerowane
od 0 do n-1 od prawej strony. €55 jest wigc przeniesieniem wychodzacego z pozycji 3 1

wchodzacym do pozycji 4, a ¢ wychodzacym z pozycji 5.

Przyktad 9.2. Dodawanie w kodzie U2.

a) dwie liczby dodatnie

+13 0.01101
+11 +0.01011
+24 0.11000 Cysp =0, ¢g =0

b) dwie liczby ujemne

13 1.10011 (-13 w U2)
+-11) +1.10101 (-11 w U2)
24 1.01000

cysp =1, cg =1

¢) liczby o réznych znakach

+13 0.01101
+ (-11) +1.10101 (-11 w U2)
+2 0.00010
cysg =1, cg =1
(-13) 1.10011 (-13wU2)
+ 11 +0.01011
-2 1.11110

cysp =0, ¢g =0
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Rozpatrzone zostana teraz poszczegolne przypadki réznych kombinacji znakow liczb
XiY.

Przypadek 1.
X>0 1 Y>0
Reprezentacje X 1 ¥ maja w tym przypadku nastepujaca forme

X o X =(0,%, ,,. ¥,

o)
Y & Y = (0,§,,,2,-.-a y1v )

<l w

0

Nie bedzie w tym przypadku przeniesienia z pozycji znaku (cg = 0), gdyz obydwa znaki sa
réwne 0. Powstajaca suma bgdzie dodatnia i w poprawnej formie X+Y, jezeli

X+Y <2,
czyli jezeli nie bedzie nadmiaru to ¢y =0.

Przypadek 2.
X<0 i ¥<0

X <> X = (13 )
Y = (1,

n—2 9
no—2 9

<l

Y &
Niech
X" =2"-|X| oraz Y =2"-|1].
wtedy sume uzupelnien mozna przedstawi¢ w sposob nastgpujacy:
X' +Y =2" —|X]+2" —|y|=2-2" —(|X]+|Y]) =
2"+ (2" = (| X]+|Y]).

Uzyskujemy tym samym uzupehienie do 2 liczby [X]|+|v].
A wigc w rozwazanym przypadku

a) wystepuje zawsze przeniesienie z pozycji znaku, czyli cg =1, wynika to z

wystepowania 2" .

b) jezeli |X | + |Y | <2"! , to rezultat bgdzie poprawny 1 przedstawiony w kodzie U2

oraz pojawi sie przeniesienie z bitu najbardziej znaczacego czyli ¢y =1. Wynika
to z faktu, ze suma dwoch liczb ujemnych przedstawionych w kodzie U2 zawsze

przekroczy 2" —1.Poniewaz X +X =2" czylijesli X <2"'—1 t0 X >2"".
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Przypadek 3.
W przypadku tym moga wystapi¢ dwie mozliwe sytuacje:
X>0 1 ¥<0.

Reprezentacje maja tutaj postac

X © X =(0,X, 5,y X,,X,),
Y & Y = (1,Y, 50y V5 Vo) -
lub dla
X>01 ¥<0
X © X =(0,X, 5,y X,,X,)

Y © Y = (1,5, 0 7,,7,)

W przypadku tym nie wystapi nadmiar.

Niech ¥ =2" Y]
S=X+Y =X+2"-[7]=2" —(v]-]X)
Jezeli
a) [Y|-|X|>0 irowne c,
mamy wigc
2" —c

|S|2,1 = ,=2"—c.

2" = (=[x

= 2

czyli rezultat bedzie poprawny oraz nie wystapi przeniesienie z najstarszego bitu (z bitu
MSB) do pozycji znaku. Przeniesienie z pozycji znaku nie pojawia sig, gdyz tylko znak Y jest
rowny 1, a wige Cysp =0 i ¢g =0 .Otrzymana warto$¢ reprezentuje -¢ w kodzie U2.
Wykazemy teraz, ze ¢ = 0. Mamy

S=X+Y =Xx+2"-[y]=2""+2"" —(v]-|xp=2""+2""-c.
Liczba 2" oznacza 1 na pozycji znaku, liczba 2" —c jest mniejsza lub réwna niz

2" 1, nie bedzie przeniesienia do pozycji znaku.
b) [Y|-|X| < 0i rowne -,

wtedy
S=2"—(~(v]-|X])=2" () =2" +¢,
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a wiec wystepuje w tym przypadku przeniesienie z pozycji znaku, czyli cg =1, a wynik
dziatania jest rowny c, gdyz

C.

],

2" = (|- |xD

»=2" +c‘ =
Wystapienie przeniesienia z najwyzszej pozycji liczby ( bitu MSB) mozna wykazac
nastepujaco:
S=X+Y =X+2"-[7|=2""+2"" —1+|x|-|1|+1

Liczba 2" oznacza 1 na pozycji znaku, liczba 2" —1 ma same jedynki na n-1 pozycjach,

wigc skoro |X|-|v| tutaj jest liczba dodatnia, to musi wystapi¢ przeniesienie do pozycji znaku,

gdyz suma przekroczy 2" —1. W rezultacie otrzymujemy ¢ 55 =0 oraz cg =1.

Wykazano wigc, ze jezeli rezultat dodawania U2 jest poprawny to obydwa
przeniesienia tzn. przeniesienie do pozycji znaku i przeniesienie z pozycji znaku musza by¢
rowne.

9.2 Odejmowanie w systemie U2

Niech liczby X1 Y maja nastgpujace reprezentacje w U2

X <> X =(xn71,x’172,..., xl,xO)

Y © Yz(yn—lﬂyn—ZJ"': ylayO)
Odejmowanie X-Y odbywa si¢ w trzech krokach :

Krok 1. Utworz uzupetnienie do dwoch odjemnika.

Krok 2. Dodaj kolejne cyfry odjemnej i uzupetnienia odjemnika do 2 poczynajac od najmnie;j
znaczacej pary az do pary najbardziej znaczacej (cyfr znaku), zaktadajac zerowe przeniesienie

Z prawej strony.

Krok 3. Poréwnaj przeniesienie wchodzace do pozycji znaku z przeniesieniem wychodzacym
z pozycji znaku. Jezeli obydwa sa rowne 0 lub obydwa 1, to przeniesienie z pozycji znaku
nalezy zignorowac 1 rezultat jest w poprawnej formie U2. Jezeli przeniesienia roznia sig,

oznacza to, ze wystapit nadmiar 1 rezultat jest niepoprawny.

Przyktad 9.3 Odejmowanie w kodzie U2.
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a) odejmowanie liczby dodatniej, sprowadza si¢ ono do dodawania liczby ujemnej w U2,

czyli utworzenia uzupehienia odjemnika

-odjemna +13 0.01101
-odjemnik +11 0.01011
-uzupetnienie odjemnika do 2 1.10101
+13 0.01101
- (A1) + 1.10101
+2 0.00010
b) odejmowanie liczby ujemne;j
-odjemna +13 0.01101
-odjemnik -11 1.10101
-uzupethienie odjemnika do 2 0.01011
(-13) 1.10011
-(-11) +0.01011
-2 1.11110
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(-11 wU2)

cysg =1, cg =1

(-13 w U2)

cysg =1, cg =1,
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