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E. Hopcroft, Jeffrey D. Ullman, Wydawnictwo Naukowe PWN 2003 r.

1 Wprowadzenie do jezykéw i automatéw

1.

Co to jest alfabet, tancuch / stowo (slowo puste €), przyrostek, przed-
rostek. Przyktady — {0, 1}, {0,1,..,9}, {a,b}, {a,,b,c,....2,, }, ...

. Jezyk nad alfabetem, operacje na jezykach (gwiazdka Kleene’go).

Przyktady jezykow: jezyk polski, liczby binarne, palindromy w jezyku
polskim, palindromy nad alfabetem {a,b} — kilka sposobéw.

Definicja automatu skoniczonego (deterministycznego), objasnienie sym-
boli, zaleznosci. Przedstawienie jako grafu oraz jako glowicy i tasmy.

Przyktad - automat (http://pluton.pol.lublin.pl/ awojdyga/dydaktyka/
tpi-z/automatl.png) akceptujacy stowo binarne z parzysta ilodcia
zer 1 jedynek (dokladne oméwienie).
Konwencje stosowane w rysunku automatu skonczonego:
e stan startowy oznaczany jest za pomoca strzalki wejsciowej

o strzalki sg etykietowane symbolami alfabetu

e stany akceptujace rysowane sg gruba lub podwdjna kreska


http://pluton.pol.lublin.pl/~awojdyga/dydaktyka/tpi-z/automat1.png
http://pluton.pol.lublin.pl/~awojdyga/dydaktyka/tpi-z/automat1.png
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1 nieparz.
0 parz.

C

1 nigparz.
0 nieparz.

Zadania

Podaé¢ automat skonczony akceptujacy ciagi 0/1 zawierajace pod-
ciag 11.

Przedstawi¢ automat skonczony, ktéry akceptuje rzeczownik “kot”
we wszystkich przypadkach.

Przedstawié¢ automat skonczony, akceptujacy poprawne (bez zbed-
nego zera na poczatku) liczby binarne.

Podaé¢ automat akceptujacy ruchy skoczka (figury szachowej).

Podaé automat skonczony akceptujacy ciagi 0/1 zawierajace pod-
ciag 11 co najwyzej jeden raz.

Podaj automat skonczony akceptujacy liczbe podzielng przez

i. 2 (prosty)



ii. 3 (stan bedzie przechowywal reszte)
iii. 4 (stan przechowuje reszte oraz druga cyfre z pary) (*)

2 Minimalizacja AS

Minimalizacje automatu skonczonego przeprowadzamy w celu zmniejszenia
liczby stanéw (a przez to i funkcji przejécia) usuwajac stany nieosiagalne i
nierozréznialne.

Definicja 1 Stan g jest nieosiqgalny, jesli nie da sie do niego przejsé ze
stanu poczgtkowego qo za pomocq Zadnego stowa (Yw € ¥*6*(qo, w) # q).

Definicja 2 Stany q1 i qo sq nierozréoznialne, jesli dla kazdego stowa w €
¥* ze stanu q1 da sie przej$é do stanu qi, a z q2 do ¢4 (¢) = *(q1,w),
¢y = 0*(q2,w)) i stany te spelniajq warunek (¢f € FAgy € Q — F)V (¢] €
Q—-FANgeF).

Dwa stany sg nierozréznialne jesli da sie doj$¢ za pomoca kazdego stowa do
dwu stanéw koncowych albo do dwu stanéw niekoncowych. Jesli dwa stany
sg rozroznialne, to sa rozrdznialne za pomoca stowa dlugosci co najwyzej

Q- 1.

2.1 Algorytm minimalizacji AS

Wejscie: A = (Q, %, 6, qo, F)
Wyijscie: A' = (Q',%, 0, ¢b, F')

Wersja o ztozono$ci wyktadniczej O(]E||Q|)
1. Usun stany nieosiagalne.

2. Dla stéw w o dlugosci zero przyjmij za nierozréznialne dwa podzbiory
stanow: wszystkie stany z F' oraz wszystkie stany z QQ — F.

3. Analizuj w sposdb systematyczny stowa o wzrastajacej dtugosci, w
ten sposéb uzyskasz kolejne podzbiory stanéw nierozréznialnych (klasy
réwnowaznosci stanéw), w kazdym kroku niemniej niz w poprzednim.

4. Jesli liczba podzbioréw uzyskana w pewnym kroku jest rowna liczbie
podzbioréw uzyskanych w kroku poprzednim - zakonicz analizowanie
stow.

5. Utworz zbiér stanéw Q' jako zbidér klas réwnowaznosci stanéw nieroz-
réznialnych, zbiér stanéw koncowych F”, funkcje przejscia &' — odpo-
wiednio do @'.



Wersja o ztozonoéci wielomianowej O(|Z[%Q))

1.

2.

D.

Usun stany nieosiagalne.

Zaznacz wszystkie pary standw, ktore skladaja sie z jednego stanu
akceptujacego i jedno nieakceptujacego.

dla kazdej niezaznaczonej pary standéw {p,q} jesli dla jakiejkolwiek
litery s para {d(p, s),d(q, s)} jest zaznaczona, to zaznacz pare {p,q}

Dwa stany sa nierozréznialne jesli sa nie zaznaczone (ulegaja “skleje-
niu”)

Odtworz nowa funkcje przejscia.

Zadania

1.

Zminimalizuj automat skonczony A.

Rysunek 1: Automat skonczony A

Zminimalizuj automat skonczony B.
Zminimalizuj automat skonczony AS1.
Zminimalizuj automat skonczony AS2.

Zminimalizuj automat skonczony AS3.



Rysunek 2: Automat skonczony B



Graf automatu A

Rysunek 3: Automat skonczony AS1

Rysunek 4: Automat skonczony AS2



Rysunek 5: Automat skonczony AS3



3 Automaty z funkcjag wyjscia

3.1 Automat Moore’a

Definicja 3 Automatem Moore’a nazywamy uporzedkowang széstke A = (Q,3,Y,0, A\, qo)
gdzie:

o () — skoriczony zbior stanow
o X — skoriczony zbidr symboli wejsciowych (alfabet)

o Y — skoriczony zbior symboli wyjsciowych

6 — funkcja przejécia, § : Q X X — Q
o \ — funkcja wyjscia, A : Q —'Y
® qo — stan poczgtkowy

Wyjscie automatu Moore’a zalezy tylko od biezacego stanu.

3.2 Automat Mealy’ego

Definicja 4 Automatem Mealy’ego nazywamy uporzqedkowang széstke A = (Q,%,Y,d, A, qo)
gdzie:

o () — skoriczony zbior standw
o X — skoriczony zbidr symboli wejsciowych (alfabet)

o Y — skoriczony zbidr symboli wyjsciowych

6 — funkcja przejécia, § : Q X X — Q
e )\ — funkcja wyjscia, A: Q x X —Y
® qo — stan poczgtkowy

Wyjscie automatu Mealy’ego zalezy od biezacego stanu i symbolu z wej-
$cia. Mozna nieformalnie powiedzie¢, ze wyjécie automatu zalezy od przejscia
— funkcje 6 i A maja ta samg dziedzine.

3.3 Zadania

Podaj automat Moore’a i automat Mealy’ego, ktore realizuja nastepujace
zadania

1. usuniecie jedynek z dowolnego ciaggu binarnego



2. wykrywanie w ciagu binarnym sekwencji 001 — automat wypisuje na
wyjscie znak 1 jesli wejscie zawiera podana sekwencje, O w przeciwnym
razie

3. dla danego stowa zbudowanego z liter a, b, c automat ma dodaé jedna
dodatkowa litere ¢ po kazdej sekwencji liter ¢ w ciagu wejéciowym.
Przyklad: INPUT=abcaccb, OUTPUT=abccaccch.

4 Automaty ze stosem

Definicja 5 Automatem ze stosem nazywamy: As = (Q,%,T,0,qo, Zo, F),
gdzie:

e () - skoriczony zbior standw
o X - skoriczony zbidr symboli wejsciowych (alfabet),

o I' - skoniczony zbior symboli na stosie (alfabet stosowy)

0 - funkcja przejécia, funkcja ta odwzorowugje trdjke (stan, symbol wej-
Sciowy, symbol na stosie) w pare (stan, stowo nad alfabetem T'): § :
Qx (XU{ey) xI' = Q xT*

e qo € Q - stan poczgtkowy
o Zy €I - symbol poczgtkowy na stosie (wartownik dna)

o FeQ - zbior standw koricowych.

Dzialanie automatu stosowego Automat ze stosem to rozwiniecie au-
tomatu skonczonego. Jako argument funkcja przejscia otrzymuje “szczyt sto-
su”, a w wyniku daje stowo, ktore zapisa¢ na stosie. Zapisany na stosie moze
tez by¢ symbol kasowania [, ktéry powoduje usuniecie ostatniego symbolu
ze stosu i przesuniecie “szczytu stosu” na kolejny symbol (tuz “pod” bieza-
cym). Skasowaé¢ mozna tylko jeden, ostatni symbol. Jezeli funkcja przejscia
otrzyma jako argument wartownik dna (Zp), nie moze go usunaé (inaczej:
funkcja staje si¢ nieokreslona przy usuwaniu symbolu Zj), wartownika dna
nie mozna réwniez zapisaé¢ na stosie.

Wyrdznia sie akceptacje przy stosie pustym, mozna wykazaé ze jest to
rownowazne akceptacji przez stany akceptujace.

Przykladowe instrukcje:

e 0(q2,s,A) = (q3, AB) — dodanie symbolu B na stosem

e 0(q1,a,A) = (q3, ABC) — dodanie symboli BC' na stos, szczytem stosu
jest C



e 0(qs3,t, B) = (q3,0) — usuniecie symbolu B ze szczytu stosu

e 0(q3,2,-) = (g3,0) — skrétowy zapis na usuniecie dowolnego symbolu

Zadania

1.

2.

Zaprojektuj automat ze stosem akceptujacy jezyk L = {0™1" : n > 0}.

1

Zaprojektuj automat ze stosem akceptujacy stowa postaci wew™" nad

alfabetem {a, b, c}, gdzie w™! oznacza odwrécenie stowa w, w € {a, b}*.

Podaé automat ze stosem akceptujacy stowa postaci a™b?”. Czy da sie
zbudowaé ogélny automat dla jezyka a™b*", k ustalone?
ann

Poda¢ automat ze stosem akceptujacy stowa postaci a . Czy da sie

zbudowaé ogdlny automat dla jezyka a*"b"™, k ustalone?

Praca domowa * Jak na podstawie poprzednich zadan zbudowad
automat akceptujacy jezyk a*"b™", k, 1 ustalone? Podaj ten automat.

Podaj automat ktéry zaakceptuje poprawne wyrazenie arytmetyczne
zlozone z 1, +, - oraz nawiaséw. Np. 14+(1-1), 14+141-1, (141)-(1-
141). Wskazéwka Narysuj automat skonczony, ktéry bedzie akcepto-
wal kolejnos¢ symboli, stos przydaje siec w zasadzie tylko do obstugi
nawiasow.

Praca domowa * Podaé¢ automat stosowy akceptujacy wyrazenia
arytmetyczne zlozone z jednocyfrowych liczb, znakéw +, —, %, / oraz
nawiaséow.

Praca domowa * Udowodnié, ze automat stosowy akceptujacy przy
stosie pustym jest rownowazny automatowi akceptujacemu przez stanu
konicowe (a stosie niekoniecznie pustym).

5 Maszyna Turinga

Deterministyczna maszyna Turinga MT = (Q, qo, F, %, T',b,6), gdzie:

e () — skonczony zbiér standéw, qg € @) — stan poczatkowy, F C @Q — zbior

stanéw koncowych

e ' — skoficzony alfabet tasmy, ¥ C I' — alfabet wejsciowy, b € T' —

symbol pusty

e 0 :QxI' -5 Q xT x{-1,0,1} — funkcja przejscia, gdzie -1, 0, 1

oznaczaja przesuniecie glowicy.

10



MT operuje na tasmie (dwustronnie lub jednostronnie nieskonczonej);
odczytuje symbol z taémy pod glowica i wedtug funkcji przejscia zapisuje
nowy symbol, zmienia stan i przesuwa (badz nie) glowice w dowolnym kie-
runku. Konfiguracja MT to stan maszyny i zawarto$¢ tasmy.

Maszyna niedeterministyczna to taka, gdzie zamiast funkcji przejscia rozwa-
za sie relacje przejécia, tj. 8 : Q x ' — 2@xTx{=1,0.1}
Zadania

1. Zaprojektowaé¢ maszyne Turinga wyliczajaca unarny nastepnik liczby.

2. Zaprojektowac¢ maszyne Turinga obliczajaca sume liczb w postaci unar-
nej.

3. Zaprojektowac¢ maszyne Turinga wyznaczajaca liczbe dwa razy wiek-
sz74.

4. Zaprojektowaé¢ maszyne Turinga obliczajaca iloczyn liczb w postaci
unarnej.

5. Podaé maszyne Turinga wyznaczajaca w™' — odwrécone stowo w nad

alfabetem {a, b}. Na tadmie powinny znajdowaé sie stowa w oraz w=!.

6. Podaé maszyne Turinga rozpoznajaca jezyk L = {ww™! : w € {a,b}*}.

6 Zbiory regularne

Y. — dowolny alfabet. Zbiorem regularnym nad tym alfabetem nazywamy
zbiér, spelniajacy jeden z ponizszych warunkdw:

1. zbiér pusty @ jest zbiorem regularnym
2. zbibr {e} zlozony z pustego stowa jest zbiorem regularnym
3. zbiér {a : a € X} jednoliterowych stéw jest zbiorem regularnym

4. jesli P, ) sa zbiorami regularnymi, to zbiorami regularnymi sg tez
zbiory:

(a) PUQ — suma teoriomnogos$ciowa zbioréw P, @
(b) PQ — zlozenie stéw ze zbioréw P, @
(¢) Px — domkniecie Kleenego zbioru P

11



7 Wyrazenia regularne

Wyrazenia regularne stuza do opisywania zbioréw regularnych, jak powyzej
> to dowolny alfabet. Wyrazenia regularne tworzy sie nastepujaco:

1. 0 jest wyrazeniem regularnym do ktérego pasuje zbiér pusty stéw
2. € jest wyrazeniem regularnym do ktérego pasuje slowo puste

3. a jest wyrazeniem regularnym do ktérego pasuje jednoliterowe stowo
a, a €

4. jedli p, q sg wyrazeniami regularnymi to pasujacymi do zbioréw P, @,
to wyrazeniami regularnymi sa rowniez:

(a) (p)
(b) p + q, odpowiada P U @
(¢) p q, odpowiada PQ

)

(d) px, odpowiada Px

7.1 Zadania
1. Opisa¢ zbiér regularny:

sktadajacy sie ze stowa “kot”

sktadajacy sie ze stéw “kot” i “kotek”

)
)
(c) skladajacy sie¢ ze stéw “kot” i “pies”
) skladajacy sie ze stowa “ma” powtdrzonego 3 razy
)

skladajacy sie ze stowa “ma” powtdrzonego nieskonczenie wiele
razy

(f) binarnych liczb parzystych
(g) dziesietnych liczb parzystych

2. Napisa¢ wyrazenia regularne dla zbioréw z zadania 1.

3. Udowodnié¢ tozsamosci dla dowolnych wyrazen regularnych p, q, r:

Ep=Pe=Dp p+q = q+p
ex =€ p(ar) = (pa)r
px=Pp + px = (p + €)x (px)*= px
P+pP=p px + € = px
p+0=p € + ppx = px*

(p+a)* = (px + g*)* = (p*q*)*
Pq+pr=p(q+r)
pr+qr=(p+qr

12



4. Napisa¢ wyrazenie regularne dla nastepujacych zbioréw
(a) zbior stéw jezyka polskiego bedacego odmianami przez przypadki
rzeczownika “kot”.
(b) zbiér stéw 0/1 w ktérych podciag 11 wystepuje co najwyzej jeden
raz.

(c) zbidér ciagdéw binarnych o dlugosci wielokrotnosci 2 lub 3.

(d) zbiér ciagbéw binarnych sktadajacy sie z podciagdéw zer i podcia-
géw jedynek wielokrotnie powtérzonych

zbiér ciaggéw binarnych niezawierajacych podciggu 100.

@

)

) zbiér liczb dziesigtnych podzielnych przez 3.
(g) zbidr liczb dziesigtnych podzielnych przez 4.
(h) zbidr liczb dziesi¢tnych podzielnych przez 40

8 Gramatyki

Gramatyka G to uporzadkowana czworka G = (V, T, sq, P), gdzie
e V' — zbiér symboli nieterminalnych
e 1" — zbiér symboli terminalnych
e 59 € V — wyr6zniony nieterminalny symbol startowy
e P — zbiér produkcji. P={a — f:ac (VUT)", e (VUT)*}.

Produkcje ogblnych gramatyk przeksztalcaja ciagi symboli (nieterminalnych
badz terminalnych) na inne ciagi symboli. Gdy nie ma zadnych ograniczen
na budowe produkcji, to gramatyke zawierajaca takie produkcje nazywamy
kombinatoryczng.

8.1 Gramatyki liniowe

Gramatyke G = (V, T, sg, P) nazywamy prawostronnie liniowq, jezeli kazda
produkcja ma posta¢ A — xB lub A — z, A, B to symbole nieterminalne,
x € T* — dowolny tancuch symboli terminalnych.

Gramatyke G = (V, T, so, P) nazywamy lewostronnie liniowg, jezeli kaz-
da produkcja ma posta¢ A — Bx lub A — x, A, B to symbole nieterminalne,
x € T* — dowolny tancuch symboli terminalnych.

8.2 Gramatyki bezkontekstowe

Gramatyke G = (V, T, so, P) nazywamy bezkontekstowq, jezeli kazda pro-
dukcja ma postaéc A — 3, gdzie A jest symbolem nieterminalnym, a (3 jest
dowolnym tancuchem symboli.

13



Zadania
1. Poda¢ gramatyke dla

(a) stowa “kot” odmienionego przez przypadki

(b) zdania w jezyku polskim (uproszczonego, o ustalonej kolejnosci
czesci zdania)

(c) palindroméw nad alfabetem {a,b}
2. Przedstawi¢ w gramatyce liniowej

(a) Ciagi binarne zawierajace jako podciagi 011 lub 010.

(b) liczby (catkowite i zmiennoprzecinkowe) w jezyku Pascal

(c) identyfikatory (nazwy zmiennych, typéw, funkcji, procedur) jezy-
ka Pascal

3. Przedstawi¢ w gramatyce bezkontekstowej

(a) deklaracje typu rekordowego jezyka Pascal
(b) deklaracje funkcji w jezyku Pascal
(c) instrukcje jezyka Pascal

14
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